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NOTAȚII 


— semnul de apartenenţă la o mulțime 

— semnul de neapartenență la o mulțime 
— semnul de incluziune a mulțimilor 

— semnul de neincluziune a mulțimilor 

— semnul de reuniune a mulțimilor 

— semnul de intersecție a mulțimilor 

— cuantificatorul universal („oricare ar fi”) 
— cuanțificatorul existențial („există“) 


— semnul de implicaţie logică 


semnul de echivalență logică, 


Ss şi yu <DCRaRAiAan 


— mulțimea vidă 
{xe X[P(x)) — mulţimea elementelor din X care au proprietatea P 


{rihier — familie de elemente 


XNA, Cr4, Ca — complementara în X a mulțimii A 


ANB ` diferența a două mulțimi 4 şi B 

AxB — produsul cartezian al mulțimilor A și E 

x” — produsul cartezian a n mulțimi egale cu X 

ŢI — semn pentru un produs (cartezian) de mulțimi sau de 
numere 

LHI — semnul de reuniune disjunctă 

y — mulțimea funcțiilor definite pe X cu valori în Y 

f:4 =B — funcția f definită pe mulțimea A cu valori în mulțimea B 


fid) — imaginea directă a mulțimii A prin funcția f; f(4) = 
= (fi) lxe 4} 
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FA) — imaginea inversă a mulțimii A prin funcția f; fi(A) œ 
= fa | f(x)e 4) 

Jo’ — inversa funcției bijective f 

o — semnul de compunere a două funcţii 

supp, spt — suportul unei funcții, măsuri, distribuții 

N — mulțimea numerelor naturale; N = {1, 2, ...} 

R — mulțimea numerelor reale (dreapta, r) 

R} — mulțimea, numerelor reale pozitive; R} = {xe R |420} 

R — dreapta reală extinsă; R = RU (— 00, + 00) 

C — mulțimea numerelor complexe (planul complex) 

€ — planul complex extins È =C u {00} 

Q — corpul numerelor raționale 

Z — inelul numerelor întregi 


(a, b], (a, b), (a, d), (a, b) — intevale în R 


la | — modulul lui a 

z — conjugatul numărului complex z 

Fez, rez — partea reală a numărului complex z 
Imz, imz — partea imaginară a numărului complex z 
log, In — logaritm în baza e 

e%, expa — funcția exponențială în baze e 


b 
var x(t), V x— variația totală a funcției x:[a, b] > R 
a 


te [a bJ 
| — semnul de integrală 
ðf , A ; P 
îs pfx — derivata parțială a funcţiei f în raport cu 4 
d : i 
T” f — derivata funcției f 
a”f : 
Peri J™ — derivata de ordin n a funcției f 
x 
Ker f — nucleul aplicaţiei liniare f; Ker f = {x | /(2) = 0) 
max A — cel mai mare element al mulțimii A 


` NOTAȚII 8 


min A — cel mai mic element al mulțimii A 

nf A — marginea inferioară a mulțimii A 

sup A — marginea superioară a mulțimii A 

lim, tim sup  — limita superioară 

lim, lim inf — limita inferioară 

Mee Xn — limita şirului {ža}, eN 

Le] 

5 Xa — suma unei serii 

n=l 

S — semn pentru suma unei familii sumabile de elemente 

int 4, 4 — interiorul mulțimii A 

d — închiderea, mulțimii 4 

jg — norma 

LIX, Y) — spațiul operatorilor liniari și continui definiți pe X şi cu 
valori în Y 

LX) — spaţiul operatorilor liniari și continui definiți pe X cu va- 
lori în X 

Ck(T) — mulţimea funcțiilor de clasă CF pe T 

Ce(T) — mulţimea funcțiilor de clasă C” pe T 

det A — determinantul matricii A 

() C: — combinări de ș elemente luate cite k 

k 

n! — n-factorial; n! = 1:2- in 

bi — simbolul lui Kronecker; $g = 0 dacă if şi ða = | dacă 
i=j 

o — elementul nul într-un spațiu liniar 

ABREVIERI 


a.p.t. = aproape peste tot 
ex. = exemplu 

i.e, (id est) = adică 

obs. = observație 

rel. = relativ la 

v. = vezi 


» 


abatere medie pătratică (a două funcţii reale f și g pe intervalul compact 


: o 
[a, b!), expresia IL (Fix) — glx) da. Dacă a = —r, b = n, iar g parcurge 
2 


polinoamele trigonometrice de ordin n, atunci a.m.p.a funcțiilor f și g îşi atinge 
valoarea minimă de îndată ce g este polinomul Fourier de ordin n asociat lui 
f pe [~m n]. (5.M.) 

acces perfect (al unei funcții într-un punct) Fie f: AcR >R. Un a.p. 
al lui fin xe A este o mulțime perfectă ToA care se acumulează în v atit 
la stinga cît și la dreapta astfel incit restricția f | IP este continuă în x. O func- 
ție de prima clasă Baire în intervalul compact 7 are proprietatea lui Darboux 
dacă și numai dacă admite un a.p. în fiecare punct din F (la extremități acu- 
mularea va fi unilaterală). (5.M.) 

acoperire, familie îD;);_y de părți ale mulțimii X avind proprietatea 
U D: =X. Se numește subacoperire a a. {Di}; subfamilie {Diep JSI 
astfel incit y D:=X. Dacă mulțimea 7 este finită a. se numește finită. Dacă 

ie 

'X este un spațiu topologic și toate mulțimile Dg sint deschise se spune că a. 
(Di; e peste a. deschisă. Dacă {D;}; ea și (Fii je sint două a. ale lui X și dacă 
pentru orice je J există i e I astiei încît F;c Di, se spune că a. (Filje] este 
subordonată a. (Dijier (sau că ilie] este înscrisă în {Di}; er) (Gh-Gr.) 

acoperire convexă v. spațiu liniar 

acoperire echilibrată v. spațiu liniar 

acoperire liniară v. spațiu liniar 

acoperire local finită v. familie local finită de multimi 

acoperire plină v. mulțime ordonată 

acoperire solidă v. spațiu liniar ordonat 

acoperire Vitali Fie (X, d) un spaţiu metric, “E tribul borelienelor lui X și 
4: B — Ryo măsură numărabil aditivă cu proprietatea că u(A4) < co pentru 
orice bilă închisă AcĂ. Fie AcX o mulțime şi F un sistem de mulțimi 
închise şi mărginite ale lui X. Vom spune că F este o a.V. pentru A sau că A 
este acoperită în sensul lui Vitali de F dacă fiecare mulțime din F are măsură 
strict pozitivă finită și, în plus, există un număr strict pozitiv a și un număr 
b > 2 astfel încît pentru orice y din A şi orice >0 putem găsi Fe.cu pro- 
prietățiie: a) xe F; b) (F) <e; c) u(B(F, b5(F)))iu(F)ssa, unde 3(F) este 
diametrul lui F iar B{F, 3(F)) bila deschisă de centru F şi rază (F), (i.e. 
R(F, 8(£)) = {xe X | dix, F) < 5(F))),. 
Teorema de acoperire a lui Vitali. Dacă (X, d) este un spațiu metric compact 
și F oa.V, pentru o mulțime A c X, atunci există o parte finită sau un şir (Fan 


de elemente din F, mutual disjuncte, astfel incit mulțimea AN UP) 
E ră n 
este p-neglijabilă. 
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Considerăm acum cazul X i 
i = R. Fie A măsura Lebesgue î i 
- EEE] n 
rii Agra d Se spune că o familie de intervale pi E aci ei a ma z 
oua ; A Da PEN pe perten orice + în A și orice s >0 există en 
ȘI A(Z) < e. Teorema de a.V. spune că d 
o a.V. pentru AcR, atunci există o parte finită sau ah şir Ta de A Alia 


din 9, mutual disjuncte, astfel încât mulţimea EN (y7 a) este neglijabilă. (7. C.) 
- {L C. 


aderenţa unei mulțimi v. punct aderent 


adevăratul maxim v. spații L?, spaţii 2? i î 
Radon), funcție total măsurabilă AN TA (în aparecio masura 
adjunctul formal (al unui operator diferențial liniar) Fie P(x D) = 
= da(4) D* un operator diferențial liniar; aici g = (e i a 
1 


jo 1 a) este un 


muitiindice D*=D D -—_— = + + iar 
> 1 e Py o’ unde Dk , | a, ] & . An 
coeficienții t i t = | 
ț da(%) sin funcții de clasă cel pu in C într-o mulţime desch să 
Cm 


din R”, Notînd cu (u, v) = : 
(u, v) îi u(x) v(z) dx produsul scalar din L2(0), af. 


(sau algebric, sau transpusul) o i P 

ic, peratorului P, notat cu P (sau ‘P i 
operator diferențial ce verifică (Fu, v) = (u, Bu) al orice p ECO 
ve C”, Expresia lui P este Po = £ (1) Da(aa(x) v). (G. G.) ăia 


i la [sm 
adjunctul unui operator v. operator autoadjunct, operator simetric 


algebra Grassmann (a unui spaţiu vectori init-di i 
Chem aia asociativă cu element E sotată RT), a gi rin agita DA les 
k ste un subspațiu vectorial al lui A(P) și vAv = Q pentru orice ve V, 
ua ada anal e m nara înmulțirea în A(V); 2) Algebra AP) este generată 
vectorial de Esi le-a a ac da e pic a ra 
terioară. Explicităm, mai intti, o construcție pica aa G. A EEA să 
= Homy(V, R) este dualul lui V, i.e. spațiul tuturor fie er A 


lini a 
pace pe T aa că dacă W,V i., Vp sint spații vectoriale, o aplicație 
£ fa P e p hia porie A ERN P-liniară (sau aplicație multiliniară 
Fei dara + P} şi orice sistem de vectori vje V3, 


Visuiflo, a Vap V Upp saca vp EW 


A bere muci de aplicație biliniară pentru o aplicație 
= 2. Pentru orice număr natural 
= Vx... XV (de p ori). Se nume j T, 
e r1). şte p-tensor covariant (sa ? 
Fe Zi Arena doru T de grad p, sau aie pr sa CA ga a 
e p-limară f: V? R. Mulțimea tuturor p-tensoril ianți 
~ . > % or, 9 g 
pal vectorial V are o structură evidentă de a vectorial Pi p a Da 
toria) s S prn TOS) și se Tamerte a p-a putere tensorială a lui ye 
= V* şi se pune, prin definiție; T(V*): = R (ż r 
covariant de grad i iniție e pet 
ali g zero pe V este, prin definiție, un număr real). În fine, se 


Pi 


T(V*):.= ? i ii 
(V*) Fa (VY*) (suma directă de spații vectoriale) 
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Dacă p şi q sînt numere naturale, produsul tensorial a doi tensori covarianți 
fe TP(V*) şi ge TO(V*) este tensorul covariant f Q ge FPH(V*) definit prin 


(fQ 8) Wp eo Uppa) = Flo o Up) Bop =u Vora) 


pentru v,, =» Uppg EV. Cind p = 0, f=ceR și se pune f Qg = cg; în mod 
similar se tratează cazul qg = 0. Produsul tensorial este o operație biliniară şi 
asociativă, dar necomutativă în grade p, q >l. Această operație se extinde 
prin liniaritate la o înmulțire pe spațiul vectorial T(V*), care face din acest 
spațiu vectorial o IR-algebră, numită, algebră tensorială a lui V*. Pentru orice 
număr natural p, grupul Sp al permutărilor mulțimii {1, ..., $} acționează 
la stinga pe spațiul vectorial T?(V*) prin aplicația Spx TP(V*) 3 (6,4) 1> 
1—> ofe TP(V*) definită prin 


Of (Vi e Vp): = fva sasi ate) 


pentru orice p-uplu de vectori v}, +, Up € V. Un p-tensor covariant f pe spaţiul 
“vectorial V se numește alternat (sau exterior) dacă cf = e(o) f pentru orice 
oe Sp, unde e(o) este semnul permutării o, î-e. e(o) = 1 cînd o este pară şi 
e(o) = — 1 cînd o este impară. Mulțimea tuturor p-tensorilor covarianți alter- 
naţi pe V este un subspațiu vectorial al lui 7P(P*), care se notează prin AP(V*) 
şi se numește puterea exterioară de grad p a lui V*. Avem AN *) = T(V*) = 
= V* şi se pune, prin definiție, A*(V*): = T°(V*) =R. În fine, se pune 


AW*) = e _ A2(V*) (sumă directă, de spaţii vectoriale). 
>0 
Pentru orice număr natural p avem o aplicaţie liniară Alt: TP(V*) — TP(V*), 
numită aplicația de alternare, definită. prin 


at= Si eoo. 


p!loeSp 


Această aplicație are proprietățile următoare: Í) Pentru orice fe T?(V*), re- 
zultă Alt (f)e AP(V*); 2) Dacă fe A P(V*), atunci Alt (f) = f; 3) Alt (6f) = 
= e(o) Alt (f); 9 Alt (Alt (f) Q g) = Alt ({ Q Alt{g)) = AL(FQ 8) pentru 
fe TP(V*] şi ge TI(V*); 5) Alt (2) = (DE Alt (Ja) pentru fe TP(V*) 
şi ge TI(V*). Dacă p şi q sînt numere naturale, produsul exterior a doi tensori 
alternaţi fe AP(Y*) și ge AUV *) este tensorul alternat f A ge APH(V*) 
definit prin 


$ lą! ce Spa 


Cînd p=0,f=cehR şi se pune cAg = cg; în mod similar se tratează ca- 
zul q = 0. Produsul exterior este o operaţie biliniară, asociativă şi, în plus, 
anticomutativă, i.e. Ag = (— PPE g Af dacă f este de grad p şi g de grad g; 
în particular, fAf =0 cînd f este de grad impar. Menționăm că dacă 
fu -fy sînt tensori alternați pe V de grade ĝi, «+. PN respectiv, atunci 


fne = HEDL area =- $ ooga. 


fn Ag = PEA At Go On) 
£ pile pn! 


Produsul exterior se extinde prin liniaritate la o înmulțire pe ăpaţiul vectorial 
ANWY*) şi tace din acest spațiu vectorial o R-algebră, numită a.G. a iui V*. 
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Me bazei. Dacă fyse, fn este un reper al lui V*, atunci produsele exterioare 
e forma fi A e Afi Cu l&i <. < ipga formează un reper în spaţiul 
vectorial N) ; în particular acest spațiu vectorial are dimensiunea 
n n! l 
: = —— cînd O0spsu si := î i i 

-) pin p! SSN ș 0 cînd $> n, deci spaţiul 
aură AWW*) este de dimensiune 22, 

acă W este un alt spațiu vectorial de dimensiune finită i i i 

că W este ă, se asociază fiecă 

aplicaţii liniare A: W >V un morfism de R-algebre A*: AS) Ar) 
definit, pentru orice fe A?(V+), prin A*(f): = fo AP, unde AP: = Ax x 
(de $ ori), cînd $ > 1 și A*(f): =f cind p = 0; tensorul alternat A*(f) are 
același grad cu f şi se numeşte imaginea inversă a lui f prin aplicația liniară 
d. Aplicațiile K = A) și Ai— A* definesc un functor contravariant de 
= spaţii vectoriale de dimensiune finită la R-algebre. 

eorema determinantului. Dacă, A este un endomsrfism al lui (7 i 

4 , atunci, pentru 
orice n-tensor alternat f pe V, unde n este dimensi i PU 
BERO nensiunea, lu: V, avem A*({f} = 
(Amintim că determinantul det(4) al unui endomorfism A al lui i 

| L li V - 

neşște folosind un reper al lui V care identifică V cu Ra; definiția nu ei 
de alegerea acestui reper.) Dăm în continuare o construcție a algebrei exterioare 
a lui V. Fie V**: = Hom (V*, R) dualul lui V*; aplicația V avi o*t e pri 
definită prin o**{f): = fiv) pentru fe V*, este un izomorfism de spații Set 
toriale. Acest izomorlism se utilizcază pentru a identifica spațiile vectoriale 
V şi V**. Vom defini deci algebra exterioară a lui V punînd APU): = A20 **) 
pentru orice p>0 şi deci A(P): =A 0 **). Aplicația canonică 0: V*P 4 
îi A ) definită prin Ofu o fp) = JLA Afp este p-liniară alterna- 


Olon -u fotp) = e(0) e, o” fp) 


pentru orice fi, ..., fp EV* şi o e Sp, iar aplicația 8%: AP(V*)* = A?(Y), definită 
prin p= gol, pe A2(V*)*, este un izomorfism de spații vectoriale. Astfel 
spațiul vectorial AP(V) este canonic izomorf cu dualul spațiului vectorial 
API V*). Există construcţii mai generale care permit definirea algebrei ten- 
soriale T(M) și a algebrei exterioare A(M) pentru orice A-modul M, unde 
A este un inel comutativ cu element unitate, în rest arbitrar, Menţionăm aici 
ieri că s$ fa cpt puterea exterioară A?(V) și a.G. AU) pentru un 
spațiu vectorial complex finit-dimensi ă mo i 
e ga sional V după modelul prezentat mai sus 
algebră, spațiu liniar X înzestrat și cu o „operaţie de înmultir - 
telor“, i.e. o aplicație (x, y) > xy a lui XxX în X cu pe tdi iz 
tăți: x(y2) = (xy) zi z(y + 2) = ay + xz: (Y + 2) x = yx + zx; (ax) (By) = 
= (af) (7y), unde a, 8 sint scalari. O a. X se spune că este o a, reală sau o 
a. complexă, după cum X este un spațiu liniar real sau un spațiu liniar complex 
Se spune că o a. X este comutativă dacă xy = yx oricare ar fi elementele x , 
din X. Se numește a. cu unitate o a, X în care există un element u cu proprieta 
tea: xu = ux oricare ar fi x e X. Cînd un astfel de element u există el este unic 
Elementul u se numește element unitate. Într-o a. cu unitate un element i 
se spune că este înversabil dacă există un element x’ astfel ca aa = xx’ = 
=u, unde u este elementul unitate al a. Elementul x’ se numeste inversul lui l 
x. Cînd un element x este inversabil, inversul său x’ este unic si se notează 
zi. O submulțime G a unei a. X se numește subalgebră dacă din x yeG re- 
zultă că și elementele x + y, ax (unde q este un scalar oarecare) și 2y aparțin 
lui G; Dacă-A este:o submulțime oarecare aa. X , cea mai mică subalgebră : care 
conţine A se numeşte: subalgebra: generată :de A; ea este mulțimea tuturor el€- 


kD. maaa a e 
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mentelor ze X de forma z = y Azi, unde n este un număr natural 
1=l 
oarecare, à, Ap, o An sînt scalari oarecare, iar fiecare element x; este de forma 


Xi = Ailig e imp GigE A, j= 1,2, ..., m4 


Două a. X, Y (ambele reale sau ambele complexe) se numesc izomorfe dacă 
există o bijecție }: X — Y cu proprietățile: 


h(x + xa) = h(x) + ha); 
haz) = ah(x) (a scalar); k(xixa) = h(x) h(x) 


Orice a. este izomortă cu o subalgebră a unei a. cu unitate. Fie X o a. comuta- 
tivă cu unitate. O submulțime E a a. X se numește ideal dacă din x, ye E 
rezultă că și elementele x + y și xz aparțin lui E oricare ar fi ze X. Un ideal 
E se numește ideal nenul dacă E + {0} și se numește ideal propriu dacă ExăX, 
Un ideal propriu E se numeşte ideal maximal dacă din Ec E’, unde E’ este 
un ideal propriu, rezultă E = F’. Orice ideal propriu este conținut într-un 
ideal maximal. Dacă a. X nu are ideale maximale nenule, atunci X este un 
corp. Dacă E este un ideal în a, X, atunci spațiul liniar cit X/E se organizează 
ca a. definind înmulțirea a două elemente oarecare 3, 7 (unde x este clasa de 
echivalență determinată de elementul x din X) prin î = dy. A, XJE se nu- 
mește a. cît (a a. X prin E). Un ideal propriu E este maximal dacă şi numai 
dacă a. cît XJE este un corp. (R. C.) 

algebră Banach v. algebră normată 

algebră Banach involutivă, algebră Banach complexă X în care s-a dat 
o aplicaţie x — x* a lui X în X cu următoarele proprietăţi: (x + y)* = x* + 
+y*; (ax) = ăa* (unde ge CC iar g este conjugatul Iui a); (xy)* = y*z*; 
(x) = a; |l = ixil Dacă X satisface condiția |lxx* || = || x |ê, 
atunci X se numește C*-algebră. Aplicația x — x* a lui X în X se numeşte 
involutie. Orice C*-algebră, comutativă, unitară, este izomortă cu algebra 
Banach C„(7) a funcțiilor complexe continue definite pe un anumit spaţiu 
compact T (în C_(7) se consideră operaţiile obișnuite şi norma obișnuită: 
|| 2 (| = max î|z(i|te T}, xe Col) (teorema Gelfand-Naimark).| R. C) 


algebră Banach semisimplă v, radicalul unei algebre 

algebră Banach unitară v. algebră normată 

algebră Boole v. mulțime ordonată 

algebră booleană v.. mulțime ordonată 

algebră comutativă v. algebră 

algebră cu unitate v. algebră 

algebră exterioară v, algebra Grassmann 

algebră grupală Fie G un grup topologic local compact și “X(G)= 
={f:G =T] f este continuă și are. suport compact), unde F este R sau C. No- 
tăm cu O(G) spaţiul vectorial al măsurilor Radon mărginite pe G (v. măsură 
Radon). MG) împreună cu operaţiile obișnuite de adunare și înmulţire cu 
scalari, precum și cu operaţia de înmulțire dată de convoluţie. (i.e. produsul 
măsurilor mărginite m și n este m è n) devine algebră Banach cu element uni- 
tate e, (unde e, este măsura Dirac concentrată în e, elementul unitate al lui 
G). Această algebră este comutativă dacă și numai dacă G este grup comuta- 
tiv. Norma pe 2X1(G) este dată de mi> Imi]: = ilmi i, unde ||] || este 
norma obișnuită å măsurilor Radon mărginite. Avem relația |m ® li < 
- Sile ini], pentru orice m şi n: din X1(G). Putem spune că. MEG, 
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este dualul spațiului normat “X(G) înzestrat cu norma conver i uni 
genței uniforme 
o: ifii = sup {| f(x) || eG}. Vom considera acum o subalgebră a lui 
VE(G). Anume, fie p. măsura Haar invariantă la stînga pe G, Pentru orice două 
funcții f şi g din £1(p.) (v. spații 0?(u) și LP(u) (în raport cu o măsură Radon)) 
coüvölujia lor fag este definită u-a.p.t. și extinzînd-o peste tot putem scrie 
fe ge Li(p). Mai mult, dacă f' =f şi g' = g u-a.p.t. rezultă că fwg’ = 
= Ja g papt. Vom putea defini atunci în mod neambiguu pentru 7 şi Z în 
E ca g 
L'(u) convoluția fa: = fe g. În acest mod, Li(u) înzestrat cu operaţiile: 
a) (Adunare)_f +È: =f +8; b) (Înmulțire cu scalari) af: = af; c) (Înmul- 
tire) f E :=f*g, pentru f, 3 în L(y) şi a în T, devine algebră Banach. Norma 
este norma lui Zi(u), deci ||f || =f ih. Algebra Li{u) se numește a. g. a 
lui G (sau algebra grupului G). Dacă H este în Li(ţ i ifica f 
y A Ş u) putem identifica f cu 
măsura Radon m = fu. din O(G) (v. măsură Radon definită prin pet El 
Așadar, avem injecția liniară V: Liţu) > VCG), V = m = fp, care este 
şi izometrică (||7]], = l|} m]l]). Identificind L1(u) cu V(ZA4 i 
| | i g)) putem scri 
Li(u)e VCG) și atunci se arată că Li(u) este un ideal bilateral în HUG). 
Următoarele afirmații sînt echivalente: 1) Algebra L(y) are element unitate: 
2) Grupul topologic G este discret, Așadar, în general, LI(u) nu are element 
unitate. Se arată însă că pentru orice vecinătate V a elementului unitate 
există o funcție up: G — [0, co) care este continuă, simetrică (i.e. up(a-1) = 


= up(2) pentru orice x în G), are suportul inclus în V și | up(x) du(x) = t 


Familia turiy ey se numește unitate aproximativă pentru convolutie. Denu- 


mirea se justifică în cele ce urmează. În primul rînd, am notat prin 9? 
familia vecinätăților lui e și Y devine mulțime dirijată cu ordinea dată 
de VsW: V>W. Inal doilea rînd, vom lua un număr l< <œ și un 
spațiu Banach X și vom constata că pentru orice fe £Lħlu), şirul generalizat 
[7 * uv} y ṣo »converge la f în lu). Mai precis, pentru orice e>0 


există o vecinătate V a lui e astfel încit || f + uy — f lp <e. (I.C) 


algebră normată, algebră X înzestrată cu o normă ||: is; 

condiția || xy Isil xl] -ly |] oricare ar fi elementele A R R 
este o a.n. și dacă X este complet ca spațiu liniar normat, atunci X se numeşte 
algebră Banach. Studiul a.n. începe în anul 1929, prin considerarea de către 
J. von Neumann a a.n, de operatori liniari și continui intr-un spațiu Hilbert 
și este continuat de F. J. Murray și J. von Neumann între anii 1936 și 1943. 
A.n. abstracte au fost studiate în 1936 de M. Nagumo. Între anii 1939— 1941, 
I M. Gelfand dezvoltă o teorie a a.n. comutative în care un rol important 
îl are noțiunea de ideal maximal. A.n. au fost generalizate în anul 1952 de 
R. Arens prin introducerea „algebrelor topologice“. Se numește algebră topolo- 
gică o algebră X înzestrată cu o topologie liniară pentru care aplicaţiile x> xy 

Şi y — xoy ale lui X în X sînt continue oricare ar fi elementele xy, yo € X. Dacă 
X este o a.n., atunci aplicația (x, y) — xy a lui XXX în X este continuă; 
n particular X este o algebră topologică. Două a.n. X şi Y (ambele reale sau 
fambele complexe) se numesc izomorfe dacă, există o bijecţie h: X > Y cu urmă= 
toarele proprietăți: A(x, + x2)= h{(x1) + k(x); h(ax)= ah(x) (a scalar); h(xjx)= 


= h(x) h(x); li k(x) i| = || x ||. Se numește a.n. unitară (resp. algebră Banach 
unitară) orice a.n, {resp. algebră Banach) în care există un element unitate 
u cu |u || = 1. Se numește caracter al unei algebre Banach complexe, comu- 


tative, unitare X, orice funcțională liniară nenulă f pe X care este „mrltiplica- 


OS n a rare 
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tivă“, ie. f(xy) = f(x) f(y) oricare ar fi elementele x, yeX, Dacă T este un 
spațiu compact, atunci spațiul Banach Cp(T) al funcțiilor reale sau complexe 
continue definite pe T (cu norma obișnuită) (v. spaţiu liniar normat) înzestrat 
cu operaţia obișnuită de înmulțire a funcţiilor este o algebră Banach comuta- 
tivă, unitară. Fie X o algebră Banach complexă, comutativă, unitară. Dacă 
X* este dualul spaţiului Banach X, atunci mulțimea F(X) a caracterelor al- 
gebrei X este o submulțime a lui X*. În raport cu urma topologiei slabe 
o(X*, X), spaţiul topologic F(X) este compact. Fie Q(X) mulțimea tuturor func- 
ţiilor complexe qz definite pe F(X) prin ez(f) = f(x), unde xe X. Mulțimea 
Q(X) este o algebră în raport cu operaţiile obișnuite cu funcţiile. Dacă || 22 || = 
= || xil? și Pee (X) oricare ar fi xe X, unde pa este conjugata, lui ea, atunci 
a.n. X este izomoriă cu a.n. a funcțiilor complexe continue:definite pe spațiul 
compact F(X). (R. C.) 
aigebră normată unitară v. algebră normată 
algebră tensorială v. algebra Grassmann 
algebră topologică v. algebră normată 
alternativa lui Fredholm Fie X un spațiu Hilbert complex, U € £{(X) 
un operator compact, U* adjunctul său şi 440,2 C. Atunci (U — M) (X) = 
== {Ker (U* — M )}+, unde 7 este operatorul identitateiar A + este complemen- 
tul ortogonal al mulțimii A. Afirmația, este adevărată şi dacă X este numai 
prehilbertian, fiind atunci necesar ca adjunctul U* să existe și să fie compact. 
Se poate da o afirmaţie de acest gen și pentru spaţii Banach. Informaţia cu- 
prinsă în egalitatea, precedentă se poate descrie astfel: i) Dacă A nu este în 
spectrul lui U, atunci ecuația (U — M) (x) = y are soluție unică pentru orice 
yeX; ii) Dacă A aparține spectrului lui U, atunci ecuația (U — A) (x)= y 
are soluție dacă și numai dacă y este ortogonal pe orice soluţie a ecuaţiei (U* — 
—M) (3) = 0. În plus, pentru orice #0, A în spectrul lui U, subspaţiile 
proprii Ker(U — M) și Ker (U* — AJ) au aceeași dimensiune (finită). Într-o 
prezentare mai sumară a.F. spune că ecuația {U — A) (x) = y sau are soluție 
unică pentru orice ye X, sau ecuaţia omogenă (U — M) (x) = 0 are cel puțin 
o soluție nenulă, Teorema admite o frumoasă, extensie pentru funcţii analitice, 
Fie D un domeniu în C, X un spaţiu Hilbert complex, f: D — L(X) o funcţie 
analitică astfel încît f(z) să fie un operator compact pentru orice z € D. Atunci 
sau (f(z) — IV nu există (în 2(%)) pentru orice ze D, sau (f(z) — Ij! există 
pentru orice ze DNA, unde A este o submulțime discretă a lui D (fără puncte 
de acumulare în D). Dacă ze A atunci ecuaţia, f(z) (x) = x are soluţii nenule 
în X. Ex.: Fie X = C[a, d], spaţiul funcţiilor complexe continue dennite pe [a, b), 
organizat ca spațiu prehilbertian cu produsul scalar (x, y) = x(t) y(t) di. 
a 
Fie K(s, t): [a,b] x[a, b] -C o funcție continuă și operatorul integral U, 
cu nucleul K, definit prin 


U(x) = z, zs) = ( K(s, t) x(t) dt. 


Operatorul U este atunci compact și U* este operatorul integral definit 
de nucleul (7, s). O ecuaţie de forma 


j K(s, t) x(t) dt = zls) + yis), 


ANALIZĂ FUNCȚIONALĂ 16 


numită ecuație integrală de tip Fredholm de speța a doua, se poate studia cu 
a.F. care se enunță atunci astfel: sau ecuaţia neomogenă 


Ax(s) + vs) = i K(s, t) x (t) at 


B 


are soluție unică pentru orice y e C[a, b], sau ecuația omogenă 
b 
Azs) = K(s, t) x(t) dt 
a 


are soluții nenule și atunci ecuația neomogenă are soluție dacă și numai dacă 
b 

| (5) z(s) ds = 0 pentru orice z soluție a ecuaţiei omogene. Afirmația are loc 
a 


dacă X = L?[a, b], Hel?[a,b] x [a, b]. Operatorul U se numește operator 
Hilbert-Schmidi iar K nucleu Hilbert-Schmidt {vw. şi ecuații operatoriale li- 
niare în spații Banach). (Gh. Gr.) 

analiză funcțională v., spaţiu liniar topologie 

analiză: microlocală, termen generic prin care se înțelege ridicarea analizei 
de pe spaţiul de bază 1a fibratul cotangent în vederea studiului singularităților 
distribuțiilor sau al hiperfuncțiilor. Toate considerentele în care apar fronturi 
de undă sau spectre :.ngulare ţin de a.m. (G.G.) 

analiză vectorială Vom lucra în R? sau R?, Un element u din R? sau R? 
se numește vector şi o funcție cu valori în R? sau R? se numește functie vectorială. 
Un element din R se numeşte scalar și o funcție cu valori în R se numește 
functie scalară. Un vector u din R? se notează prin 4 = (uz, uy) şi un vector 
v din R? prin v = (uz, vy, vz), punindu-se în evidență componentele scalare. 

> 

Dacă n = 2, ectorul 4 = (ug, ty) se scrie sub forma u = tgi + uyj, unde 

= (1,0) şi pi = (0, 1) sînt versorii canonici din R. Dacă n= 3 vectorul 
u = (tz, Vy, vz) „se scrie sub forma v = vzi T+ vi + vzk, unde F = (1, 0,0), 
7 

= (0, 1,0) şi k= = (0, 0, 1) sînt versorii canonici din RE. F ‘rodus scalar, al 
die ii m = mai + myj și n = nai + nuj din R? (resp, m = mai -k my + 
+ mzk și n = na + ayj 7+ nk din R3) este 


Mo = Maha + Myny (resp. M'n = Mata + Myny + Mana). 
Produsul vectorial al vectorilor m și n de mai sus din R? este 
= - > 
MXN = (Mynz — Mny) t + (Mzng — Mana) + (Many — Myns) k. 


Formula, se reține ușor dezvoltind după elementele primei linii determinantul 
simbolic 
3 Ea = 
“i 3 k 
mxn = det mı my mz 
ng ny nz 


Vom considera o mulțime oarecare D şi o funcţie vectorială F definită pe D. 
Dacă F: D — R?, atunci vom scrie F, = lia Fu, unde Fa şi Fy sînt| func- 
ţii scaiare definite pe D, anume F(4)= (ai +E Fi pentru orice & în D. Si- 


milar, dacă F: D — R? scriem F = o +E + Fik. Funcțiile scalare Fz, 
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Fy (și Fz) se numesc componentele scalare ale funcției vectoriale F. În cazul cînd 
D c R?” {n> 1 număr natural), vom spune că funcția, vectorială F este deriva- 
bilă, integrabilă, de clasă C”, dacă componentele sale scalare sînt respectiy de- 
sivabile, integrabile, de clasă C”, Dacă I este un interval al dreptei reale şi 
F:I = R? (resp. F: Z — R?) este o funcție derivabilă în punctul żę din J, putem 
defini derivata lui F în tẹ prin 


= 


F'(to) = T + Fylte) (resp. F(ta) = Filte) E+ Falto) + Filio) R). 
Similar, dacă F este integrabilă pe [a, b] e 7, definim 


ò b = b - 
| FU) dt = (| Fz(t) a): E i Fylt) a)y etc. 


Dacă F şi G sînt funcții vectoriale definite pe T şi f este funcție scalară definită 
pe Z, toate derivabile în tg din I, avem formulele: 


a) (JEY (fo) = f'o) Fito) + Sio) E’ (o) 
b) (F -GY (o) = F (to) -G(to) + Flo) ce; 
c) (Px6G) (ta) = F' (to) XG (a) + Flo) XG (to). 


În aceste formule, de exemplu, /F este o funcție vectorială, definită pe I și 
care ia în orice punct ¿ valoarea următoare: (fF) (t): = f(t) F(2) etc. Fie acum 
De R? sau D c R? o mulțime nevidă. O funcție scalară U: D > R se va 
numi cîmp scalar. O funcție vectorială F: D — R? (dacă D cR?) sau F: D —> R? 
(dacă De R?) se numește cîmp vectorial. Vom presupune în cele ce urmează, 
că D este o mulțime deschisă și că lucrăm cu cîmpuri de clasă Cl. Un cîmp 
scalar U, ca mai sus, pune în evidență cîmpul vectorial grad (U): D — R? 


: ; x ae A U > _ ôU > 
(dacă DeR?), numit gradientul iui U definit prin grad (U) = — 1 + — j 
. . ôx ay 
] = pU > 3 
(resp. grad (U): D =- R3 definit prin. grad (U) = 20 i+ asi pate 2u i 
ax 2y öz 


dacă DcR?)}. Un cimp vectorial F: D — R? (resp. F: D.— R?) pune în 

evidență cimpul scalar div (F): D — R, numit divergenta lui F. Anume, 

div (r) = 2F2 q 2EY. (aacă DeR:) sau div (F) = 2E qp E 2Fe (dacă 
ĝx ay 53 y az 

De R3). În fine, un cimp vectorial F: D — R? pune în evidenţă un alt cimp 

vectorial rot (F): D — R5, numit rotorul lui F, Anume, 


a f a 2 =ý e 
rot (F) = E == A ?+ (7 5 2) 74 (2 _ 2) A 
2y az az ax x ĉy 


Formula se reține uşor dacă dezvoltăm după prima linie determinantul sim- 
bolic 


DE GREA 
seed | 22 a a: 

öx 2y 02 

foo Fy Fe 
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Unii autori notează curl (F) in loc de rot (F). Subliniem că gradientul, di- 
vergenţa şi rotorul unui cimp au semnificaţii intrinseci, nelegate de sistemul de 
axe ales, ceea ce face ca aceste cîmpuri să fie larg utilizate în fizică. Un cimp 
vectorial F se numește cîmp potential dacă există un cîmp scalar U astfel încît 
F = grad (U). Dacă mulțimea D este simplu conexă, condiția necesară și 


ôFy a Fe. identic pe D (în 


2 y 
cazul cînd DcR?), respectiv rot (F)=0 (în cazul cînd DeR?). Un cîmp 
vectorial F se numeşte cîmp solenoidal dacă există un alt cîmp vectorial G 
astfel încît F = rot (G). Dacă mulțimea D este simplu conexă, condiția ne- 
cesară și suficientă ca F să fie cîmp solenoidal este ca div (F)=0. Se arată 
că dacă DeR? este simplu conexă, orice cîmp vectorial F: D — R? se 
poate scrie sub forma F = F + F”, unde F’ este un cîmp potențial şi F” un 
cimp solenoidal. Să considerăm acum un drum rectificabil simplu şi închis 
d: (a, b] = D, precum şi un cîmp vectorial F: D -» R2. Integrala, curbilinie 


suficientă ca F să fie cîmp potenţial este 


de al doilea tip Fzda + Fydy + Fzdz se numește circulația vectorului 
d 
(câmpului) F de-a lungul drumului d. Dacă S este o suprafață inclusă în D, 


integrala de suprafață de al doilea tip 
| Fa Ay dz + Fydzdx + Fa dx dy 
S 


se numeşte fluxul vectorului (cîmpului) F prin suprafata S. (7. C.) 

aplicație v. funcție 

aplicație conexă, aplicație f: X — Y, unde X şi Y sînt spații topologice, 
astfel încît dacă 4cX este conexă, atunci f(A)}c Y este de asemenea co- 
“nexă. În cazul X = Y = R a.c. sînt echivalente cu funcțiile care au proprie- 


tatea iui Darboux. (S. M.) 
` aplicaţie de clasă C" v. model de varietate diferențiabilă 
aplicație diferențiabilă v, varietate diferențiabilă 
aplicație (liniară) tangentă v. spațiu tangent 
aplicație u-proprie v. dezintegrarea măsurilor, imagini de măsuri Radon 
aplicație olomorfă v. funcție olomorfă (de mai multe variabile complexe} 
aplicație proprie v. dezintegrarea măsurilor, imagini de măsuri Radon 
aproape peste tot (a.pt.) v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un 
clan, prelungirea măsurilor Radon 
aproximaţii succesive, procedeu pentru demonstrarea existenței soluției 
problemei lui Cauchy, constînd din construcţia unui șir de funcţii care converge 
uniform către soluţie; procedeul se aplică în general la ecuaţii funcționale de 
forma x = f(x), a.s. construindu-se după regula ¥r+1 = fix); pentru ecuații 
diferenţiale a.s. se construiesc după regula 


meat?) = + ( fis, 205) ds, zel) = 2. (A-H) 
o 
argumentul unui număr complex v. logaritmul complex 
aria unei suprafețe v. integrala de suprafață 
aritmetica numerelor reale constructive Fie x = {2n}, eN si y = {Yah eN 
numere reale constructive, Ka și Ky marginile canonice ale acestor două nu- 
mere și k = max (Kz, Ky). Fie a rațional. Să punem z+y = {xan + Yenne yN’ 
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oA a (an Vata m ep: MAX {x, y) = max {(žn, Yn} — * = {— ama eN’ a* = 
= (&, a, use). Se poate arăta că şirurile x + Y. xy, max {x, y), —x și a” 
definesc numere reale constructive. (S. M.) i 

aritmetica numerelor reale constructive pozitive Fie Rf mulțimea numerelor 
reale constructive strict pozitive și R*+ mulțimea numerelor reale constructive 
pozitive. Fie R* oricare din mulțimile Rf și Rt. Dacă z,yeR*, atunci x + 
-+y ER*, xy e R*, Din xe Rt și y e Rọ rezultă x + ye Rf. Din xe R+ rezultă. 
| x leRt. Dacă xe R*, yeR*, atunci max {x, y}e R* şi min {x, y} e R*. 
Obs. Un element din Rý constă într-un număr real (nn eN și un întreg 
pozitiv m pentru care xn > ljn. (S. M.) 

asociația unei familii de elemente v. descompunere ortogonală 2 

atlas v. varietate diferenţiabilă, varietate analitică complexă 

atlas structural v. varietate diferențiabilă, varietate analitică complexă 

atom al unei măsuri Fie T o mulțime nevidă, € un clan de părți ale lui T 
şi m: € — X o măsură aditivă. Aici X poate fi R sau un spațiu Banach. O 
mulțime Aee se numește alom al lui m dacă: a) m{(4)#0 (în cazul X = R 
trebuie să avem și m{4) finit); b) Pentru orice Be, Be A, avem m(B) = 0 
sau m(B) = m(A4). Vom spune că m este măsură non-alomică dacă în € nu 
există nici un atom al lui m. De exemplu, măsura Lebesgue considerată pe 
un interval oarecare din R?” este o măsură non-atomică, Vom spune că o măsură 
m este pur atomică dacă există o familie cel mult numărabilă de atomi mutual 
disjuncţi (43); cz ai lui T astfel încît T = S Ai. De exemplu, măsura cardi- 

tE 

nal card (măsura discretă) este o măsură pur atomică. Anume, N = J {n} 


, ut € 
și card ((n)) = 1, deci fiecare (n) este atom al măsurii card. Dacă, T cae un 
trib de părți ale mulțimii nevide T şi X este un spațiu Banach, se arată că urmă- 
toarele afirmaţii sînt echivalente pentru o măsură numărabil aditivă m: 7 — X: 


a) Măsura m este non-atomică; b) Măsura m este slab non-alomică, i.e. pentru 
orice x’ din dualul X’ avem +'em non-atomică. În particular dacă m: 7 R? 
este o măsură numărabil aditivă, fie m = (mp, Ma, .., Mn), unde mi: F >R 
sînt componentele lui m definite prin m; = p;o m (aici pi: R” > R este proiecția 
canonică de ordin i). Rezultă că m este non-atomică dacă și numai dacă toate 
componentele m, Mg, ..-, My sînt non-atomice. Fie C un clan de părţi ate mul- 
țimii nevide T și fie m: C > R} o măsură aditivă. Se spune că o mulțime 
A e E are proprietatea lui Darboux (faţă de m) sau că m este mulțime cu pro- 
prietatea lui Darboux (față de m) dacă pentru orice 0susm(4) există Be 
BcA, astiel încît m(B) = u. Se spune că m are proprietatea lui Darbou 
sau că m este măsură cu proprietatea lui Darboux dacă orice A € € are proprie- 
tatea lui Darboux. Fie 3 un semitrib de părți ale mulțimii nevide T şi 
m: Zi >R, o măsură numărabil aditivă finită. Dacă E e § este o mulțime cu 
proprietatea că nu există Be >, BCE, B atom al lui m, rezultă că E are pro- 
prietatea lui Darboux. Condiţia aceasta este numai suficientă, după cum se 
vede considerind exemplul măsurii pur atomice m: P(N) —> R4, definită prin 


1 
m(A4) = È e” față de care N are proprietatea lui Darboux. Revenind la 
ne 
cazul general, observăm că pentru orice mulțime Ee 5 cu m(E)> 0, mul- 
țimea atomilor mutual disjuncţi care sînt incluși în E este cel mult numărabilă. 
Să notăm această mulțime cu sf şi să presupunem că si este nevidă. Dacă A 
este finită, ea va conţine S, atomi de măsură m egală cu aym{E), S, atomi de 
măsură egală cu aam(£),..., Sp atomi de măsură egală cu asm(E) cu 
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n 

a> da ~ > ag I £ Sia; 1. Dacă ot este infinită, ea va conține S} atomi 
t=1 

„de măsură am(E), S, atomi de măsură am(E),..., Sn atomi de măsură 


00 
dam(E), a cu a, >a > n Dap >. şi Ş Sias |. 

i=l 
Teorema lui S. Marcus Dacă sd este nevidă, mulțimea E are proprietatea lui 
Darboux față de m dacă şi numai dacă: 1) În cazul cînd gf este finită, avem 


p 
aps 1 — X S;a; pentru p = 1,2,...,n-— 1; 2) În cazul cînd gt este infinită, 
i=l 
p 3 
avem aps 1 — Ş, Sia; pentru toate numerele naturale p. (Z. C.) 
1=1l 
axioma a doua de numărabilitate v, bază pentru topologia v 
axioma alegerii O tratare neaxiomatizată a teoriei mulțimilor duce la 
paradoxuri. Totuşi, teoria naivă a mulțimilor este de cele mai multe ori sufi- 
ctentă pentru scopurile celorlalte ramuri ale matematicii. Ne vom plasa, deci în 
cadrul teoriei naive a mulțimilor. A.a. afirmă că dacă A este o mulțime ne- 
vidă şi (Aaaa 0 familie de mulțimi nevide, există pentru fiecare a din A 
cîte un element xa din Xa. A.a. este echivalentă cu propoziţiile următoare: 
1) Dacă o mulțime ordonată X are proprietatea că orice parte a sa total or- 
donată are majorant, atunci există un element maximal în X (lema Iui 
Zorn ). 2) Orice mulțime nevidă poate fi bine ordonată (principiul bunei 
ordonări). 3) Orice parte tota! ordonată a unei mulțimi ordonate este 
inclusă într-o mulțime total ordonată maximală (lema lui Kuratowski). 
4) Dacă A este o mulțime nevidă și (Xa), e, este o familie de mulțimi nevide, 


două cîte două disjuncte, există o mulțime B cu proprietatea că mulțimile 
BhXa au cîte un singur element pentru orice a din A (postulatul lui 
Zermelo). (L. C.) 
i axioma infinitului v. corpul numerelor reale 
axioma lui Tihonov v. axiome de separare 
axioma T; de separâre v. axiome de separare 
axiome de separare, proprietăți de separare cu mulțimi deschise sau cu 
funcții continue în unele clase de submulțimi ale unui spațiu topologic. Fie 
X un spaţiu topologie: 
Axioma To. Pentru orice două puncte distincte cel puțin unul dintre ele ad- 
mite o vecinătate care nu conține celălalt punct. 
Axioma T, Oricare ar fi două puncte distincte, fiecare admite o vecinătate 
care nu conține celălalt punct. (Această axiomă este echivalentă cu afirmația 
că orice punct este o mulțime închisă. Dacă este verificată axioma T, se spune 
că X este un spațiu T.) 
Axioma T, Pentru orice două puncte distincte există vecinătăţi disjuncte. 
(Un spaţiu topologic în care este satisfăcută axioma T, se numeşte spațiu 
iopologic separat sau spațiu Hausdorff (v. şi spațiu topologic separat).) 
Pentru a.s. care urmează denumirile nu sint încă standard. Trebuie totuși 
remarcat că diversele accepțiuni ale noțiunilor de spațiu normal, regulat sau 
complet regulat diferă între ele doar prin prezența sau absența, axiomei T}. 
' Axioma T, Pentru orice punct x şi orice mulțime închisă F astfel încît x éF 
există mulțimile deschise și disjuncte G, H astfel incit xeG și FeH. (Un 
spațiu topologic separat în care este verificată axioma T, se numeşte spațiu 
regulat (v. şi spaţiu topologic regulat).) 


| 
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Axioma lui Tihonov (T31j2). Pentru orice punct x și orice mulțime închisă F 
astfel încit + F există o funcţie continuă f: X — [0, 1] astfel încît f(x) = 0 
şi f(F) = 1. (Un spaţiu topologic separat în care este satisfăcută axioma lui 
Tihonoy se numește spațiu (topologie) complet regulat (v. şi structură uniformă 

Spațiu topologic complet regulat).) i : 
Axioma Ta. Pentru orice mulțimi închise și disjuncte A, B există mulțimile 
deschise și disjuncte G, H astfel încît A eG și B&H. (Un spaţiu topologie, 
separat în care este verificată axioma Ta se numește spațiu normal (v. şi 
spațiu normal).) i i 

Din axioma T, rezultă T}, iar din T, rezultă, To. Din axioma Ta rezultă axioma 
lui Tihonov, iar din aceasta axioma T} Orice spațiu normal este complet res 
gulat și orice spațiu complet regulat este regulat. (Gh. Gr.) 

axiomele lui Peano v. mulțimea numerelor naturale 


banda generată de o mulțime v. spațiu liniar ordonat 

bandă (într-un spaţiu liniar reticulat) v. spațiu liniar ordonat 

bază a unui fibrat vectorial v. fibrat vectorial 

bază algebrică v. spațiu liniar 

bază de elemente pozitive (într-un spaţiu liniar dirijat X), submulțime 
convexă B de elemente pozitive astfel ca orice element x > 0 din X să se re- 
prezinte în mod unic sub forma x =abcubeBşi0<aeR. Existenţa unei 
b.e.p. este echivalentă cu existența unei funcționale liniare f pe X care să 
fie „strict pozitivă“, i.e. din 0 < xe X să rezulte f(x) > 0. Dacă f este o func- 
ţionată, liniară strict pozitivă pe X, atunci mulțimea 


B ={xeX|x> 0; fl) =) 


este o b.e.p. în spațiul X. (R. C.} 

bază de filtru v. filtru 

bază de filtru convergent v. filtru convergent 

bază de mulțimi deschise v. bază pentru topologia 7 

bază de mulțimi mărginite v. mulțime mărginită (topologic) 

bază de vecinătăți Fie X un spațiu topologic, xe X și Yy mulțimea ve- 
cinătăților punctului x. O familie Be Vz se numește b.v, (sau sistem fundamen- 
tal de vecinătăți) ale lui x dacă pentru orice V e Yg există Be% astfel încît 
BeYV. Familia mulțimilor deschise care conțin punctul + este o b.v. pentru x. 
Dacă X este un spațiu metric și x € X, familia sferelor deschise cu centrul în x 
este o b.v. pentru punctul y, Fie 7, Și Ta două topologii pe mulțimea X, fie 
ze X şi WL, 92 b.v. ale lui x în cele două topologii. Se spune că BL și %7 sint 
echivalente dacă pentru orice V e BL există W e B2 astfel ca WeV și pentru 
orice U e %2 există Se Bl astfel ca c». Dacă pentru fiecare xe X există 
în topologiile 7, şi Tẹ b.v. echivalente, «iunci cele două topologii coincid 
(v. compararea topologiilor). Fie Y o mulțime și P(Y) familia părților lui 
Y. Fie T: Y — P(9(47)) astfel încît pentru orice xe Y, T(x) are proprie- 
tățile: i) xé V pentru orice Ve T(x); ii) Pentru orice U, Ve T(x) există 
We T(x) astfel încât WecUNVi;iii) Pentru orice Ve T(x) există U e T{x) 
astfel încît pentru orice ye U există We T(y) astfel ca Wev. Atunci 
există, și este unică, o topologie t pe Y astfel încit pentru orice xe Y, T(x) 
este o b.v. ale lui y în această topologie. Se spune că această topologie a fost 
generată cu ajutorul vecinătăților." (Gh. Gr.) 

bază ortonormală v. spațiu Hilbert 

bază pentru o topologie v. bază pentru topologia + 

bază pentru topologia 7, familie % de mulțimi deschise în spațiul topologic 
(X, =) astfel încît orice mulțime deschisă este reuniunea unei familii de elemente 
din 4%. Se spune uneori că % este o bază de mulțimi deschise pentru topologia 
v. Familia CB, inclusă în x, este b.t, m dacă și numai dacă pentru orice ze xX 
şi pentru orice vecinătate V a lui x există Be % astfel incit ze Be 
c7. Fie X o mulţime și % o familie de părţi ale lui X. Familia, % se numeşte 
bază pentru o topologie pe X dacă există o topologie t pe X astfel încît W 
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să fie o bază pentru 7. Familia % este o bază pentru o topologie dacă 
şi numai dacă următoarele condiții sînt îndeplinite: i k 
ii) Pentru orice U, Ve, iara Un y pe sati K Li Agra 
dle din %. O familie $ de mulţimi q 
milia intersecțiilor finite de mulțimi din c3 este o bit.r se n z 
Pentru topologia 7. Se spune că un spațiu topologic este cu bet amara iA 
dacă există o bază numărabilă pentru topologia spațiului. Se mai spune, de 
asemenea, că într-un asemenea spațiu este îndeplinită axioma a iai de 
numărabilitate. Orice spațiu topologic cu bază numărabilă este separabil 
Din orice acoperire deschisă a unui spațiu topologic cu bază numărâbilă se 
poate extrage o subacoperire numărabilă (teorema lui Lindelöf). Orice spaţin 
metric separabil este cu bază numărabilă. Familia intervalelor deschise t 
o bază pentru topologia lui R. (Ga. Gr.) dii 

bază Schauder v. spațiu liniar normat 

bază” vectorială v. spațiu liniar 

bijecţie v. fancţie 

bilă v. distanță, spaţiu liniar normat 

bilă unitară deschisă v., spațiu liniar normat 

bilă unitară închisă v. spațiu liniar normat 

bord v. domeniu 


„Teuniunea unei familii de 
-deschise avînd proprietatea că fa- 


C*-algebră v. algebră Banach involutivă 
capacitate Fie (E, 7) un spațiu topologic separat. O c. pe E este o aplica- 
ţie c: P(E) > R (unde P(E) este mulţimea părților lui E) avînd proprietăţile: 
1) Aplicația c este crescătoare (Xe Y = c(ă)sc(Y)); 2) Dacă (Kan este 
un șir crescător de părţi ale lui E avem lim ce(Kp) = (U Ka); 3) Dacă 
n 


{Kn}n este un şir monoton descrescător de mulțimi compacte avem lim c(a) = 
n 


= «(A Ka). De exemplu, dacă ® sînt borelienele lui E și p: Y — R, este 
n ` 


o măsură numărabil aditivă și finită putem defini c. c: P(E) = R prin 
cțA) = inttu(B) | B>4, Be). Dacă F este un alt spațiu Hausdorff și 
T: E — F este continuă, atunci orice c. c pe F generează c. d pe E prin 
d(A) = c(T(4)). O mulțime AcE se numeşte c-capacitabilă dacă c(4) = 
= sup{c(K) | Kc A, K este compact}. O mulțime BcE care este c-capacita- 
bilă pentru orice c. c se va numi mulțime capacitabilä. Pentru a da exemple 
de mulțimi capacitabile, introducem două noțiuni. O mulțime B cE se numeşte 
K-boveliană dacă aparține clasei monotone generate de compactele lui E. 
O mulțime BeE se numește analitică dacă există o funcţie continuă f: I -E 
cu f(]) = B, unde 7 este mulțimea numerelor iraționale din intervalul [0, 1]. 
Se arată că o intersecție sau o reuniune numărabilă de mulțimi analitice 
este analitică şi că orice submulțime boreliană a lui Z (cu topologia indusă 
de [0, 1]) este analitică. Într-un spațiu metric secvențial compact mulțimile 
boreliene sînt analitice (v. şi mulțimi susliniene; mulțimi proiective; mulțimi 
analitice). Pentru orice c. c pe E avem următoarele rezultate: 1) Orice mul- 
țime K-boreliană este c-capacitabilă; 2) Orice mulțime analitică B&E cu 
proprietatea că există un şir {Ka}n de mulțimi compacte ale lui E astfel incit 


Be U Ka este c-capacitabilă. În particular, într-un spațiu metric o-compact 
“n 

mulțimile boreliene sînt c-capacitabile. Fie acum o mulțime nevidă E şi o 

clasă de părți Xe (E) cu proprietatea că 4, Be X=AUBeYX şi pentru 

orice şir {An}n de mulțimi din X avem (Î Ane X. O funcţie m: P(E) > R 


ui 
se numeşte “X-capacitate dacă are proprietăţile: 1) Este crescătoare; 2) Pentru 
orice şir crescător {Kn}n de părți ale lui E avem lim e(Kp) =c U Ka); 
n n 
3) Pentru orice şir descrescător (Ka) de mulțimi din X avem lim c(Kn) = 
"n 
= d (A Ka). O mulțime ACE se numește c-(X-capacitabilă dacă c(A4) = 


n 
= supîc(X) | Re X, Kc A). Se arată că mulțimile “X-susliniene sint c-“X-capa- 
citabiie pentru orice e. e. (7.C.) 
capacitate (în R”), noțiune (extinsă apoi la cazuri mult mai generale, 
v. capacitate) ce își are originea în teoria potențialului. Fie B = B(xp, R) o bilă 
in R?, iar G(x, y) nucleul Green al bilci B; dacă y este o măsură pe B, se 


ae aaa 


E 


’ 


) 
f 
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numeşte potențial Green al măsurii u, funcția superarmonică (Gu) (x) = 
= | G{x, y) du(Y). Fie K o mulțime compactă conținută în B; se notează 
JB 


cu F = Fg mulțimea funcțiilor pozitive, superarmonice minorate de 1 pe 
K; tie Wg = inf V şi Va regularizata lui Wg care este deci o funcție super- 
ve F 
armonică; Vg apare ca cel mai mare potențial Green al unei măsuri pozitive, 
cu suportul conținut în K, majorat de 1 pe B. Masa totală a măsurii u corespun- 
zind acestui potențial se numește c. c(K} a mulțimii A. Pentru o mulțime 
deschisă u,wc R, se defineşte c. sa c(w) = sup c(K), superiorul luin- 
du-se după toate mulțimile compacte K conținute în B. În sfirșit, pentru 
orice mulțime E inclusă in B, c. sa exterioară C*(E) se defineşte ca inf C{w), 


w>E 
cu œ deschisă, wc B. Bineinţeles c., respectiv c. exterioară, are proprietă- 


ţile unei c. generale (v. capacitate). Mulţimile de ce. nulă joacă un rol impor- 
tant în analiză. De pildă, are- loc rezultatul următor (teorema lui H. Cartan). 
Pentru ca Ec B să fie polară este necesar și suficient ca c*(E) = 0 (rea- 
mintim că o mulțime E se numeşte polară dacă există o funcție subarmonică 
neconstantă, astfel ca Ec (x| p(x) = —o00). Orice mulțime polară este de 
măsură Lebesgue nulă, dar reciproca este falsă; cu alte cuvinte, faptul pentru 
o mulțime de a avea c. nulă este mai fin decit acela de a fi de măsură Lebes- 
gue nulă. Există de asemenea legături interesante între măsurile Hausdorff 
şi e. (G.G.) 

capacitate (în C”), noțiune intim legată de structura complexă, Fie în 
C operatorii d = 3 + şi d? = i(3 — 3); atunci dd? = 2133. Fie acum u o 
funcţie de clasă C? în C”. Se definește operatorul (adeu)k = ddu A ... A ddîm, 

PODEA 
B-ori 

deci (ddcu)“ va fi o formă de tip (A, k). Pentru o funcție pinrisubarmonică 4 
într-un domeniu QeC*, se poate defini 


| (ddu) Ag = | u(ddcu)t-l dăce 


( formă de „tip (n — k,n — k) cusuport în Q) și prin recurenţă se poate 
defini (dd“u)f ca un curent de bigrad (k, R); acest curent rezultă pozitiv. Fie 
Q un domeniu strict pseudoconvex în C? (consideraţii asemănătoare se pot 
face înlocuind pe C” cu o varietate Stein oarecare), Ec Q; notăm cu UE, Q= 


= fu plurisubarmonică în Q, «u |E<s—1, u| Q<0} și cu olw, E, Q) = 
= sup fulw), ue U(E, O). Funcţia w*(z, E, Q) = limo(w, E, Q} se numeşte 
woz- 


'9. -măsura mulțimii E relativ la Q. Dacă K este o mulțime compactă inclusă 
în Q se defineşte c. c(K, Q) în raport cu Q prin formula 


c(K&, Q) = | (dd“o* (2, K, Q)”. 
K 


În cazul unei mulțimi deschise VeG, c(U, Q) = sip c(K, 0), K mulţime 


compactă inclusă, în U, dar verificind condiția saimei (de pluriregula- 
ritate) w*(z, K, Q) | X = —1. În cazul n = 1 se regăseşte noțiunea uzuală 
de c. in R? (izomorf cu C). Există legături între c. și noțiunea de mulțime plu- 
ripolară. (G.G.) 

capacitate spectrală, o aplicație F, definită pe o familie de părți închise 
aie unui spaţiu topologic T cu valori subspaţii vectoriale închise ale unui spațiu 
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Banach (sau, mai general, Frechet) dat E, care verifică următoarele „condiții: 


00 co 
1) F(9) = (0); 2) F(T) = E; 3) Dacă Aşe și (1) AjeF, atunci F| N 4, = 
i=l j=1 
w% 
= f) F(4;): 4) Pentru orice acoperire deschisă {G} finită a lui T, cu G eF 
îi ' 
j= Li... m, spațiul E se descompune astfel: E = F(G,) + ... + F(Gm), ori- 
care ar fi m (dacă această ultimă proprietate are loc pentru unm d) Ali 
că F este o m-capacitate spectrală). Despre familia Z se presupune că este 
stabilită la intersecții finite, că mulțimea vidă și spațiul total aparțin lui F 
şi, în sfîrşit, că pentru orice Fe F există G; deschişi ce includ pe F astfel încît 


œQ 
Gje F şi (] G; = F. Noțiunea de c.s. joacă un rol central în teoria descompu- 
i 


nerilor spectrale ale sistemelor de operatori ce comută, Cel mai adesea spa- 
țiul T este un compact din C sau C”, Astfel, dacă Te (E), cu E spaţiu Banach 
este un operator C-scalar, atunci operatorului T i se asociază în mod natural 
o c.s. în acest caz rolul spațiului topologic fiind mulțimea compactă a(7) 
(= spectrul operatorului 7), iar spațiul F(4) ataşat oricărui închis 4 din 
s(7) este invariant la acțiunea lui T| F(A) și spectrul lui T este inclus în A. 
C.s. joacă în acest caz rolul măsurii spectrale pentru operatorii normali. În 


general, unui sistem decompozabil a = (a,,..., ap) de operatori care comută 
se asociază o c.s. (G.G.) 


capătul unui morfism v. categorie 

caracter v. algebră normată 

caracter pe un grup v. grupul caracterelor unui grup comutativ 

categoria diagramelor v. functor 

categoria grupurilor abeliene (Ab) v. categorie 

categoria mulțimilor (Ens) v. categorie 

categoria săgeților v. functor 

categoria spaţiilor topologice (Top) v. categorie 

categorie, o ternă € formată din: 1) O clasă Ob(€), numită clasa obiec- 
telnr lui €; 2) Pentru orice pereche de obiecte A, B ale lui €, o mulțime 
Homo(4, B), numită mulțimea morfismelor de la A la B în: 3) Pentru 
orice ternă de obiecte A, B, C din €, o aplicaţie Homo(4 „B)x Homg(B, C)-— 
— Homo(4, C}, numită compunerea morfismelor în E “şi notată (u, v) > vou 
(sau vu). Se presupun verificate următoarele axiome: 
€1) Dacă (4, B)#{4', B’), atunci mulțimile Homo(4, B} şi Hompt4', 8) 
sìnt disjuncte. 
€2) Compunerea, morfismelor este asociativă, i.e. dacă A, B,C,D sînt 
obiecte în œC, ue Homo(4, B), ve Homo(, C) şi we Homey(C, D), atunci 
wo (vo u) = (wo v)o u. l 
€3) Pentru orice obiect A în C, există un morfism ida e Homo(4, A) 
astfel încît idqou = u cînd u € Homg(X, A) și voida =v cind ve Homg(4, 
Y), unde X şi Y sînt obiecte arbitrare în E. 
Dacă ue Homo(A, B), se spune că A este domeniul (sau sursa) lui u şi se notea- 
ză s(u), iar B codomeniul lui u (sau capătul lui u) și se notează c(u); un morfism 


u e Homo(4, B) se indică uneori printr-o săgeată u: A — B (sau A 5 B); 
de aceea morfismele unei c, se mai numesc săgeli. Elementul id4 cu proprie- 


dr: pen Mate ta 
m E rae 
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tatea indicată în axioma E3 este univoc determinat de A și se numește iden- 
titatea lui A. O e. E se numeşte mică dacă Ob (C) este o mulțime, şi finită 
dacă € are un număr finit de morfisme. Ex.: 1° C. multimilor (Ens); obiectele 
acestei c. sînt mulțimile iar morfismele ei sînt aplicaţiile de mulțimi. 2° C, 
spațiilor topologice (Top) cu obiecte spațiile topologice și cu morfisme aplicațiile 
continue. 3° C. grupurilor abeliene (Ab) ale cărei obiecte sînt grupurile abe- 
liene şi ale cărei morfisme sînt morfismele de grupuri. 4 O mulțime preor- 
donată este o c. mică I cu proprietatea că, pentru orice pereche de obiecte i, 
j în I, mulțimea Homz(i, j) conține cel mult un element; se scrie îssj cînd 
Homrţi, j) Ø. 5° Dacă M este an monoid cu element identitate e, se poate 
defini o c. € cu un singur obiect e punind Ob (€) = {e}, Homo (e, e) = M 
şi luînd drept compunere a morfismelor legea de compoziţie a lui M. 6° Fie 
E oc. şi S un obiect în €. Vom defini o c. E/S după cum urmează. Obiec- 
tele lui C/S sint perechile de forma (X, p) cu X obiect în E şi p: X — S morfism 
în C. De asemenea, dacă (X, p) și (Y, q) sînt obiecte in C/S, atunci un morfism 
J: (X, p) = (Y, q) în C/S este un morfism f: X >Y în € cu proprietatea 
că p = qof. Se spune că CJS este obținută prin relativizarea la S ac. €. 
Un obiect (X, p) al c. C/S se numeşte obiect peste S în C sau S-obiect în 
E, iar p proiecția lui X în S. Evident, cînd E = Ens, se spune mulțime 
peste S, iar cînd E = Top se spune spațiu topologic peste S etc, T° Fie € o 
c. C. duală (sau opusă) c. E este c, 0% definită după cum urmează: 


Ob (2%) = Ob (€) și Homo (4, B) = Home (B, 4), 


iar dacă ue Homo(B, A) şi ve Homg(C, B), compunerea vou in C% se de- 
fineşte ca fiind compunerea mov în 0. Evident (0%)% = €. FieC oc. Un 
morfism u: A — B în € se numeşte monomorfism dacă pentru orice obiect 
X şi orice cuplu de morfisme f, g e Homo(ă, 4) astfel încît vof = wog, re- 


zultă f = g. Dual, morfismul u se numește epimorfism dacă pentru orice obiect 
Y în € și orice pereche de morfisme f, ge Homo(B, Y) astfel încît fou = 


== go u, rezultă f = g. Fiind dat morfismul u: 4 — B în C, se spune că un 
morfism v: B — A este invers la stînga (resp. invers la dreapia) al lui u dacă, 
vou = idą (resp. wo v = idg). Dacă u admite un invers la stinga, atunci u este 
un monomorfism ; dual, dacă u admite un invers la dreapta, atunci 4 este un 
epimorfism. Morfismul u: A — B în E se numește izomorfism dacă există un 
morfism v: B — A care este simultan invers la stinga și invers la dreapta 
al lui u; v este atunci unic determinat, se numește inversul lui u și se notează 
al. Fiind dată o c. @, o c. E! este o subcategorie alui € dacă: 1) Ob (0%) c 
<c Ob (€); 2) Pentru orice pereche de obiecte A, Be QC, Homp(4, B) e 
e Homo(4, B); 3) Compunerea, morfismelor în E” este indusă de compunerea 
morfismelor în E. Subcategoria E” a lui € se numeşte plină dacă Homo (4, 
B) = Homg(4, B) pentru orice cuplu de obiecte A, B din e. (M.J) 
centru, punct staționar (soluție constantă, punct de echilibru) al unui 
sistem dinamic x’ = f(x), caracterizat prin faptul că toate traiectoriile situate 
într-o vecinătate a acestui punct sînt curbe simple închise. Exemplul cel mai 
simplu îl reprezintă echilibrul stabil al unui pendul fără frecare. (4. H.) 
centrul de greutate (al unei mulțimi compacte relativ la o măsură Radon) 
-v. integrala unei funcții vectoriale (în raport cu o măsură Radon scalară) 
ciclu limită, traiectorie periodică (traiectorie care este curbă simplă în- 
:chisă) a unui sistem dinamic, cu proprietatea că există o vecinătate a ei care 
nu mai conţine alte soluții periodice, Dacă c, 1. este mulțime w-limită pentru 
straiectoriile care intersectează o vecinătate asa, el se numește stabil. Un cul. 
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stabil modelează oscilațiile care nu sînt generate de excitații periodice exterioare 
(autooscilații). (4. H.) 

circulația unui cîmp vectorial (de-a lungul unni drum) v. analiză vecto- 
rială 

cîmp potențial v. analiză vectorială 

cîmp solenoidal v. analiză vectorială 

cîmp vectorial v. analiză vectorială, fibratul tangent 

clan v. clasă de mulțimi 

clan borelian v. clasă de mulțimi 

clan de generatori (pentru un spațiu cu măsură) v. spațiul metric asociat 
unui spațiu cu măsură 

clan ereditar v. clasă de mulțimi 

clasa canonică (a unei suprafeţe riemanniene) v. divizor 

clasa unei forme diferenţiale v. formă diferențială (în R”) 


clasă de convergență Fie X o mulțime și € o familie formată din perechi 
{f, 2), unde f este un șir generalizat în X iar xe X. Dacă (f, x)e €, se va 
spune că f converge (C) către y și se va, scrie E-limf = x. O astfel de fa- 
milie € se numește c.c. pe X dacă are următoarele proprietăţi: i} Dacă (x5)3 e A 


este un şir generalizat în X și x = x pentru orice ĝe A, atunci C-lim x = 
deA 
= x; îi) Dacă C-lim za = x și (Vile este un subșir al lui (xa)aea, atunci 
cA 
E-lim y; =x; iili) Dacă șirul generalizat {xg}; į A nu converge (C) către x, există 
icl i 


atunci un subşir generalizat al său care nu conține nici un subşir generalizat con- 
vergent (C) către x; iv) Pentru orice mulțime dirijată A și orice familie (43) se A 
de mulțimi dirijate, fie B = {{(8, a) | ĝe A, a e As}. Dacă pentru f: B — X există, 
xeX astfel ca C-lim lim f(, a) = x, atunci C-limfog = x, unde g: À x 
SEA ae4ş 
x [l 45B este definită prin g(8, A) = (8, k(3)) pe Ax [] As consi- 
sca i Se A 


derindu-se ordinea produs. Fie € o c.e. pe mulțimea X. Există atunci, și 
este unică, o topologie t pe X astfel încit C-convergenţa șirurilor generali- 
zate este echivalentă cu convergența în topologia 7. Se spune că topologia 
m a fost generată de c.c. C. Unii autori numesc spațiu cu convergență o mul- 
time X pe care s-a dat o familie € avînd proprietăţile i) şi îi). Unei asemenea 
clase i se poate asocia de asemenea o topologie. Familia șirurilor generalizate 
convergente în raport cu această topologie este în general strict mai mare 
decît familia șirurilor E-convergente. (Gh. Gr.) 

clasă de mulțimi Fie T o mulţime nevidă (numită uneori și mulțimea to- 
tală sau spațiul total). O c.m. ale lui T este o parte di a mulțimii P(T}, unde 
P(T) este mulțimea tuturor părților lui T. Sin.: clasă de părți. Vom considera 
numai c.m, nevide, Principalele c.m. folosite în teoria măsurii sînt următoarele: 


semiclanul (semiinelul), o c.m. a cu proprietățile: 1) 4, Bed AN 
MBes; 2) A, Bed şi AvB =» există A = AgCA,CAzC n CAn=B 


mulțimi din sf cu AMA, i= 0, 1,2, n — l Ex; st = {[a, b) f, 


a&b} este un semiclan de părți ale lui R; 


clanul (inelul), o-c.m. st cu proprietatea A, BeA > AUBedşi ANBe 
e si. Dacă si este clan-atunci gl este semiclan, Ex.: oft = mulțimea tuturor 


reuniunilor finite. de intervale de forma (a, b) cu asb numere reale; st este: 


clan de părţi ale lui R; A 
algebra (corpul), o c:m. si ale lui T care este clan şi în plus Te si; 
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semitribul (B-inelul) este un clan sf cu proprietatea: pentru orice șir (A 


Ă nn 


de mulțimi Ane A avem f) Ape d. Ex.: Mulțimea tuturor mulțimilor 


n=l 
măsurabile de măsură, finită dintr-un spațiu cu măsură este un semitrib 
(care în general nu este trib); 
tribul (o-inelul), o cum. si cu proprietățile: 1) A, Pest ANBed; 
90 
2). Pentru orice şir(A4)p de mulțimi Ap e A avem U An€ A. Orice trib este 
nat 
semitrib. Ex.: Dacă T este o mulțime infinită, atunci 4 ={4cT ] A este 
cel mult numărabilă) este trib; 
G-algebra (clanul bovelian, corpul borelian), o c.m. si ale lui T care este 
trib și în plus Te; 
m-sistemul, o c.m. si ale lui T cu proprietăţile: 1) 4, Be at şi A>B= 
=ANBe st; 2) Pentru orice şir (Ann de mulțimi Ape A mutual disjuncte 
co 


(i.e. Am An = Ø dacă mn) avem [] Ape st; 3) Ted. Ex.: Dacă (T, 
n= 
T, u) și (T, 7,v) sînt spații cu măsură astfel încît (T) și v(7) sînt finite, 


-atunci st = {A eF |u(A) = v(4)) este m-sistem; 


laticea, o c.m. A cu proprietățile: 1) 4, Ped=>AUuBes; 2) A, 


Bed=AnBes; 3) Be. Ex.: Mulţimile compacte într-un spaţiu to- 


pologic separat formează latice. Să considerăm o proprietate 7 pe care o pot 
avea sau nu c.m. ale lui T. Vom scrie P(<() pentru a desemna faptul că et 
are proprietatea P. Să considerăm și o c.m. si. Vom presupune că există cel 
puţin o c.m. “ astfel încît V> și P(%). În aceste condiții vom numi (dacă 
există) c.m. generată de A și proprietatea I cea mai mică c.m. 9 ca mai sus și 
o vom nota prin clp(s). În mod explicit, clp(sf) se caracterizează. astfel: 
1) cle(st)> A; 2) P(clp(s)); 3) Bo şi P((B)= Boclp(d). Ex.: si este o 
c.m. oarecare şi F este proprietatea, de a fi clan, cu alte cuvinte P((9) inseamnă 
că Ø este clan. Atunci clp(sf) există și clp(s€) se numește clanul generat de d. 
De obicei se notează clp(<î) = €(st). Aşadar C(s) este cel mai mic (în sensul 
inctuziunii) dintre clanurile care includ pe of, iec 1) C(A); 2) C(A) 
este clan; 3) Bod și W este clan > VB>C(A). Similar, se definesc semi- 
clanul generat de si, algebra generată de <A, semitribul generat de si, tribul ge- 
nerat de si, a-algebra generată de si, m-sistemul generat de A. Dacă (T, +) este un 
spaţiu topologic, tribul generat de 7 (i.e. tribul generat de mulțimile deschise) 
se numește fribul mulțimilor boreliene ale lui T, pe care îl vom nota priu B(T). 
De fapt, B(7) este o c-algebră şi se mai numește și a-algebra mulțimilor bo- 
veliene. Se observă că B(T) = o-algebra generată, de clasa mulțimilor închise — 
tribul generat de mulțimile închise. Elementele lui (7) se numesc mulțimi 
boreliene (sau mulțimi Borel, sau mulțimi “măsurabile Borel), Se arată că: 


1) Clanul generat de un semician P este clasa 2(9)= { U As | familia {4i}; ep 

este finită, mulțimile 4;e P sint mutual disjunctel ; 2) aaa generat de un 
[= ai 

semitrib & este clasa 7 (65) = { U Anlsirul{4n}neste format cu multimi Ape 5; 

3) Tribul (sau g-algebra) Pati de doivent ? = (a,b) lasb numere 

reale) coincide cu o-algebra mulțimilor boreliene pe R; 4) Tribul (sau o-al- 


kád 
gebra) generat de semiclanui - a [ai, bi) lai Sbi numere reale, i = 
iml i 
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= 1,2, ..., n e coincide cu o-algebra mulțimilor boreliene pe R”. Un șir de mul- 


țimi (A nyn se numește şiv crescător de mulțimi (resp. șir descrescător de mulţimi) 

dacă An Anu pentru orice n (resp. Andr}, pentru orice n). Un șir 

de mulțimi care este crescător sau descrescător se numește șir monoton 

de mulţimi. Limita unui șir monoton de mulțimi {Ann se definește ca fiind 
[= să 


00 
lim Ap = U Aa (dacă (Ana este crescător) iar lim Ag = (7 An (dacă {4n}n 

n=l n=l 
este descrescător). O c.m. si se numește clasă monotonă dacă are proprietatea 
că pentru orice șir monoton {A n}n de mulțimi Ag € sd avem lim Ape sf. Pentru 
orice c.m. si există clasa monotonă generată de æ, notată (at). Anume, 
O (a1) are proprietăţile: 1) H(A; 2) (st) este clasă monotonă; 3) W> 
>A şi É este clasă monotonă => V>"(at). Se arată, că pentru orice clan 
sf, tribul generat de 4 coincide cu clasa monotonă generată de şî. Dacă d 
este o c.m. ale lui T, notăm cu sf, clasa locală generată de si, i.e. d} = (Be 
<T|BhaAe si pentru orice A e si). Dacă d este clan, atunci si, este al- 
gebră, iar dacă si este semitrib, atunci gf} este o-algebră. O c.m. d se numește 
clasă ereditară dacă are următoarea proprietate: dacă A e d și BcA, atunci 
Be si. În particular, putem vorbi de clanuri ereditare, triburi ereditare. Mai 
precis, un clan ereditar este un clan care este în același timp și clasă ereditară, 
Similar, un trib ereditar este un trib care este în acclași timp și clasă ereditară. 
Putem considera o c.m, % şi cu ajutorul ei putem construi: 

clanul ereditar generat de %®, notat KC(B), care este cea mai mică, clasă 

si avînd proprietățile: d>"B, gt este clan și si este clasă ereditară. Se arată 


că XCIV) = isa [există o familie finită (4;;-p, AseB, astfel încît 


Ac U A; . 
ieF : : 
tribul ereditar generat de W, notat HWB), care este cea mai mică clasă 


A avînd proprietățile: t> %®, sd este trib și s4 este clasă ereditară. Se arată 
că (V) =JAcT |există o familie cel mult numărabilă {4i} em 4i E B, 


astfel încît Ac U 4:\. (T. C.) 


ieM 

clasă de părți v. clasă de mulțimi 

clasă ereditară v. clasă de mulțimi 

clasă locală generată de o clasă de mulţimi v. clasă de mulțimi 

clasă multiplicativă v. integrala Kolmogorov 

clasă semicompactă v. măsură pe spațiu produs 

clasificarea lui Baire Se referă la funcţiile definite pe un spațiu topologic 
și cu valori într-un spațiu topologic. Funcţiile continue sînt considerate de 
clasă zero, Prin inducție completă se definesc funcțiile de clasă n (ca limite de 
funcții de clasă n — 1) iar prin inducție transfinită se definesc funcțiile de 
clasă transfinită, a de orice putere numărabilă. Pentru funcţii reale de o va- 
riabilă reală s-a putut demonstra, pentru orice număr natural n, existența unei 
funcţii de clasă Baire egală cu n, care nu este de clasă n — 1. Pentru funcțiile 
reale de una sau mai multe variabile reale, clasa Baire se păstrează prin con- 
vergența uniformă. (S. M.) 
Li (3 ` 

clin, submulțime E a unui spațiu liniar X cu proprietățile: dacă x, y€ 
€E, atunci x + ye E; dacă xe E şi OsaeR, atunci axe E. Unii autori 
o numesc con sau con convex (cu virful 0 și conținînd 0). (R. C) 
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codimensiune finită v. spațiu liniar 

coeficienți Fourier v. spațiu Hilbert, dezvoltarea Fourier a funcţiilor reale 
pericdice 

coeficienții Newton-Câtes v. formula Newton-Câtes 

cofunctor v. functor 

comandă v. sistem dinamic 

combinație liniară v. spațiu liniar 

compact v. spațiu topologice compact 

compact polinomial convex v. domeniu Runge 

compactificare Fie X un spațiu topologic separat. Se spune că spațiul 
topologie compact Y este o c. a ni X dacă X este homeomorf cu un sub- 
spațiu dens al lui y. Mai exact, o c. a lui X este o pereche (p, Y) în care 
Y este un spaţiu compact iar ọ este un homeomorfism între X și un. subspațiu 
dens al lui (Y. Deoarece orice spațiu compact este normal şi orice subspațiu 
al unui spațiu normal este complet regulat rezultă că nu toate spațiile topolo- 
gice admit c. Un spațiu topologic separat care admite o c. se numește com- 
pactificabil. Observaţia precedentă este de fapt mai completă căci un spaţiu 
este compactificabil dacă și numai dacă este complet regulat. Două c. ale lui 
X, (pP, Y) și (F, Z), se spune că sînt egale (sau echivalente) dacă există h: Y — 
— Z un homeomorfism aşa ca hoo = ¥. Dacă există aplicația continuă 
h: Y — SE astfel ca hop =, se spune că (p, Y) este mai mică decit (F, 
SE), şi se notează (p, Y) sF, Æ). Relația introdusă este o relație de ordine 
în mulțimea c. iui X. Se numește c. cu un punct (sau c. Alexandrov) a spaţiului 
X, un spațiu compact X astfel încît X să fie un subspațiu dens al lui X și 
INX să se reducă la un punct. 
Teorema lui Alexandrov. Un spațiu topologic separat este compactificabil 
cuun punct dacă şi numai dacă este local compact. 
Fie X un spațiu complet regulat. Există atunci o c. (p, Y) a lui X astfel 
încît pentru orice funcție continuă și mărginită f XR există, şi 
este unică, o funcţie continuă și mărginită g: Y — R astfel ca g să fie o 
prelungire a lui top! (pe scurt, o prelungire a lui f, dacă se identifică X 
cu pX) astel încât sup | f(x) |] = sup |g(y) |- Această c. se numește c. 

acd FE Pa 

Stone-Cech, (Orice două fie) c. int echivalente.) In raport cu ordinea 
iuirodusă, ©. Stone-Cech este cea mai mare c. a lui X. Dacă X este local com- 
pact, e. Alexandrov este cea mai mică c. a lui X., (Gh. Gr.) 

compactificare cu un punct v. compactificare 

compactificare Stone-Čech v. compaetificare 

compaclificarea lui Alexandrov v. compactificare, frontiera ideală 

compactificarea Kerékjártó-Stoilow v. frontiera ideală 

compararea convergenfei sau divergenței a două serii Fie 7, ṣi v, resturile 
de ordinul z ale celor două serii. Convergența are aceeași viteză dacă 0 < 
=? liminf (| ra |/l rp slim sup (l ral/l ra |) <00. Dacă prima inegalitate este 
înlocuită cu ==, prima serie converge cel puțin la fel de repede ca și a doua. 
Dacă, în particular, lim (| ra |/l ra |) = 0, prima serie converge strict mai repede 
decât a doua. Dacă in prima definiție inlocuim ultima inegalitate prin =, prima 
seric converge cel puțin tot atît de încet ca și a doua. Dacă în particular 
lim (| ra |/ |7} |) = co, atunci prima serie converge strict mai Încet decît a 
doua. Condiţii similare pentru compararea divergenței a două serii (v. şi serie 
numerică). (S. M.) m 

compararea topologiilor Fie X o mulțime, 7, şi t, două topologii pe X, 
generate, respectiv, de familiile de mulțimi deschise 7, și Ja. Se spune că ta 
este mai fină decit q, (sau că q; este mai putin fină decit 72) dacă orice mulțime 
7, deschisă este t -deschisă (deci dacă 7,972). Se notează T&T Se mai 
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spune în acest caz că 7, este mai tare decit q, (sau că 7, este mai slabă decit 
Ta). Afirmațiile următoare sint echivalente: i) 7,sS7; ii) Aplicația identică 
i(x) = x definită pe (X, Ta) cu valori în (X, qı) este continuă; iii) Pentru orice 
x e X, orice vecinătate a lui x îri topologia x, este o vecinătate a lui x în topo- 
logia Tai iv) Pentru orice Ac, închiderea lui A în 7, conține închiderea 
lui A în 74; v) Orice mulțime închisă în 7, este închisă în q}. În raport cu această 
ordine, mulțimea topologiilor pe X este o latice completă cu cei mai mic și 
cel mai mare element. Cel mai mic element este topologia indiscretă, iar cel 
mai mare element este topologia discretă, Fie {Ti}; ez © familie de topologii pe 
X, T; familia mulțimilor deschise în qt;, że. Marginea inferioară a familiei 
{frih ezr este topologia în care familia mulțimilor deschise este NA Ti. Marginea 
tel 


superioară a familiei {ti}; este topologia în care UZ; este o subbază. (Gh. Gr.) 
iel 

complement ortogonal (intr-un spațiu Hilbert) v. spațiu Hilbert 

complement ortogonal (într-un spațiu liniar reticulat) v. spațiu liniar 
ordonat 

completarea unei măsuri v. extinderea măsurilor pozitive aditive definite 
pe un clan 

completatul unui spațiu liniar normat v. spațiul liniar normat 

completatul unui i spațiu liniar topologic separat X, spațiu liniar topologie 
separat şi complet t X astfel ca X să fie izomorf (ca spațiu liniar topologic) 
cu un subspațiu liniar topologic dens al spațiului £. Un astfel de spațiu % 
există, și este unic, cu excepția unui izomorfism. O metodă de a construi c. 
s.l.t.s. X este cea care urmează: Fie W o bază de vecinătăţi ale originii în 
spațiul X și să ordonăm W punind V SV, = VV}. Fie Y mulțimea 
tuturor șirurilor generalizate Cauchy de forma tar)pe queu ape X. Mulțimea 
Y este un spațiu liniar cu operațiile: 


lariye gpt brive = {av + brlye gg’? 
Mav)ye Ww > (avip e“ 


unde A este scalar, Pentru orice W e W tie Y mulțimea tuturor elementelor 
ae Y cu â=(avlpe og Pentru care există Va e W astfel ca ayeW dacă V > Vo 


Atunci sistemul (07| WeW} este o bază de vecinătăți ale originii pentru o 


topologie liniară pe Y. Punind G = N {W |WeW} obţinem un subspațiu 
liniar închis (închiderea elementului nul în spațiul Y). Spaţiul liniar topolo- 
gic cit X = Y/G este completatul lui X. (R. C.) 
completatul unui spațiu metric v. spațiu Daik complet 
completatul unul spațiu uniform v. șir generalizat Cauchy 
complexificatul unui fibrat vectorial y. fibratul tangent complex 
complexul Cauchy-Riemann tangențial Fie Q o mulțime deschisă din C”; 
20 irontiera sa, presupusă netedă, Operatorul Cauchy-Riemann tangențial 


üy este operatorul indus pe frontiera 50 de către operatorul Cauchy-Riemann., 
Acesta se ponte descrie explicit astfel: Fie ọ o formă de tip (p,q) ce provine 
din rextricția In 262 a unei [orme de tip (p, q) cu coeficienți C“ în Q. Fie g’ o 
aste do formë, deci g” | ofl +7 p, dp este definit.ca proiecția ortogonală a lui. 
dp! | aN pa npuţiul formelor de tip (P,g-+- 1) ce provin din forme Codin Q 
yi acenată definiție nu depinde de alegerea lui g’. Se obţine astfel un complex, 


i 
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numit c.C.R.t. Soluțiile ecuației ĝpu=0 se numesc funcții (sau forme) Cauchy- 
Riemann şi se bucură de unele proprietăți remarcabile (de exemplu funcțiile 
Cauchy-Riemann formează o algebră). O problemă actuală este studiul pre- 
lungibilității analitice a funcţiilor Cauchy-Riemann. Primul rezultat im- 
portant în această direcţie fiind teorema de prelungibilitate a lui H. Lewy. 
Coomologiile asociate c.C.R.t. intervin în mod natural în teoria twistorilor și 
în aplicaţiile sale la rezolvarea ecuaţiilor Yang-Mills. (G.G.) 

complexul de Rham v. formă diferențială (pe o varietate diferențiabilă) 

complexul Dolbeault v. formă diferențială (pe o varietate complexă) 

componentă a unui spațiu liniar reticulat X, submulțime G a lui X cu 
proprietatea: G + GI =X (unde GŁ este complementul ortogona! al mulți- 
mii G). Orice element ze X se reprezintă în mod unic sub forma x = x’ + x” 
cu veGşi w'eGL. Orice componentă G este o bandă și are loc egalitatea, 
(GL) = =G. O bandă G este o componentă dacă și numai dacă pentru orice 
element pozitiv ze X există elementul x’ dat de formula x = sup (ye( | 
0<ysx). În particular, într-un spațiu liniar complet reticulat orice bandă este 
o componentă, Dacă v este un element oarecare al spațiului liniar reticulat 
X iar G este banda generată de v, atunci G este o componentă dacă și numai 
dacă pentru orice element pozitiv ze X există elementul x’ dat de formula 
a = i (xAn [|v ]). În particular, într-un spațiu liniar o-reticulat banda 


generată Te un element oarecare v este o componentă și coincide cu mulțimea 
(fu). Dacă ihes este o familie totală de componente a unui spațiu liniar 
reticulat X, atunci X este izomorf (ca spațiu liniar ordonat) cu un subspațiu 
liniar ordonat al spațiului liniar orđonat produs L G} (R.C) 


componentă scalară (a unei funcții vectoriale) v. analizà pa 

con, clin E într-un spaţiu liniar X cu proprietatea: Efn ( = {0}. 
Unii autori numesc astfel de clin, un c. propriu, utilizînd Pma de c. 
pentru clin. De asemenea, unii autori numesc. c. (cu vîrful 0) orice submul- 
țime E a unui spațiu liniar avînd proprietatea: xe E, 0 < e Roc. 
(R.C). 

condiţia lui Levi v. pseudoconvexitate 

condiția lui Lipschitz Funcția f: [a,b] = R satisface c.L. dacă există o 
constantă k cu proprietatea că pentru orice pereche y, y ela, b] avem | f(x) — 
— fly) [&k |x —y |. Orice funcție cu derivată mărginită satisface c.L. iar 
aceasta din urmă implică, continuitatea absolută. (5. M.) 

condiţia lui Riesz, condiție îndeplinită de anumite spaţii liniare ordonate, 
care constă în faptul că dacă pentru trei elemente pozitive oarecare 4,, Xa, Y 
arc loc inegalitatea su, + ap, atunci există elementele pozitive w,, Ya 
astfel ca y = y, + Y și yıx i= 1,2. Dacă X este un spațiu ordonat, 
următoarele condiții sînt echivalente: 1) Spațiul X satisface c.R.; 2) Dacă 
Xir as Y1 Ya sînt elemente pozitive astfel ca x, + aa = Yı + Yo atunci există 
elementele pozitive zs;, i, f = 1,2, astfel ca x = za + Zi $i yj = Zig t 2o33 
3) Mulțimea ordonată X are proprietatea interpolatorie; 4) Pentru orice ele- 
mente pozitive a, b, c, d cu agb şi cxd are loc egalitatea [a + c, b + d] = 
=[a, b] + [c, d] (segmentele fiind în sensul ordinei). Orice spațiu liniar reticulat 
satisface c.R. Mulțimea funcțiilor continue x:[— 1, 1] >R care satisfac con- 
diția x(— 1) + (1) = 4(0), înzestrată cu operaţiile obișnuite şi cu ordinea 
punctuală, este un spaţiu liniar dirijat care satisface c.R. dar care nu este un 
spațiu liniar reticulat. (R. C.) 


conjugatul unui număr complex v. corpul numerelor complexe 
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„conjugatul unui spațiu local convex X, mulțimea tuturor funcționalelor 
liniare și continue definite pe X. Se notează X* sau X? (unde 7 este topologia 
spațiului X) sau X’. Sin.: dualul lui X. Cu operaţiile obișnuite cu funcționalele 
(i.e. dacă f,geX* iar } este un scalar, atunci (f -+ 8) (x) = flx) + gls), 
(Af) (7) = Miz), Vaze X), mulțimea X* este un spațiu liniar, Dacă X 
este un spațiu local convex separat, atunci pentru orice element 
nenul xg€e X există fe X* astfel ca f(x) #0. Pentru un spațiu local convex 
separat X topologia local convexă definită pe X* de familia {qge},cy a 


seminormelor date de formula gz(f) = | f(x}, fe X*, este separată. Această 
topologie se notează o(X*, X) şi se numește topologia slabă* pe X* (ca fiind 
topologia slabă pe X* în raport cu sistemul dual (X, X*), unde <x, f = 
= f(x) (v. sistem dual de spații liniare). Dacă W este o vecinătate echilibrată 
și convexă a originii în spațiul local convex separat X, atunci mulțimea (fe 
eX* ||f(z) |s 1, Yxe W} (ie. polara W° a lui W în raport cu sistemul 
dual CA, X* J) este compactă în topologia o(X*, X} (teorema Alaoglu- Bour- 
baki). Dacă X este un spaţiu liniar normat, atunci conjugatul său X* este 
spațiu Banach în raport cu norma 


fil = sup (fa) | | Ilx is, fe x*. 


În acest caz, din teorema Alaoglu-Bourbaki rezultă că sfera unitate închisă 

în X* este compactă în topologia o(Ă*, X}. Dacă X este un spațiu Banach, 

(fn e N tn Şir ca valori în X*, iar fe X*, atunci pentru ca f = lim fy în topolo- 
n 


gia o(X*, X) este nccesar și suficient ca următoarele două condiții să fie sa- 

tisfăcute: i) Şirul {lallan e este mărginit; 2) Există o submulțime A a lui 

X astfel ca subspațiul liniar generat de A să fie dens în X, iar f(x) = lim fa(2), 
n 


Vze A. (RC) 

continuitate absolută T. Cazul măsurilor cu semn, Fie T o mulțime nevidă, 
7 o g-algebră de părţi ale lui T. Sc consideră şi două măsuri cu semn p,v: 
:Ţ—R. Se spune că v este absolut continuă în raport cu p (în scrisv&u) dacă 
pentru orice mulțime A din F cu |vy]|(4)< oo și pentru orice e> 0 există ò >0 
cu proprietatea, că oricare ar fi BeF cu BcA și lu | (8)<ă avem |v|(8)<e. 
Aici | u | este modulul lui A etc. Echivalent: măsura v este absolut continuă 
de tip 0-0 în vapori cu u, ie. pentru orice Aeg cu |v |(4) < œ avem 


le (4) = 0 = v(4}) = 0. În cazul particular cînd my 7 = R} sînt măsuri 
pozitive rezultă că vu dacă și numai dacă pentru orice mulțime A 
din F cu v(A4) < œ şi pentru orice e > 0 există d > 0 astfel încît oricare ar 
ti BeF cu BcA ṣi p(B) < 5 avem v(B)< e. Dacă în plus măsura v este 
o-finită, atunci v&p dacă și numai dacă pentru orice A din 7 cu u(4)=0 
avem v(A) = 0. 

ÎI. Extensie. Vom considera două clanuri ©; și €, de părţi ale unei mulțimi 
nevide T și o clasă de părți Ec, NC2, precum și două măsuri aditive m 
şi n definite, prima pe €,, a doua pe E, cu valori, fiecare, sau într-un spațiu 
normat sau în R. Vom spune că m este absolut continuă în raport cun pe @ 
dacă pentru orice A din € și pentru orice e > 0 există 8 > 0 cu proprietatea: 


oricare ar fi Be, BEA cu (8) < 5 avem (8) < e, ceea, ce este echivalent 


cu a spune că |m(B) | <e dacă m ia valori în R sau ||m(B} i| < e dacă m 
ia valori într-un spațiu Banach. Dacă Y este un trib de părți ale mulțimii 
nevide T, X un spațiu Banach, m: 7 => X o măsură numărabil aditivă și 
ui F — Ryo măsură numărabil aditivă pozitivă, atunci următoarele afirmații 
sînt echivalente: 1) Măsura m este absolut continuă în raport cu p; 2) Pentru 
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orice e > 0 există à > 0 astfel încît oricare ar fi 4e 7 cu p(4}) < ò avem 
| m{A) || <e; 3) Pentru orice A din F cu u(A4) = 0 avem m(A4) = 0 (echi- 
valent îi (4) = 0). Să consemnăm și faptul că dacă € este un clan de părți 
ale lui T, X un spațiu Banach, m: € — X măsură aditivă și p: € > R} © 
măsură pozitivă numărabil aditivă şi finită, atunci mu implică m numărabil 
aditivă. Dacă în plus g este non-atomică, atunci m este și ea non-atomică, 
Două măsuri m şi n se numesc echivalente dacă man şi nm. Fie X un spațiu 
Banach, € un clan de părţi ale lui T și m: E — X o măsură aditivă. O mă- 
sură aditivă și pozitivă u: E — Ru se numește măsură control pentru m dacă 
este echivalentă cu m. Fie F un trib de părți ale lui T, X un spațiu Banach 
şim: J -X o măsură vectorială numărabil aditivă. Atunci existi o mă- 
sură control pentru m cu proprietatea mu sii (teorema  Bartle- Dunford- 
Schwartz sau teorema de existentă a măsurii control). O precizare a acestei te- 
oreme este teorema lui Ribakov care afirmă că există x! în duelul X* al lui X 
astfel încît | x'o m ] să fie măsură control pentru m. (I. C.) 
continuitate aproximativă Funcţia f: 7 = R este aproximativ continuă 
în xeT (Ich, interval) dacă există o mulțime A4chR pentru care x este 
punct de densitate, astfel încît restricția f | A este continuă în +. Funcţia f 
este aproximativ continuă a.p.t. pe I dacă şi numai dacă f este misurabilă 
Lebesgue pe Z. (S. M.) . 
continuitate bidimensională Fie f definită pentru asa, g€ YS bg 
cu valori reale. Funcția f este bidimensional continuă în punctul $ dacă 
lim Ag(f; p, p’) = 0 (v. diferență bidimensională). Dacă pare coordonatele 
ap 


(x, y), atunci condiția revine la lim A,f(x, y): 0. Continuitatea implică 
ho 


k>0 

c.b, dar reciproca nu este adevărată. (S. M.) 

continuitate constructivă Funcţia reală f definită pe un interval compact 
IcR este continuă constructiv pe 7 dacă există o funcție constructivă 
w(s) > 0 definită pentru e >0 astiei încît din x, yeZ, |z — y|sol(e) să re- 
zulte |fix) -- f(y) |sse. Aici Z este un interval de numere reale con- 
structive. (S. M.) 

continuitate şi derivată preponderentă Fie f: ZcR —R și fie ae T. Dacă 
există o mulțime măsurabilă Lebesgue Ec astfel încit, notind cu m mă- 
sura Lebesgue, avem 


. . _ m(E N (a,a + h)) 
linit > 
k0 + h 


m(E Nla + h,a i 
sim inf PE Me E a) > 
k 20 — —h 2 


j= 


şi dacă lim f(x) = f(a), atunci f este prepondereni continuă în a. Înlocuină 


x>, XeE 
ultima condiție prin lim Her iz Mad, 
h0, a+heE h 

obținută derivata preponderentă a lui f în a ṣi o notăm for (a). O funcție pre- 
ponderent continuă este de prima clasă Baire și are proprietatea lui Darboux, 
Dacă f este continuă, atunci fọ, este Darboux de prima clasă Baire, (S. M.) 

contracție, aplicație g definită pe un spațiu metric (X, d) cu valori în 
același spațiu, pentru care există ge (0, 1) astfel încît d(g(x), g(y)}<qd{x, y) 
pentru orice x, y e X. Se spune uneori că g este o g-contracție. 


există, numim limita astfel 
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Principiul c. Dacă (X, d) este un spațiu metric complet iar g este o g-contrac- 
ție pe X, atunci există, și este unic, elementul +*e X astfel încît g(x*) = 
= x*. Pentru orice al?) e X şirul construit prin x(P+l) — g(x(?)) converge către 
x* şi 


ae, atm) E dft- aim e dat, 30). (Gh. Gr.) 
1—q a: 

conul lui Filippov v. problema lui Cauchy pentru sisteme de ecuații diferen- 
tiale 

conul pozitiv v. spațiu liniar ordonat 

convergența cu regulator v. convergența în sensul ordinei 

convergenta individuală v. convergența fn sensul ordinei 

convergența în sensul ordinei Fie X o mulțime ordonată, tanhaz pe un șir 


de elemente din X şi + un element din X. Se spune că șirul c,s.o. către x dacă 
există două şiruri (aa), EN? nne N de elemente din X astfel ca an xn & bn. 


Vne N și an I x (i ea SaS n $i y = N dn) iarba | x (ie. bi >b > 
EN hEN neN 
>... sys SA bn). Se mai spune că șirul (o)-converge (sau că este (0)-conver- 
ne N 


gent) către x. Elementul x se numește (0)-limifa șirului și se notează y = 
(0) Pan Xy. Ei este unic. Dacă x = osin Xa Şi y = (o)- lim Yn, iar nYa 


yneN, atunci xy. Dacă şirul TAa (o)-converge către un element x, 
atunci orice subșir (0)-converge către același element, Dacă x = (0)- let Ya = 


= (0)- limi zn ȘI Yn Su Szn, YneN, atunci x = (0)- Him Xp. Dacă E PA este 


un şir de elemente din X, elementu) NL AN ăj (dacă există) se numește limita 
"EN jn 
inferioară a șirului și se notează lim xp; elementul AN NJ x; (dacă există) se 
m neNjèn 


numeşte limita superioară a șirului și se notează lim xa. Pentru ca x = (0)- 
h 


-lim xş tatr-o latice relativ g-completă, este necesar și suficient ca şirul {#ntneN 
# 
să fie mărginit şi ca lim xy = lim ap == x. Dacă X este un spațiu liniar ordonat, 
H "n 
atunci din x = (oj)- Hi Xa Și y =(0) Eri Yn Tezultă ax + Py = (0) )-lim (axa + 


+ ya) oricare ar fi Aumere reale g, g. Dacă X este un spațiu liniar. reticulat, 
atunci x = (0)- lim xn dacă și numai dacă există un șir (Un), neN de elemente 


din X astfel ca i | Oși lan — z |n, VneN. Dacă x = (o)- De Xn $i y= 
nE N 
= (o)-lim ya într-un spațiu liniar reticulat, atunci x Ay = (0) j-lim Xn Aya 
a n 


şi zVy = (o}-imi xn Vyn- Dacă r = (o)-lim xn într-un spațiu liniar reticulat 
t 
arhimedian și dacă (Ann en este un șir de numere reale convergent către un 


număr à, atunci Ax = (0) Tim hatn. Dacă X este un spațiu liniar o-reticulat, 


un șir (XA a N de elemente din X este (o)-convergent (către un anumit element) 


dacă și numai dacă există un șir {0r}, EN de elemente din X astfel ca vy | 0 
neN 
şi |x; — xj |n dacă i, jan. Într-un spațiu liniar ø-reticulat prezintă in- 


37 CONVERGENȚĂ CVASIUNIFORMĂ 


teres și un tip de convergență numită convergență individuală. Un şir {2n}, eN 


de elemente dintr-un spațiu liniar o-reticulat X converge individual către 
un element z, dacă (xAa)yė = (o)-lim {xn Aa)vb oricare ar fi elementele 


n 
a, be X. Pentru ca șirul (ana e N să conveargă individual către un element 
x, este necesar și suficient ca sVo = lim (za Va) și xAa = lim {(#n ^a), 
n i 
Vae X. Se notează x = ind-lim xp și se spune că x este limita individuală 
n 


a șirului. În cazul șirurilor generalizate cu valori într-o mulțime ordonată, se 
pot defini diferite _tipuri de convergență care generalizează (0)-convergența 
şirurilor ordinare. În cazul unui spațiu liniar reticulat X, un rol important 
îl are următoarea, convergenţă. Fie DR ca un şir generalizat cu valori în X 
Prin definiție, șirul generalizat (o)-converge (sau este (e)-convergent) către un 
element x, dacă există un șir generalizat {v}} ea cu valori în X cu propric- 


tăţile: că h 0 (î.e. din VSA” rezultă onsu, iar 0 = /N ua) și pentro 
REA 


orice A € re cxistă Se A astfel ca | xa — x |v, dacă 338. Elementul x se nu- 
mește (c))-limita șirului generalizat şi se notează + = (a)-lim x. El este unic, 
se A 


Fie acum X un spaţiu liniar reticulat arhimedian, (n), ey Un şir de elemente 

din X și x un element din X. Se spune că șirul converge cu regulator către x 

dacă există un element v > 0 din X, iar pentru orice număr e > 0 există un 

număr natural pg astfel ca | xn — x |sSe v dacă n no. Elementul x se numeşte 

(p)-limita șirului și se notează x = {pim ap. El este unic. Elementul v se 
Lid 


numește regulator de convergență. Convergența cu regulator se mai numește și 
(p)-convergență. Un șir (e)-convergent către un element x este si (0)-convergent 
către același element. Reciproca nu este adevărată. Convergența cu regulator 
se definește în mod analog și pentru șiruri generalizate. (R. C.) 

convergență a.p.t. v. tipuri de convergentă folosite în teoria măsurii 

Ş convergență aproape sigură v, tipuri de convergență folosite în tecria 

măsurii 

convergență aproape uniformă v. tipuri de ccnvergență folosite în teoria 
măsurii 

convergență asimptotică v, tipuri de convergență folosite în tecria mă- 
surii 

convergență constructivă Șirul {tnin N de numere reale converge con- 
structiv către numărul real x, dacă pentru orice $ întreg pozitiv există un număr 
natural myg astfel încit din nzmy rezultă | xp — zo| < 1/k. Numărul xp 
este limita constructivă, a șirului (nn ei ea este unic determinată. Un şir 
de numere reale converge constructiv dacă şi numai dacă este un șir 
constructiv. (S. M.) 

convergenţă continuă Fie fn: X > R, X = spațiu metric. Șirul (nu eN 
converge continuu în xg din X dacă există un număr real f(x p) cu proprietatea, 
că din sp > xo 2n EX, rezultă fala) — fizo). Dacă funcțiile fa sînt continue 
iar X este compact, atunci cuc, este echivalentă cu convergenţa uniformă 
(H. Hahn). (S. W.) 

convergenţă cvasiuniformă Arzela-Borel Fie (X, s) și (Y, o) două spații 
metrice. Şirul {Snine pa: X — Y, converge cvasiuniform către f. X —Y pe 
X dacă {fn} converge către f pe X și dacă oricărei perechi de numere pozitive 
(e, N) i corespunde un număr pozitivy N” > N, astfel încît pentru orice xe X 


Cauchy 
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avem o(f(2), fn, (2)) < e, unde ng este un număr natural cuprins între N și N, 
depinzind de x. (S. M.) 

convergență cvasiuniformă Arzela-Gagaev-Alexandrov Yie (X, p) si (Y, 0) 
două spații metrice. Șirul {fa}n, fn: X — Y, converge cvasiuniform pe X către 
J.X — Y dacă {fn} converge* către f pe X și dacă pentru orice număr e> 0 
există un şir (finit sau nu) de numere naturale n, < up <.. < np < p+ < 


şi un șir de mulțimi deschise G), Gz, ..., Gp, Gpau, ... care realizează o acoperire 
a spațiului X, astfel însit pentru zel: avem st It), fn, (x) < s, p= 12... 
(S. M.) 


convergență cvasiuniformă Arzela-Hobson Fie (X, p) şi (Y,6) două spații 
metrice. Şirul {fn}, fn: X — Y, converge cvasiuniform pe X către f: X => Y 
dacă {fn} converge către f pe X şi dacă la orice pereche de numere pozitive 
(e, m) ccrespunde un sistem finit de numere naturale n, , g, ..., np mai mari 
decit m precum şi un sistem de tot atitea mulțimi deschise G], Gz, ..., Gp astfel 

È 
incit X = (] Gi și ole) Sn) <e pentru orice xeG;. cc.A.H, implică 
il 

atît coavergenta cvasiuniformă Arzela-Borel cit și convergența cvasiuniformă, 
Arzela-Gagaev-Alexandrov. Dacă funcțiile fa sint continuet iar spațiul X 
este compact”, atunci cele trei tipuri de convergență cvasiuniformă sînt echi- 
valente, fiecaze fiind necesară și suficientă ca funcția f să fie continuă. (S. M.) 

convergență în măsură v. tipuri de convergență folosite în teoria măsurii 

convergență în medie v. tipuri de convergență folosite în teoria măsurii 

convergeniă în medie de ordin p v. tipuri de convergenţă folosite în teoria 
măsurii 

convergență normală Fie S o mulțime, F un spațiu Banach și B(S, F} 
mulțimea, tuturor funcțiilor mărginite definite pe S cu valori în F. Pentru 
orice fe B(S, F) se pune ||f |s = sup ||/(3)||. Evident, B(S, F) este un spațiu 

ses 


vectorial, operaţiile de adunare și înmulțire scalară în B(S, F) fiind induse de 
operaţiile corespunzătoare din F, ||: |s este o normă pe B(S, F) și, înzestrat 
cu această normă, B(S, F} este un spațiu Banach. Fiind dat un şir de funcţii 


„:S—F, n>0, se spune că seria de funcţii Jn este norma! convergentă 
p t g 


no 
dacă satisface condițiile următoare: 1) fue B(S,F) pentru orice # > 0; 
2) y lfalis < oo. C.n. a unei serii de funcții DX În implică convergenţa ei uni- 


130 n0 
formă (pe S). Mai general, se spune că seria de funcții b2 Fn este normal con- 
n0 
vergentă pe mulțimea Ac S dacă seria de funcții y g&n este normal conver- 
n>0 


gentă, unde gp = A |A. Ex.: Dacă S este un spațiu topologic şi F = Ç, 


corpul valuat al numerelor complexe, se utilizează frecvent noțiunea de serie 


normal convergentă pe orice mulțime compactă din S. (M. J.) 
convergență punctuală v. șir de funcții, serie A funcţii 
convergență uniformă v. șir de funcții, serie de funcţii 
(0)-convergență v. convergența în sensul ordinei 
(wo)-convergență v. convergența în sensul ordinei 
p-convergență v. convergentă în sensul ordinei 
convexitate reală v. pseudoconvexitate 
convoluția a două distribuții v. distribuţie 
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convoluția a două funcţii Fie X, Y, Z spații Banach și o aplicaţie bili- 
niară X x Y >Z, notată prin (v, y) zyeZ cu proprietatea ||xy || < 
<l|ixl]| -ily || pentru orice x în X și y în Y. Dacă X = Y = Z = corpul 
scalarilor (reali sau complecși), atunci aplicația (x, y) i—> xy este înmulțirea obiș- 
nuiță. Fie și G un grup local compact separat cu măsura Haar invariantă la 
stînga p. Fie, de asemenca, două funcții f: GNU >X și g: GNV > Y, unde 
U şi V sint mulțimi p-neglijabile. Vom presupune că f şi g sînt local u-inte- 
grabile și vom nota m = fu și n = gu (v. măsură Radon definită prin den- 
sităţi). Dacă există, convoluția m x g se defineşte prin 


(m xg) (y) = (soy) dm{x) = (y ste ty) du(x) eZ. 


Similar, dacă există, couvoluția f «xn se definește prin 


c 
(f * n) 9) = yo A(x!) dul) = (rom glx) A(x!) dul) = 


= (ro g(x) du(z), 


deci {m + g) (y) = (fe n) (y) (v. convoluția unei măsuri Raden cu o funcție). 
În virtutea acestei observaţii, dacă mulțimea, A = (pe | funcția definită 
pe G cu valori în Z prin xi f(x) glay) este p-integrabilă} este nevidă, vom 
numi funcția fe g: A —Z definită prin 


(722) = (r zis dit a (rom ata?) dela) 


convoluția indie A g (sau produsul de convoluție al funcţiilor f și g). Avem 
deci (fu) +g = fe = f»g şi supp (J* 8) e supp (f) -supp (g). Am notat, 
pentru A şi B B în da AB =tab |laeA4,beBl)și A B este rea lui 4 B. 
Dacă G este unimodular, 1 < p< oo, 1<qg< œ (1p) + (1/q) = 1, atunci 
pentru orice fe LZlu) şi ge Lyin) funcția f » g este Ania peste tot pe G 
şi ia valori în Z. În plus, produsul de convoluție (fi) + (gu) (v. convoluția 
măsurilor Radon) există și avem (fu) = (gu) = {fxg} u- În plus, funcția f> g 
este continuă și mărginită și ||f»+gi| < IIfllp' Ilg ll, unde lf*gll= 
= sup {if *g i (x)| xeG)). Putem defini și f +g +h prin relaţia (fg)x h = 
=f + (g * k), care are loc în anumite condiţii. Ex.: Dacă grupul local compact este 
G =R” cu operația de adunare, iar măsura Haar p este măsura Tebesgue, 
considerăm două funcții fe £'(u) și ge Llu). Atunci feg este definită u-a.p.t. 


{F+ 8) (3) = | fix — 9) giy) dg{y) = | Ji) gix — >) dyly). 
RA R” 


Se mai scrie: 


(+ B) {Zi Zo n Zn) = 
=) p (e — Yr Xa — Vas en Än — Ya) B(Yue Yo o Ya) AYy da «+ Ayn 


În plus, funcţia fxge fiu). Dacă n = l, se mai scrie (/xg) (a) = 
[9 


re — y} gly) dy. I.C.) 


convolutia măsurilor Radon Fie X, Y, Z trei spații Banach ṣi G un grup 
local ccmpact separat, Vom considera și o aplicație biliniară continuă definită 
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pe XX Y cu valori în Z, notată astfel; dacă x este în N şi y în Y, atunci va- 
loarea, aplicației în (,y)e XxXY este xyeZ. Se presupune că lay | 
|| ||- liy || pentru orice (x, y) în XxY. Dacă X, Y și Z sint corpul sca- 
iarilor T reali san complecși, aplicația de mai sus este înmulţirea obișnuită, 
Se mai consideră și două măsuri Radon dominate (v. măsură Radon vectorială). 
anume m: CX(G) — X, n: X(G) — Y (unde CX(G) este spaţiul funcţiilor numerice 
continue cu suport compact). Integrala folosită va fi integrala esențială {v. 
integrala superioară esenţială (în raport cu o măsură Radon)). Vom spune că 
produsul! de convoluţie al măsurilor m și # există dacă pentru orice f din K(G), 
funcția k: G xG—T = corpul scalarilor, definită prin h(x, y) = f(xy), este 
|m | Q |n l-integrabilă (v. măsura Radon produs). În acest caz, se constată 
că h este m Q n-integrabilă. Măsura Radon 


ui X(C) >Z, ulf) = | r, >) dim @ n) (2, 3) 


se numește convoluția măsurilor m si n (sau produsul de convolutie al măsurilor 
m și n) şi se notează m x n. Se arată că u este dominată de măsura Radon po- 
zitivă v:"X(G) >T, 


v{f) = (u ndm] g In l) (yh 


deci |m +n|<|m]| xiz] (v. măsură Radon vectorială). În general, produsul 
de convoluție a două măsuri Radon arbitrare nu există, dar dacă una din ele 
are suport compact (sau amîndouă sînt mărginite) această existență este 
garantată. (Z. C.) 

convoluția unei măsuri Radon cu o funcție Fie X, Y, Z spații Banach şi 
o aplicație biliniară X xY —Z, notată prin (x, y)i> xyezZ, astfel încit 
lzy i< l| x ||- ll pentru orice xe X și ye Y. În particular, dacă X == Y me 
= Z =T = corpul scalarilor reali sau complecși, aplicația biliniară (x, y)1—> 
I— xy este înmulțirea obișnuită. Fie și G un grup local compact separat. Vom 
considera o măsură dominată m: X(G) — X (v. măsură Radon vectorială) 
și f:G — Y o funcţie care este local integrabilă, în raport cu măsura, Haar yu 
invariantă la stinga pe G. Vom nota prin A funcția modulară a lui G (v. mă- 
sura (Radon) Haar. Se pune problema existenței convoluţiilor m en și n + m, 
unde n = f p (v. măsură Radon definită prin densități), ceea ce se realizează 
automat dacă m sau f au suport compact. Dacă mulțimea A a punctelor y 
din G astfel încît funcția, definită pe G prin xi—> f(xy} este m-integrabilă este 
o mulțime nevidă, atunci funcția m xf: A — Z definită prin 


(ms) (9) = rw) ant) 


se numește convolutia măsurii Radon m cu funcția f (sau produsul de convo- 
lulie al lui m cu f). Dacă mulţimea B a punctelor y din G pentru care func- 
ţia definită pe G prin zi-> fiat) A(x!) este m-integrabilă este o mulțime 
nevidă, atunci funcția f «m: B — Z definită prin 


Uem 0) = (ro Ati) âm(a) 


se numește convoluția functiei f cu măsura Radon m (sau produsul de convoluție 
al lui f cu m). De exemplu, cu notaţiile de la măsura (Radon) Haar, cu e + f= 


soia 0 De măi ap o E EEE 


no ri ninti E o tanpi 2E UA 
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= fe şi f xes = ft A(t-1) pentru orice t în G (aici e; este măsura lui Dirac 
concentrată în teG). Dacă m este mărginită (v. măsură Radon) și f este o 
funcție borcliană mărginită, rezultă că m + f este definită peste tot. În parti- 
cular, dacă m are suport compact și f este o funcție boreliană mărginită, 
rezuită că există și mäsurile m »(fu) şi (fu) «m. Acum să presupunem că 
m este mărginită și f este local u-integrabilă. Presupunind că măsura m x» (fu) 
există și că funcţia definită pe GXG prin (3, y) > f(xy) este |m | Q (fu)- 
măsurabilă (în particular, aceasta se realizează dacă f este boreliană), rezultă 
că funcția yi> f(xy) este m-integrabilă pentru u-aproape orice y din G. 


Atunci funcția definită p-a.p.t. cu valori în Z prin (m + f) (y) = (uri dm(x) 


este local u-integrabilă și avem relația m + (fu) = (m xf) y. Similar, dacă 
măsura (fu) +m există și funcţia definită pe GXG prin (x, y) i> fiat) 
este (fu) Q | m |-măsurabilă (în particular, aceasta se realizează dacă f este 
boreliană), rezultă că funcția x |-> f(x) A(x”1) este m-integrabilă pentru 
u-aproape orice y din G. Atunci funcția definită u-a„p.t. cu valori în Z prin 


(Fm) (y) = Roza A (at) dm (2) 


este local p-integrabilă şi avem relația (fu) «m = (f* m) u. Să remarcăm că 
dacă m este mărginită și fe Că(u), lspsoo, atunci con'roluţiile m » (fu) 
și (fu) «m există. Dacă, în plus, funcția definită pe GXG cu valori în Y 
prin (x, y) 1> f(c1y) (resp. (x, y) iz?) este |m | Q u-măsurabilă, atunci 
me f (resp. f * m) este definită u-a.p.t., avem m + fe Călu) (resp. f «xme Liu) 
şi subzistă formula m +(fu) = (m xf) u (resp. (fu) sm = (f»m) u). Dacă 
m este mărginită şi f este continuă și mărginită, atunci m + f este continuă 
şi mărginită. Dacă, în plus, G este unimodular sau m are suport compact, 
atunci f + m este continuă şi mărginită. În general, suportul lui m + f (resp, 
J +» m) este inclus în supp (m) - supp (f) (resp. în supp (f) - supp (m)). Am notat 
AB =—4ab jae 4,be B} pentru orice A și B incluse în G, iar AB este 
aderenţa lui AB. (U. C.) 

coomologia fascicolelor Prin fascicol vom înţelege aici un fascicol de grupuri 
abeline. Tie X un spațiu topologic; notăm prin Ab(X) categoria fascico- 
lelor pe X. Considerăm functorul Ty: Ab(X) > Ab definit prin Ta(7): = 
= F(X) și Ta(09): = Ox pentru orice facsicol F pe X și orice morfism 0 din 
Ab(4). Acest functor este exact la stînga, i.e. şirul de grupuri abeliene 0 — 


a R 
> FX) F(X) or F”(X) este exact oricare ar fi şirul exact de fascicole 


0 F F—> F”— 0. În general T'y nu este un functor exact, i.e. aplicația 
Bx nu este surjectivä pentru X și F’ arbitrari. Un contraexemplu este furni- 
zat de planul complex puncturat X = C*(=C40)) şi şirul exact de fascicole 


0> Z0 se O* — 1, unde, pentru orice mulțime deschisă U în C*, Z(U) este 
grupul tuturor aplicaţiilor local constante de la U în Z, O(U) este grupul aditiv 
al tuturor funcţiilor olomorte pe U, O*(U) grupul multiplicativ al funcțiilor 
olomorie și fără zerouri pe U, «y aplicația de incluziune și fy aplicaţia 
GU) 3 fiee 0U). C.f. investighează acest fenomen cu ajutorul unor inva- 
rianții care controlează abaterea de la exactitate a functorului I y. Acești in- 
varianți sînt grupurile de coomologie H?(X, F) ale spațiului topologic X cu 
coeficienți în fascicolul F, g>0. Teoriile clasice de coomologie tratează si- 
tuații specifice (coomologie singulară, coomologie Alexander, coomologie de 
Rham) sau sînt aplicabile numai în cazul X paracompact (coomologie Čech). 
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Definiţia generală a fost obţinută abia în 1955 în mod independent de A. Gro- 
thendieck şi R. Godement. În teoria lui Grothendieck grupurile de coomologie 
H(X, F) sînt interpretate în contextul mai general al teoriei functorilor de- 
rivaţi în categorii abeliene, Pe de altă parte definiţia, ni Godement este neaș- 
teptat de simplă, și naturală. Ambele definiții folosesc pentiu construcția gru- 
purilor H(X, F) anumite rezoluții ale lui F. Se numeşte rezolutie a fascico- 
lului F orice șir exact de fascicole și morfisme de fascicole de forma 


z a 
Oe R” LA 


E 

0 > F e = 

În cele ce urmează vom prezenta definiţia lui Godemcnt, care utilizează asa- 

numita rezoluție canonică. Se numește fascicol asc pe X orice fascicol £ 

avind proprietatea, că aplicația de restricție pă : 2(X) = Q(U) este surjectivă 

pentru orice mnlțime deschisă U a lui X. De exemplu, dacă topologia lui X 

este discretă, atunci orice fascicol pe X este flasc. Important este însă faptul 

că, pentru X arbitrar, orice fascicol poate fi scufundat într-un fascicol flasc; 

Ei x CE hd pa e g pe à 

mai precis, există un fascicol flase F şi un monomorfism de fascicole s: F — 

pe n h; R CPR 
— F, canonic asociate lui F. Anume, pentru orice submulțime deschisă U 
ler . s A > =.: 
a lui X, F(U): = |] Fr, unde Fg este fibra lui F in punctul x (aplicaţiile 
acu 

de restricție pọ ale lui F fiind proiecţiile canonice evidente) iar eg este apl- 

cația F(U) 3s 1> {se}ye y € F(u 7}, unde sg este germenul definit de secțiunea 

s în punctul x. Rezoluția canonică a lui Godement se construiește acum induc- 

= 

tiv după cum urmează: se pune mai întîi £°:=F, fascicolul flasc asociat lui F, 

şi e! F — 22 monomorfismul canonic. Apoi, dacă fascicolele £’, ..., 2? și mor- 

fismele e, d,..., 4-1 au fost deja construite, se pune Fi: = Coker di-l, 

~ =- . " a . 

ii: — FI şi dè: = gf - nf, unde pt: LI — F4 și e: ŞI a CHI sint morfisme 

canonice. Notăin că rezoluția canonică a lui F este o rezoluție flască, i.e. toate 

fascicotele (7 sînt flasce, q 20. Grupurile de coomologie ale lui X cu coeficienți 
în fascicolul F se definesc prin Hi(X, F): = Ker dim dei, unde 


de at 
E a. = Q... 


este rezoluția canonică a lui F ṣi d: -. 0, 

Teoremă. 1) Dacă pg: X -= Y este un omeomorfism, atunci HYX, F) = 
= HIU(Y, gF), 920, unde pF este imaginea directă a lui F prin ọ (deci 
grupurile de coomologie HEX, F) sint invariați ai perechii (X, F); 
2) Acocierea Ab (X) a F > HUX, F) e Ab este un functor aditiv pentru orice 
q>0; 3) AX, F) = F(X); 4) Pentru orice şir exact 0 o F -> F — F” —0 
de fascicole pe X avem un şir lung exact 


0 > F (X) > F(X) = F'(X) S HUX, F’) » HX, F) > 


aa 
> HX, F”) => HA, F’) a 


care depinde functorial de șirul exact 0 => F o F a F” = 0; 5) HIX, F) = 
= 0 pentru q > f dacă F este un fascicol flasc, 

O problemă importantă în teoria c.f. este găsirea, în diverse situații, de proce- 
dee de calcul ale grupurilor de coomologie. Unul din aceste procedee constă 
în utilizarea de rezoluții aciclice. Un fascicol £ se numește aciclice cînd HX, 
£) = 0 pentru g> |; de exemplu, fascicolele flasce sint aciclice. O rezoluție 
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a lui F se spune că este aciclică dacă fascicolele 27, q0, care intervin în această 
rezoluţie sint toate aciclice, 
Teorema lui de Rham abstractă. Dacă 


d a 
ES FË p Q9 wey ER a 


este o rezoluţir + Acidia a lui F, atunci există izomortisme naturale HY(X, 7) 
= Ker d$ giim dy 

În cazul X E Lonea există o clasă importantă de fascicole aciclice, și 
anume fascicoleie moi. Se numeste fascicol moale (sau leneș) pe spațiul para- 
compact X orice fascicol F pe X avind POE că, pentru orice submul- 
time închisă A a lui X, aplicația de restricție pă: F(X} => F(A) este surjectivă, 


unde 
F(A): = lim F(U) și pă: = lim pă. 
— -> 
CSa U>A 


Aceasta inseamnă că, pentru orice vecinătate deschisă U a lui A în X ṣi orice 
secfiune se F(U), există o secțiune ie F(X) asttel încât iy = sẹ cînd xe A. 
vident orice fascicol flase pe spațiul paracompact X este un fascicol moale. 
Ca aplicaţii ale teoremei lui de Rham abstracte se pot obține două teoreme de 
nunportanță fundamentală în matematica modernă: teorema lui de Rham 
(r. formă diferențială (pe o varietate diferențiabilă)) și teorema lui Dolbeault 
(7. formă diferenţială (pe o varietate complexă)). (M. 7.) 


corp Banach, algebră Banach care este și un corp. Dacă X este o algebră 
Panach complexă comutativă unitară și dacă X este nn corp, atunci X este 
izomoriă cu algebra numerelor complexe (fcorema Gelfand-Mazur). Dacă 
într-o algebră Banach complexă unitară X, norma satisface condiția || xy || = 
= |x ||- liy į oricare ar fi elementele x, y, atunci X este un e.B. (R. C.) 

corp borelian v. clasă de multimi 

corp ordonat arhimedian v. corpul numerelor reale 

corp valuai v, valoarea absolută, corpul numerelor reale 

corp topologic v. corpul numerelor reale 


corpul numerelor complexe, un corp comutatiy C satisfăcînăd condițiile 
următoare: ]) Corpul numerelor scale R este un subcorp al ui C; 2) Ecuația 
z2 + l= 0 are rădăcini în C; 3) Pentru orice corp C’ cu proprietăţile 1) şi 
2), există vn unic morfism de corpuri pp: C — C’ care lasă fixe numerele reale. 
Teorema de unicitate. Dacă C și C” sînt două corpuri ale numerelor complexe, 
atunci există un unic izomorfism 6): C -+ C° care lasă fixe numerele reale. 
(Rezultă imediat din condiția, 3)), 


Teorema de existență, Există un corp al numerelor complexe. Ex.: Există 
diverse modele „naturale“ pentru e.n.c. Un model este corpul C: = Ri] / 
(1+ 42), unde R[aj este inelul polinoamelor în nedeterminata x și cu cog- 
ficienți numere reale, iar {1 -+ a?) idealul generat în acest inel de polino- 
mul l -F xê, Un alt model este corpul C al tuturor matricilor de forma 


m a 
ze A z yeR, 
F x 


cu operațiile de adunare și înmulțire de matrici în sens uzual. În cele ce 
urmează, vom descrie modelul geometric, utilizat în mod curent în. geometrie 
și analiză, Considerăm planul numeric real R? = RXR. Elementele lui RÊ. 
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pe care le numim vectori, sînt perechile ordonate z = (x, y} de numere reale 
x,y. Operaţiile vectoriale în R? se definesc prin egalităţile: 


(x,y) + (x, y) = (x+, y +y’), pentru (x, y)e R? și (7, y)eR?; 
A(x, y) = Ax, ày), pentru 1eR și (x, y) eR? 
Vom defini acum o a treia operație în R?, anume înmulţirea complexă: 
(7 y) (0,7) = (x — yy’, xy + 9), pentru (x,y) si (0 y’) e R? 


În particular, pentru orice număr real } şi orice pereche (x, y)e'R? avem 
Alz, y) = (à, 0)(z, y), ie. înmulţirea scalară în R? este un caz particular de 
înmulțire complexă. Este imediat faptul că R? împreună cu operaţiile de 
adunare vectorială şi înmulțire complexă definite mai sus este un corp. Acest 
corp va fi notat prin C și va fi numit c.n.c.; elementele acestui corp sint deci 
numerele complexe. Pentru a justifica axiomatic această definiție, să observăm 
mai întfi că, aplicaţia injectivă 7: R —C, definită prin 3(x) = (x, 0), este un 
morfism de corpuri. Se convine atunci să se identifice numărul real x cu numărul 
complex j(2); cu această identificare R apare ca subcorp al lui C. Apoi, dacă 
se notează prin i numărul complex (0,1), numit unitatea imaginară, se verifică, 
ușor că i? + 1 = 0, deci ecuația 2? + 1 = 0 are rădăcini în C, și anume z =: 
= 4 i. În fine, este ușor de văzut că Œ verifică și condiția universală 3), deci 
C este într-adevăr un corp al numerelor complexe în accepție axiomatică,, 
=” orema fundamentală a algebrei, Pentru orice polinom 


P(2) = z” + a-l ut aa 


de grad n> | şi cu coeficienți în C, ecuația P(2) = 0 are cel puţin o rădăcină 
în C (şi deci exact n rădăcini), 

Deoarece orice număr real y este identificat cu numărul complex f(x) = 
= (x, 0), se vede că orice număr complex z = (x, y) eC admite scrierea unică: 
z= x+iycu x,y eR cC. Pentru orice număr complex z = (x, y) = x + 
+ iy, x se numeşte partea reală a lui z, iar y partea imaginară a lui z; se notează: 


Re z: = x şi Im z: = y (sau, respectiv, re z și im 2). 


Numărul complex z se numește pur real (sau, simplu, număr real) 
cînd Im z=0 și pur imaginar cînd Re z = 0. Pentru orice număr 
complex z = x -+ iy, conjugatul lui z este numărul complex 3: = — iy. 
Conjugarea complexă este aplicația c:C—C definită prin c(z): = 3. Este 
clar că aplicația c este un endomorfism al corpului C, t.e. : e(z + 27) = ofz) + 
+ e(z), c(zz) = c(2)e(z), z, ec; c(l) = 1. In plus, coc=id, deci e 
este o aplicație bijectivă şi ot = c; c este deci o aplicaţie involutivă. De 
asemenea, c(z) = z dacă și numai dacă z este real. În particular, c lasă fixe 
punctele reale şi, cu excepţia identității lui C, este singurul endomorfism al 
lui C cu această proprietate. Pentru orice număr complex z = x + iy, modulul 
lui z (sau valoarea absolută, sau norma euclidiană) a lui z este numărul real 
pozitiv z definit prin egalitatea : |z|? : = z3 = 42 + 92. Avem: |z| = 0az = 
= 0; +z |s lt h zi = jii și lil = 1. În particular, |z} > 0 
pentru orice z. Astfel C este un corp valuat (cu norma euclidiană), în particular 
un corp topologic; acest corp topologic este conex, local conex, local compact 
şi cu bază număsabilă. Corpul valuat C este deci planul numeric real R? înzeş- 
trat cu înmulțirea complexă și cu norma euclidiană, deci esențial același lucru 
cu planul euclidian înzestrat cu înmulțirea complexă; termenul curent folosit 
pentru această noțiune este acela de plan complex. Pentru z pur real, norma 
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euclidiană a numărului complex z coincide cu norma euclidiană a numărului 
real z, ie. R este un subcorp valuat al corpului valuat C. Structura de corp 
valuat a lui C este semnificativă în analiză şi permite definirea unor noțiuni 
importante: spațiu normat complex, spațiu Banach complex, spațiu Hilbert 
complex etc. (W. J.) 

corpul numerelor reale Prin corp se va înţelege un corp comutativ. De- 
finiția axiomatică a c.n.r., datorată lui Hilbert, consideră e.n.r. drept un corp 
ordonat satisfăcind o condiție suplimentară de completitudine. Un corp ordonat 
esie uu corp K în care este dată o mulțime P de elemente din K, satisfăcînd 
axiomele următoare: a) 0P; b) Dacă xe K şi x#0, atunci ye P sau 
—xe F; c} Dacă x,yeP, atunci y+ ye P și sye P. Corpul numerelor 
raționale Q, împreună cu P: ={xe Q |xz> 0}, este un corp ordonat. Fie H 
un corp ordonat şi P mulțimea elementelor sale strict pozitive. Se scrie x < y 
sau y > y cind y — xE P, și x&y sau ysy cind x< y sau y = y. Relația 
„ss“ este o relație de ordine totală în K. Se spune că un element ze K este 
strict negativ cînd x < 0 (sau, echivalent, —ax > 0). Se spune că elementul 
xe K este pozitiv cind x 20 şi negativ cînd x&0. Corpul ordonat K se nu- 
mește arhimedian dacă pentru orice cuplu de elemente x, ye P, există neN 
cu proprietatea nx > y. Ex.: Corpul ordonat Q al numerelor raţionale 
este arhimedian. Prin morfism de corpuri ordonate de la corpul ordonat H 
la corpul ordonat K’ se înțelege o aplicație ọ : K — K’ astfel încît: a) p este 
crescătoare; b) œ este morfism de corpuri, ie. p(x + y) = pla) + ẹ{7) 
ẹ{z7) = e(2)e(9y), (1) = 1. Morfismul de corpuri ordonate ẹọ se numește 
izomorfism de corpuri ordonate dacă q este o aplicaţie hijectivă. Prin definiție 
(Hilbert), un corp al numerelor reale este un corp ordonat complet, t.e. nn corp 
ordonat R cu proprietatea că orice mulțime nevidă majorată în R are margine 
superioară. Menţionăm că orice corp al numerelor reale este un corp arhimediau. 
Teoremă. 1) Există un corp al numerelor reale; 2) Dacă R și R sînt două 
corpuri ale numerelor reale, există un unic izomorfism de corpuri ordonate 
P:R = RK. 
Teorema de existență trebuie înțeleasă în sensul următor: Există un corp 
a) numerelor reale în ipoteza că există o mulțime a numerelor naturale, t.e. 
o mulțime N satisfăcînd axiomele lui Peano. Cum reciproca este imediată, 
rezultă că existența unui corp al numerelor reale este echivalentă cu existența 
mulțimii numerelor naturale sau, în alți termeni, axiomele numerelor reale 
conținute în definiția lui Hilbert sînt echivalente cu axiomele lui Peano. Pe 
de altă parte, pentru existența mulțimii N a numerelor naturale se face apel la 
așa-numita „axiomă a infinitului“ care este una din ipotezele tulburătoare ale 
matematicii. Demonstrația teoremei de existență constă în construirea, 
unui model concret pentru c.n.r. Modelul pe care-l propunem aici este 
o variantă a celui clasic al lui Dedekind și a fost sugerat, printre : lţii, de Little- 
wood. Deoarece se presupune că există o mulțime N a numerelor naturale, 
există de asemenea un corp Q al numerelor raţionale; trecerea de la N la Q 
se face prin operaţii simple de algebră elementară. Fie P(Q) mulțimea părților 
lui Q şi fie R mulțimea tuturor elementelor ze P(Q) satisfăcînd condițiile 
următoare: a) x este o mulțime nevidă și majorată; b) x nu are un cel mai 
mare element; c} Dacă rex, eQ și ry’ sr, atunci rez. Mulțimea R se 
ordonează prin relaţia de ordine a lui P(Q), i.e. prin incluziune de mulțimi. 
Aplicația j : Q — R definită, pentru orice 7 e Q, prin egalitatea f(r) = (pe Q] 
p < r} este injectivă și crescătoare. Vom defini acum două legi de compoziție 
în R, o adunare şi o înmulţire. Dacă x, ye R, suma x + y se defineşte prin 


egalitatea x + y: ={r +r |rex, rey). Notăm că opusul —z al unui 
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element + din R în raport cu adunarea precedentă se calculează prin —x = 
= j(—r) cînd x =(r) pentru un re) şi prin —x=freQ|ri+r<o0 
pentru Ye a! cînd 70). Produsul xy a două elemente y, yeR se 
definește în mai multe etape. Dacă unul cel puțin din elementele x și y este 
egal cu 3(0), se pune xy = 0. Dacă x > (0) şi v> (0), se pune 


xy : = fre Qi 70 sau există v'e x și r'e y astfel înctt > 0, r"> 0 


(T 


Dacă x < j{0) şi y > j(0) se pune xy : = 
se pune ay: = —a(—y). În fine, dacă x -< 740) 
= (—2)(—y). Corpul R înzestrat cu adunarea si lait detinite mai sus 
este un Corp al numerelor reale, î.e. satisface ainu lui Hilbert, Vom conveni 
să considerăm acest corp R drept e.n.r.; elementele lui R le vom numi pumere 
reale, Aplicația f : Q = R definită mai sus este un morfism injecliv de corpuri 
ordonate, î.e. induce un izomorlism de corpuri ordonate între corpul Q și un 
subcorp ordonat 7(1)) al lut R. Pentru orice ye Q se convine să se identifice 
numărul rațional y cu numărul real ir), i.e. să se considere corpul ordonat Q 
drept un subcorp ordonat al lui R. Poutru orice număr real x, modulul {saun 
valoarea absolută sau norma cuclidiană) & lui x este numărul real pozitiv v 
definit prin [a] == max (x, — x). Avem proprietăţile următoare: || == 0 <> 
<a ze 0 ay -dyb æy == ll ll; Hf =f Astiel R este un corp 
valuat (cu valoarea absolută euclidiană), în pai ular un corp topologice; 
acest corp topologice este conex, local conex, local compact și cu bază numă- 
rabilă. Considerat ca spaţiu topologic şi ca mulţime ordonată R se numeşte 
dreapta reală (sau dreapta numerică reală). Obs. O construcţie alternativă a 
gnr., datorată lui G. Cantor, se obtine folosind şiruri Cauchy de numere ra- 
tionale. Un șir {ru} de numere raționale se numeste sir Catchy dacă, pentr u 
orice număr rațional s > 0, există ve N, oa incit Iry — yof < e cind v, v > 
=y Două astfel de șiruri & anchy (7u)y Și {rijv se numesc echivalente dacă şirul 
{ry = riy converge la 0, ie. pentru orice număr raţional e >O, există weN, 
astfel încit |n, — re | < e cind væv Mulțimea tuturor claselor de echiva lență 
de şiruri Canchy de numere raționale are o structură evidentă de corp ordonat 
complet, deci canonic izomorf cu c.nur. (M. J.) 


“corpul R* din analiza nonstandard Fie R(N) inclu! aplicațiilor lui N în R. 
Submulţimea F(N) a lui R(N) a aplicațiilor cu suport finit {ż¿.e. nule pe comple- 
mentara unei mulțimi finite) formează un ideal in R(N). Conform lemei lui 
Zorn, există în E(N) un ideal maximal M care conține pe F(N). Factorizarea 
lui R(N) prin M conduce la corpul R* nearhimedian şi necomplet, care conține 
strict pe R. Trecerea de la R la R* este similară trecerii de la Qla R. Într-adevăr, 
un număr din R* este o clasă de șiruri echivalente de munere reale, două șiruri 
fiind echivalente dacă diferă printr-un șir din idealul maximal M (v. numere 
şi funcţii în analiza nonstandard). (S. M.) 


corpul scalariiar v. spațiu liniar 


a Dacă z> j0) giye io ) 


y = 7(0) se puue xy = 


_ criteriul de comutativitate al iui Schwarz v. diferenţiala functiilor numerice 
m criteriul de comutativitate al lui Young v. diferenţiala funcţiilor numerice 
"criteriul de semiconvergenţă al lui Abel (în cazul seriilor) Fiind date șirurile 
de numere complexe tun), 30 și Penh o fie up: = Upi — un Şi Vni = 
= W F t Un n n>0. Presupunem că sînt verificate condițiile urmă- 
toare: 1) lim up = 0; 2) Ly PA < vo; 3) Şirul (Vai 3 œo “ste mărginit. 


a n>=0 


dy y ta ze 


3, 
è| 


A 
| 
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Atunci seria, y unün este convergentă (în general, numai semiconvergentă) 


pati 
și are loc egalitatea y atm = = y uh Vn, în particular inegalitatea 
10 n=0 
t = 
y untn [SM y lu, |, unde M: = sup |Val. 
n>0 | n0 n>0 
>œ (—1)”- E 
Ex.: Considerăiu seria y De = le o ol Dacă punem un = 
ngl n 3 
== Şi vn = (— i se vede că sînt verificate condițiile criteriului lui 
n 
a mai Pie 1 
Abel, deci seria Şi = — este convergentă. (M. J.) 


nzi n 
criteriul de semiconvergență al lui Abel (pentru integrale improprii) Fie 
I= (a,b), unde —% < a<bs 4-00, și fie u şi v două funcții complexe pe I 
astfel încît: 1) lim u(x} = 0; 2) ue CLU) şi derivata w’ a lui u este o funcţie 
Iaz >b 

(absolut) integrabilă pe 7; 3) Funcţia v este continuă şi cu primitivă mărginită 
b—0 

pe Î. Atunci iniegrala improprie u(x) v(x) dx este convergentă şi are loc 
4 

identitatea 


b—0 D 
| uqa, vfa) dx = — | (x) F(x) da, 


a t 


EJ 
unde V(x): =f e{i) dé, xe 7, în particular inegalitatea 
i 


ph 0 
| | u(x) vix) da 


a | 


b 
<u f le'{x)] dx, unde M : = sup |F{x})l. 


a „el 


2 sin x „sin x 
Ex.: Considerăm integrala improprie --— dy, unde funcția 
o 


se 
Ea x 


consideră egală cu | în punctul x = 0. Este suficient să stabilim convergența 
integralei pe mnlțimea 7 = [1, co). Dar în acest interval sînt înâeplinite con- 


t ; 
dițiile teoremei precedente pentru u(x) = == si v(x) => sin x. Astfel integrala 
x 
y * sin y 
improprie ——— dx este convergentă, deci la fel este integrala improprie 
C O X 
ce sin y 
m dx. (M.J.) 
o x 


criteriul lui Cauchy de existență a limitei v. șir numeric 

cub (centrat într-un punct) v. derivarea măsurilor 

curbă (în R”), o clasă de drumuri în R” echivalente, C. este simplă, inchisă 
respectiv rectificabilă, după cum drumurile din ca sînt simple, închise, respec 
rectificabile,  ($.M.) 
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curbă bicaracteristică Ecuația Hamilton-Jacobi si întegrarca sa. Fie p = 
= p(x, £) o funcţie definită pe fibratul cotangent T*(R”), 


(op a dp ê 
H, = X [> — —- — — 
á w VEZ ; ) 


î=1 


cimpul hamiltonian de vectori asociat lui p. Ecuațiile care definesc curbele 
integrale alc Iui Hy, 

d 2 Și dý; Cj i X d 

dre RI A Cc BERII PND E 98 AN E e RE 

dż iF dt LERI 


se numesc ecuațiile Iui Hamilton. Funcjia p este constantă pe aceste curbe, 
situate în fibratul cotangent și în caz că se anulează pe o astfel de curbă, aceasta 
se va numi bicaracteristică (sau bandă bicaracteristică). Proiecţia unei bicarac- 
teristici pe bază se numeste c.b. O bicaracteristică apare deci ca o aplicaţie 
C”: 7 = T*(R2), Z fiind un interval de pe dreapta reală. Soluţiile ecuaţiilor 
lui Hamilton care nu se pot prelungi în afara intervalului T se numesc bicarac- 
teristici maximale, iar proicețiile lor c.b. mazimule. Ecuația caracteristică 
(denumită și ecuatia Hamilton-Jacobi) este ecuația p(x, grad q(2)) = 0, iar 
suprafața q(x) — c este caracteristică în punctul x dacă funcția e verifică 
ecuația caracteristică în acel punct. Sub formă analitică, teorema de existență 
a soluțiilor ecuației Hamilton- Jacobi este următoarea: Dacă p(0, m) = 0, 
A 2240, 4) ; r 
unde (0, n} este un vector cotangent iar ———— ~ 0 şi dacă b este o 


i< n, atunci 


funcție indefinit derivabilă în R#-1 astiel ca 


b 
xi i 
există o vecinătate a originii în R” și o solnție unică ọ (deci p(x, grad ọ(x))= 0 
în această vecinătate) verificînd condițiile inițiale 
29(0) 
ela a... Vne: 0) iei (x, e” Xn) = Tie 
x 
Sub formă, geometrică acest enunț revine la faptul că dacă o subarietate Sg 
de dimensiune n — | din fibratul cotangent nu este tangentă la Hp în nici 
un punct al său, dacă p se anulează pe Se și dacă forma g = > dë; A dap 


restrinsă la Sọ nu este nulă, atunci reuniunea bicaracteristicilor jul p ce pleacă 
din S, generează o suprafață n-dimensională caracteristică, în fiecare punct. 
în teoria, ecuaţiilor cu derivate parțiale această teoremă se aplică funcțiilor 
plx, E) ce sînt simboluri principale de operatori diferenţiali (sau pseudodi- 
ferențiali). Forma o se numește forma simplectică (sau 2-forma fundamentală). 
Aceleași definiții și rezultate se obțin atunci cînd se consideră funcția p de- 
finită pe T*(X), X fiind o varietate diferențiabilă; cîmpul hamiltonian Hp 
se definește invariant prin: 


<t, dp > = o{t, Hp) pentru orice te F(7*(X)). (G.G) 


curbă eliptică v. latice de perioade, funcție modulară 
curbă integrală v. fibratul tangent 


=. 
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curentul definit de un sistem de ecuații diferenţiale, aplicația care asociază. 
punctului inițial (70, xo) și argumentului ź, valoarea în a soluţiei determinate: 
de condițiile inițiale considerate. Pentru sisteme de forma x’ == f(x) curentul 
x% are proprietatea că x(t; fo, Xo) = v(? — fo, Xp) şi y definește un grup de trans- 
“ormări cu un parametru y(t, 49) = Tula), Ti(Ta(xo)) = Ziastzo), Tolto) = Xo 
pentru orice yọ (4.H. 

cuvînt v. monoid 

cvasiintegrala unei funcții (în raport cu o măsură Radon) v. integrala 
Superioară și integrala inferioară (în raport cu o măsură Radon) 

cvasincrmă, funcţională reajă q definită pe un spațiu liniar A, satisfăcînd 
condițiile: g(x) = 0 <> x = 0; qix -+ y)ssa(z) -+ gly); a(— x) = ala). Dacă q 
este o c. pe spațiul liniar X, atunci formula d(x, y) = q(x — y) defineşte în 
X o distanță invariantă la translație (î.e. d(x + z, y -+ 2) = d(x, y), Yx, y, z€ 
e X). Ea se numește distanța asociată c. q. Reciproc, dacă d este o distanță in- 
variantă la translație într-un spațiu liniar X, atunci formula q(x) = d(x, 0) 
definește o c. pe spațiul X. Prin topologia definită de o e. se înţelege topologia 
definiti de distanța asociată c, Această topologie nu este întotdeauna o topo- 
logie liniară. De exemplu, considerînd spaţiul liniar CUR) al funcțiilor reale 
continue definite pe dreapta reală, formula 


aţa) = sup { [xH (1+ x(t) |! teR), xe COR) 


defineste o e. pe C(R) dar topologia dată de această c. nu este liniară, 
(R. C.) 


cvasivariația unei măsuri v. variație; semivariatie; cvasivariație 


densitate a unei mulțimi într-un punct v. punct Lebesgue al unei funcții 

densitate de distributie v. măsură gaussiană 

densitate de repartiție v. măsură gaussiană 

densitatea unei măsuri Radon vectoriale (în raport cu o măsură Radon 
pozitivă) v. măsură Radon vectorială 

dependenţă funcțională Fie E o mulțime nevidă și u: E — R o funcție. 
Fie fi, fas m: E > R alte m funcţii, m >1. Vom spune că u depinde de 
funcțiile fufa -nJm pe o submulțime nevidă A c E dacă, există o mulțime 


B e R” astfel încît (f(x), fa (2), -o /m(a))e B pentru orice xe A şi există o . 


functie U: B >R astfel incit u(x) = U(/,(20), fa), -= fm(2)) pentru orice x 
din A. Ex.: 1° Fic E o mulțime nevidă și fie u: E — R o funcție oarecare. Vom 
considera o funcție injectivå oarecare f: E > R. Atunci u depinde de f pe E. 
2° Fie f g, h: R? =R, definite prin f(x, y, z) = x3 y? p 20, gix, yz) = 
= x+ ypz şi h(x, y, z) = yz -4 zx -H xy. Atunci f depinde de g și k pe 
R3, A depinde de f și g pe RÌ, dar g nn depinde de f și k pe R3. Revenim 
Ja cazul general și considerăm o mulțime nevidă FE, precum şi m funcții 
Jo Joco fm E >R, m >1. Se spune că fy fz -o fm Sint în d.f. pe o mulţime 
nevidă 4 c E dacă cel puțin una din ele depinde de celelalte pe mulțimea A. 
Dacă E este un spaţiu topologic, vom spune că funcțiile f,, fa, -fm Sint tnde- 


pendente într-un punct a din E dacă pentru orice vecinătate V a lui æ nici 
una din ele nu depinde de celelalte pe V. În același context, vom spune că 
fo fa -n fm sînt independente pe o mulțime Fe E dacă sînt independente în 
orice punct din F. Se arată că dacă fyfa +. fm sînt în d.f. pe o mulţime 
Ac E, atunci mulțimea {{f (x), falx), -o Jm(2)) | ze Ale R” nu are puncte 
interioare. Vom considera că E este o submulțime nevidă a lui R”, n > 1, 
a este un punct interior al lui E, iar funcțiile fp fo dm E—>R au 
derivate parțiale continue pe o vecinătate a lui a. Dacă rangul matricii 


(2 w) este exact m, atunci funcțiile f}, fp, -o fm sînt indepen- 
dă; 1Sim, 1SiSn 
dente în a. Dacă rangul matricii de mai sus este 7 < m, atunci există o veci- 
nătate U a lui a astfel încît printre cele m funcții f,, fa, +» fm să existe 7 funcții 
independente pe U, iar celelalte m — r funcţii să depindă de ele pe U. În 
particular, dacă m > n, funcțiile fi, fas e» fm nu pot fi independente în nici un 
punct. (1.C.) 

derivare în algebra Ci, v. spațiu tangent 

derivare numerică, capitol al analizei numerice care se ocupă cu aproxi- 
marea derivatei funcțiilor numerice. Cel mai utilizat procedeu este aproxi- 
marca derivatei f’ prin derivata unui polinom de interpolare. Derivînd oricare 
din formulele de reprezentare a polinomului de interpolare se obține o formulă 
de d.n. Pentru evaluarea erorii se folosesc rezultatele de la interpolare. Are 
loc, spre exemplu, următoarea teoremă: Fie 


fila ba, (ape zajela a", keN. 


Qn 
= 
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Dacă f este de clasă Ch+k, atunci pentru orice xefa, b] și pentru orice 
ie (0,..., k} există; în acoperirea convexă a mulțimii (x, ..., n, x) astfel ca; 


i!l ; A i 
PEET Cift (6i) od (x), 


k 
FO PAS zooo aa = Y 
1=0 


n 

unde w(x)-=- J] (x — xi) (GGr.) 

; i=] 

derivarea funcţiilor monotone Dacii f este o functie monotonă definită, 
pe un interval I c R, atunci f este derivabilă a.p.t. (ie. mulțimea {xef Sa 

asto 7 Pi zi - sxlita bilă în ra te ^ 
nu este derivabilă în v} este neglijabilă în raport cu măsura, Lebesgue pe i) 
(isernă Jui Lebesgue), Se mai arată că funcția g: I >R, dată prin g(x} 
=f (x) dacă J arc derivată in punctul x și g(x) este arbitrar dacă z nu are 
derivată în x, este măsurabilă Lebesgue. Dacă f: la, b] ->R este crescătoare 


fe dusf(b) — f(a), unde 


u este măsura, Lebesgue pe [e, b]. Dacă numim o astfel de funcţie g o deri- 
ay UR EAA x R $ 
vai & hai f şi notn g= f’, ultima formulă se serie o) dx < f(b}— f(a). 
x 


atunci funcţia g este integrabilă Lebesgue și avem 


avaliintea recinracă nu are lar? EEE, pa E, sa 
DAC ISI reciprocă nu are loc în general ; ca are loc pentru funcții absolut 
continue, Fie {Jn}a uri yir de funcţii reale definite pe [a, b], toate monotone de 


a 
acelasi seus, Se presupune Că seria da ictii A? TER E ai di 
aşi sens, Se presupune că seria de funcții Yy În este convergentă si fie 
n=l 
. co 
fila, dl— R suma ei (care este monotonă de același sens). Atunci avem y Tula) = 
r EL =: 
nl 


— d ș: i ea x . . 
=f (x) a.p.t, in raport cu măsura Lebesguc (teorema lui Fubini asupra de- 
vivării seriilor de functii). (I.C) 
deriva x s d d ` : x îi ARE, 
Cerivarea măsurilor Fie {T, J, pu) un spațiu cu măsură, o-finită. Vom 
numi 7ejea în F (relativ la yu) un șir X = (Ana de mulțimi din F, mutual 
disjuncte, cu An = T (se mai numește și partiție a lui T). Un şir monoton 
- S 
de rețele este un şir (“inna de rețele cu proprietatea că pentru orice număr na- 
tural n avem: oricare ar fi A din Yap, există B din Ky astfel încit A c B. 
Un şir regulat (relativ la p) de retele este un şir {Xn}n de rețele cu proprietatea 
că pentru orice e > O și orice mulțime E din F există un șir (Apa de elemente 


din (J Xa astfel încât (N(Y A :))=0 şi e((4 A eNe) <z (este sufi- 
„n ; S k R 
cient ca proprietatea să aibă loc pentru mulțimile E de măsură finită aparținînd 
unui semiclan care generează pe 7). În cazul particular cînd T este o mulțime 
măsurabilă în RE și u este măsura Lebesgue pe T, un şir (na de reţele se 
va numi siy indefinit de fin dacă pentru orice x din T și orice e > 0 există, 
A în (J Xn astfel încât xe A şi diametrul lui A este mai mic decit e {v. mă- 
” 
sura Havsdorff). Orice şir indefinit de fin este regulat relativ la măsura Le- 
besgue. Vom considera un șir monoton de rețele (Oul şi funcția de mulțime 
a: 7 >R, unde 7 ceste o o-algebră pe T cu proprietatea că U Kreg şi 
n 


se presupune că o(4) este finit dacă u(A) este finit. Definim pentru orice 
număr natural n funcția dp: T— R. Definiţia se bazează pe faptul că pentru 
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; : Daa T : EA i dada) 
orice + din T există o unică A din Xa cu re A. Vom pune atunci n i 
= o(A)lu(4), făcînd convențiile: a) dn(x) = co, dacă u(A4) = 0 şi o(4) > 0; 
b) da(x) = — co dacă u(4) = 0 și o(4) < 0. Pentru orice x din T definim 

i vioară (r in ferioavă io n t cu p prin Do(x)= 
derivata superioară (resp. inferioară) a luio în x în raport y = 
= lim sup da(x) (resp. prin Do(x) == lim inf da(x)). Dacă — œ < Do(x) = 

» n 


= Bota) < 00, vom spune că o este diferențiabilă (sau derivabilă) în x fetala 
ia p și {Kan Vom nota valoarea comună Doţx) = Do(x) prin Do(x) și vom 
numi pe Do(x) derivata lui o în x relativ la y și (“Han 

Teorema de densitate (varianta I). Fie {Xa}n un şir monoton și regulat (relativ 
ia u) de rețele şi FeY. Definim v: J =R} prin v(4) = u(4NF)= 


-Í prdu. Atunci avem Dyv(x) = pp{x)v-a-p.t., unde pp este funcția ca- 
A 


racteristică a lui F. mn 
Teorema de diferențiere (de derivare) a integralei nedefintie (variana n) EE 
(Oana un şir monoton și regulat (relativ la p) de rețele și fiT = R o funcție 


w-integrabilă. Definim o: 7 —> R, o(£) = (s dp. Atunci Do(x) = f(x) p-a.p-t. 


În ceea ce privește legătura cu teorema Radon-Nikodym și teorema de deem 
punere a lui Lebesgue se arată că: dacă v: 7 — R este o măsură Homia 
aditivă reală și v = v; + v este descompunerea sa Lebesgue teati i B 
unde v, este absolut continuă în raport cu u şi măsurile Va ȘI y sînt singi ag 
Y, fiind concentrată pe mulțimea p-neglijabilă Heg, avem peniru orice 


din F relaţia v{E) =v(HNE) +A Dvi(x)dy{x). Aici Dy) este derivata lui 
i E 


v în raport cu p, relativ la orice șir monoton și regulat (relativ la p) de i 
tele (Oin)n (teorema de diferențiere (de derivare) a măsurilor) (varianta D: 
Acum vom considera un caz particular, anume: 7 este o mulțime deschisă 
nevidă inclusă în RE, este mulțimea părților măsurabile Lebesgue ale lui 
T şi u este măsura Lebesgue pe T. În acest caz se poate renunța la specifi- 
carea rețelei după care se face derivarea, Dacă xe T, vom numi cub centrat 
; A Í 
în x un interval de forma IN! [ag — e, yte] inclus în T, unde e este număr 
i=l . . Nu ` . N 
strict pozitiv. Vom mai considera o o-algebră, E de mulțimi ae le o le A 
gue care include mulțimile boreliene ale lui T. Vom spune că un șir { nn A 
mulțimi din Ð tinde regulat la x din T dacă: a) p(En) > 0 pentru i a 
b) Există un număr 1 <a < œ şi un şir (Kana de cuburi iei 0 cs oa 
încît En c Ka și (En) {En S&a pentru orice n; c) ò(En) — 0, un e S(E5 
este diametrul lui Ep. De exemplu, pentru k =1, putem lua En = “4 Să a 
x+an], sau En = [x, x+an], sau En = [x — an, x}, unde fan} este gi și 
numere strict pozitive care tinde la zero. Fie acum și o: X— R o măsură nu- 
mărabil aditivă cu o(£) finit dacă (E) este finit și x în T. Derivata superioară 
vegulată a lui o în x este D,o(x)=sup lim sup o(En)/p{En), iar derivata inferi- 
Ep n ` 


oară regulată a lui o în x este D,o{x) = inf lim inf o(En)/ (En), unde superiorul 
Ea n 


sau inferiorul se ia după toate şirurile {Ep}n care tind regulat la x. Dacă 
— æ < D,ø{4) = Dio) < œ, atunci vom nota D,o(x) = D,o(x} = 
= D,o(z) şi vom spune că o este diferențiabilă (derivabilă) regulat în x iar 
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D,o({x) se va numi derivata regulată a lui o în x (sau derivata lui a în x). În 
acest caz avem D,o(x) = lim o(En)/p(En), unde {Ep}n este un șir oarecare 
bă 


care tinde regulat la x. 
Teorema de densitate (varianta II). Fie Fe 5. Definim v: $ => R, priu o(4)= 


= p{4 NF) -j ep dp. Atunci avem Dpv(2) = er(4) p-a.p.t. 
3 ; 
Teorema de diferenţiere (de derivare) a integralei nedefinite (varianta II). Fie 
f: T >R o funcţie p-integrabilă și o: J> R, ata fdp. Atunci D/o(z)= 
A 


= f(x) papt. pe T. A iy , i 
În cazul unei măsuri numărabil aditive o: 5 > R, D;o(x) există și este 
finită u-aproape pentru orice « in T și există o mulțime H e Ņ cu p(E)= 


= 0 astfel incit (4) = o(4 NH) + í D;o(x) du(2) pentru orice 4 din X 
Á 


(teorema de diferenţiere (de derivare) a mäsurilor) (varianta Îl). (Z. C.) 

derivata aproximativă Fie S o mulțime măsurabilă din R. Un punct x 
din R este de densitate pentru S dacă lim (m(S N 7)/m(7)) =i pentru 
(7) = 0, unde m desemnează măsura Lebesgue, iar I este un interval centrat 
în x. O funcţie reală f definită pe o vecinătate a Jui x este derivabilă aproxi- 
mativ în x dacă există o mulțime S$ pentru care x este punct de densitate, 
astie] încît lim((f(3) — flx) (y — 2)) pentru y = x, ye S, există şi este finită, 
Valoarea limitei este d.a. a ini f în x. Sin.: derivată asimpiotică. A fost introdusă 
de A. Denjoy și A1. Hincin. (S.M.) 


derivata arcolară (în punctul Z% & funcției complexe f de variabilă com- 
plexă 2), limita 


1 z 
: pei NL 
Dy = lim E Ea 
D 1 
e A dw 
T Ji 


cînd domeniul d conținînd pe 2) se află cu 
și de rază tinzînd la zero, la numărător aflindu-se integrala lui Cauchy a func- 
ției (într-un domeniu D > d) f pe curba închisă, și rectificabilă c care delimi- 
tează domeniul d iar la numitor aria acestui domeniu. Dacă f nu îndeplinește 
condițiile de monogeneitate ale lui Cauchy, d.a. măsoară gradul de ncolo- 
morfie al funcţiei f în zp Noţiunea a fost introdusă în 1912 de matematicianul 
român Dimitrie Pompeiu. (S. M.) 

derivata calitativă, limita calitativă (dacă există) a raportului (f{x} — 
— Jia))/(z — a). Existența ei în fiecare punct al unui interval Z c R implică 
existența, derivatei ordinare pe T și egalitatea lor, de îndată ce f este continuă 
pe I. Dacă o funcție reală de prima clasă Baire, cu proprietatea lui Darboux, 
admite d.c. finită sau infinită, cu excepţia unei mulțimi cel mult numărabile, 
și dacă această derivată este pozitivă, a.p.t. pe intervalul Z, atunci funcția este 
continuă și crescătoare pe I. (S. M.) 

derivata congruentă Fie 
se acumulează în zero. Fie 
este limita (dacă există) 


prins într-un disc cu centrul în Za 


Q o parte a lui R care nu conține pe zero dar care 
J: 7 >R. Derivata Q-congruentă a lui f în ae! 


fete) = tim EASO, 
gaz 


h0 h 
keQ 
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A fost introdusă de Sindalovslii, care a arătat că în condiţii adecvate pentru 
Q se poate obține un analog al teoremei Denjoy-Young-Salis. (S, M.) 

derivata exterioară v. formă diferenţială (în R”), formă diferențială (pe 
o varietate diferențiabilă) 

derivata Fréchet Fic X și Y spatii liniare normate {cu acelasi corp al scala- 
rilor) si P(X, Y} mulțimea operatorilor liniari și continui care aplică X în Y. 
Dacă A este o vecinătate a unui punct xo din X, un operator U: A — Y se 
spune că este un operator derivabil (sau diferentiabil) Fréchet în punctul xg 
dacă există V e L(X, Y) astfel ca 


lim LU (ag + z) — U(x — Vll 


ia "li 
ijz! —=>0 ilzli 


== 0, 


Operatorul V este unic, se notează U(x) și se numește d.F. în «pa lui U. 
Pentru orice ze X, elementul (U'(x0)) (5) se numește diferenţiala Fréchet a 
lui U în xg și se notează dU (xp; z). Dacă E c X este o multime deschisă și 
dacă U : E — Y este un operator derivabil Fréchet în orice punct ze E, atunci 
se spune că U este derivabil Fréchet pe E. Aplicația x — U'(x) se numeste dF, 
alui U pe E și se notează U’. Dacă U este un operator derivabil Fréchet într-un 
punct xo atunci U este continuu în punctul xp. Dacă U: X — Y este diferen- 
țiabil Fréchet într-un punct x, atunci U este diierenţiabil Gâteaux în xg şi 
pentru orice ze X, dU (xg; 2) = XU (xo; 2) (în membrul drept fiind diferen- 
tiala Gâteaux). Dacă U e R(X, Y), atunci U este derivabil Fréchet pe X și 
U(x} = U pentru orice yve X., (R. C.) 

derivata Fr&chet la dreapta (la stînga) v. derivata Fréchet laterală 

Ġerivata Fréchet laterală Fie X un spațiu jiniar dirijat care este și un spatiu 
Banach în care conul pozitiv este închis în topologia normei. Fie C(Ă) mul- 
țimea operatorilor liniari care aplică X în X și care sint continui în toprlogia 
normei, O submulțime A a lui X se numește vecinătate la dreapta (resp. la 
stînga) a unui punct xp din X dacă există un număr e > 0 astfel ca xg + eS+ e 
cA (resp. xe — S4 C A), unde S4 este mulțimea elementelor pozitive ale 
sferei unitate deschise din X. O submulțime E a lui X se numeşte muljime 
deschisă la dreapta (resp. la stînga) dacă este o vecinătate la dreapta (resp. 
ja stînga) a oricărui punct al său. Dacă A este o vecinătate la dreapta a unui 
punct xp, un operator U: A — X se spune că este un operator derivabii Fréchet 
ja dreapta în punctul ag dacă există V e E(X) astfel ca 


aa NU + 2 — Uro = Vii 
lallo llzll 


Operatorul V este unic, se notează U(x) şi se numeşte derivata Fréchet la 
dreapta a lui U în xp. Dacă E este o mulțime deschisă la dreapta, un operator 
U: E — X se spune că este un operator derivabil Fréchet la dreapta pe E, dacă U 
este derivabil Fréchet la dreapta în orice punct al mulțimii E. Aplicația y — 
= U(x) a lui E în (X) se numește derivata Fréchet la dreapta a lui U pe E 
şi se notează Us. În mod analog se definesc noțiunile de operator derivabil 
Fréchet la stînga într-un punct sau pe o mulțime deschisă la stinga, precum și 
derivatele corespunzătoare Uiixo), U, Derivatele Fréchet la dreapta și la stinga 
(într-un punct sau pe o mulțime deschisă la dreapta, resp. la stînga) se 
numesc d.FI, (R.C.) 

derivata generalizată Fie T o mulțime deschisă pe dreapta reală, T unul 
din corpurile R, C și o, $ două funcții local integrabile care aplică T în P. 
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Dacă f, g sint respectiv distributiile definite de i í i 
aca fre s t P, 4 și dacă g este derivata 
distribuţiei f, se spune că ọ este d.g. a funcției q. Aceasta înseamnă că: 


(20 x(t) di = — ( (é) x(0) dt, Ve (7) 


(pentru notații v. distribuție). Într-on mod evident sc definesc derivatele par- 
tiale de ordin oarecare în cazul Te R”, (p.C) 


ivata ferioară a un ă tr- nct TA rt [6] sură 
der In el măsuri ntr-un punct în O cu SUE 

P pP > măsur 
V. derivata măsurilor 


derivata inferioară regulată a unei măsuri (într-un punct în raport cu 
o măsură) v. derivata măsurilor 


derivata lui Császár Fie A o familie de submulțimi i i 
ru a "ulțimi ale lui R cu proprie- 
tățiie: Dacă Sed și T c S, atunci Ted; Dacă (She este un șir da mul- 
At) i l 
țimi din ð, atunci (] Sy aparține lui S. Fie FIR >R, Ec R si ze 
k=:1 i ` 
Punem 


aP F sta) = inf (pi; {x; F(z) > y, xetijed) 


şi definim analog pe inf Fl). Punem apoi lim sup F (2) == 
i i xeE ui 5 j 
= lim sup z i ini a s lin i i Ji 
a aa N ata gt) și definim analog Eni F sta) jeum F sta). 
Luind în rolul lui /? (x) raportul din definiția derivatei lui F(x), obţinem ceea, 
ce vom numi -derivatele extreme și c-derivata lui F în Xo În sensul lui 
Császár. Derivata ordinară și derivata calitativă sint cazuri particulare 
stiinte ri [5) n { Ø} şi respectiv $ = clasa multimilor de prima categorie 
Baire în IR. Se obține un analog pentru numere cd-derivat i 
Denjoy-Young-Saks. (S.M.) i că ea i 
derivata ivi Garg Fie 7 un interval deschis di i fi i 
i Garg F t n R şi fie f: I -> R. Funcţia 
f este slab derivabilă in xo dacă a = min (D-f(z0), Dif(xe)) <max (DA) 
Pfa)? = p- Orice număr y cu proprietatea g ss y < 3 este o derivată slabă 
în sensul lui Garg a lui f în xe În mod analog, dacă Dtf(xo) SY SD-fl(ao 
il D-f(%o) < Y SD4 flo), atunci Y este o semiderivată în sensul lui Garg a 
ui f în 4g (semiderivată superioară dacă avem primele inegalităţi, inferioară 
dacă le avem pe celelalte). Orice funcţie continuă admite o semiderivată fi- 
nită în punctele unci mulțimi dense în Z. (S.M.) 
i g keel 
derivata lui Pompeiu Fie f: [0, 1] = R, unde jix) = y == 
n=i 2 
iar (an)n este un şir format cu numerele raționale din [0, 1]. Funcţia f este 
continuă şi strict crescătoare, Inversa g a lui f este derivabilă, cu derivată g 
ai aa Pangya g este ya și are proprietatea că zerourile ei formează o 
upime genså, a cărei complementară este de asemenea să în i 
ETE A senea densă în intervalul 
derivata parametrică a lui Tolstov f: œR es i i 
deri ] i ste :I = R este derivata parametrică 
: lui F: I >R dacă există p:J—R diterenţiabilă astfel încît compunerea 
i og este diferențiabilă pe J iar x = ọ{t), y = F(p(t)) constituie o reprezen- 
are parametrică a lui y = F(x) cu proprietatea dy = f(x) dx pentru orice 
xel (I şi J sînt intervale din R). Pentru ca f finită pe [a, b) să fie derivată 


(x — an) 
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parametrică a funcției y = F(x) este necesar și suficient ca f să fie integrabilă 
x 

Denjoy-Perron și F(x) = | f(t di (S.M.) 
B 


derivata parțială Se consideră un număr natural n > 2 și o mulțime A < 
c R” care are un punct interior d = (aj, az, e--, ap). Fie f: A—R o funcție. 
Fixăm un număr natural |ssi ss şi formăm mulțimea Aa) = (ze R] 
(ap, Ga, ee i-p X, iti see An) eA} care are pe a; ca punct interior. Perm 
funcția fat): Aati — R dată prin falx) =fla,, ag = i-p X, Ait uo an). r acă 
fa este derivabilă în punctul a; spunem că f este derivabilă parțial în raport 


d 
cu y; în punctul a şi notăm derivata lui faq) în a; prin T {a) sau Saila) sau 
oX 
Dy fla). Practic, calculul sc face după formula 


af | Jän z o i-o X, atip vu An) — flu a nu Qi-p fis eoan), 
—— (a) = lim tara 
x; sti xX — âi 


2 : : A 
Numărul 2 (a) se numeşte d.p. a lui f în raport cu 4; în punctul a. Cu 

Oxi tza : 
alte cuvinte, se fixează variabilele xy cu f # î, luînd xj = aj, se consideră 
astfel f ca funcție numai de variabila reală x; și se derivează această funcție 
de x; în x; = aş. De exemplu, dacă n = 2, vom scrie (x, Xa) = (x, y) şi 
(au, a) = (a, B). Atunci 


of _ fa B) — fie B), 2f =li Fe y) — flo n, 
a a 2 — 0, 2y wep 735 y—8 


Putem considera mulțimea A; = {ae A !f este derivabilă parțial în raport 


cu x; în a) și funcția d.p. ar : A; = R definită astfel: valoarea funcției 
ă 7 dă 


: of 
Bi în punctul a este A, (a). (Cu alte cuvinte, avem funcția at> -~ (a)) . 
BEZI REZI dxi 


f PEN N 
Dacă a este punct interior lui 4; și funcția Se: este derivabilă parțial în ra- 
Xi 


RA SETE 
port cu x; în a, vom nota d.p. a lui —— în raport cu sjin a prin (a) sau 


ĉxi 20% 
27 (a) sau fala) 
PI (a) sau j-2(a 
(a). d.p. de ordin doi a funcţiei f. 
VESES af of 
i of 2 t 
ntinua, scriind ———>=— (a) sau ———— (a) = (a) etc. 

doo VETTEL) 2x40xj0x%4 VESTER 
Se folosesc și notații de tipul DPD me.» a) ffa) pentru a desemna o d.p. 
de ordin m, = m, -p ne + Ma, anume de ordin m; în raport cu variabila rę 
(v. şi diferenţiala funcțiilor numerice). (I.C.) : 

derivata Radon-Nikodym (a unei măsuri în raport cu altă măsură) v- 


teorema Radon-Nikodym f | , PIA 
derivata regulată (a unei măsuri) v, derivarea măsurilor 


> 


Ia 


(a). În cazul cînd i = se mai scrie 


af 


(a) sau Dau 


sau Dys(a). Numim, în general, pe 
i 
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derivata secundă directă Fie f: (a,b) -R şi xe (a, b). D-sd. a lui Î în 
x este 


D(x) Sun la + h) — ra +I =h), 


A fost pusă în evidență de cercetările lui Riemann asupra seriilor trigonometrice. 
Sin.: derivata a doua directă simetrică sau derivata lui H. Schwartz. Acesta 
din urmă a arătat că dacă f este continuă și are o d.s.d. simetrică egală cu zero, 
atunci f este o funcție liniară pe (a, d). (5.M.) 

derivata selectivă Fie 1, un interval fixat în R. Din fiecare interval închis 
1 c I alegem un punct pp interior lui Z. Mulțimea punctelor astfel alese con- 
stituie selecţia S. Pentru xe T, şi pentru o selecție dată S, definim d.s. a lui 
fin x prin limita, (dacă există) 


f 
sf’ (xo) = lim — <i 
A p h=0 Pir, zh] na 

(Deoarece } poate fi și negativ, folosim notația [x, x p A] pentru intervalul 
determinat de x și x + k, chiàr şi atunci cînd 4-7 0.) Dus, a fost introdusă în 
1977 de O'Malley, care a demonstrat că dacă f este definită pe fa şi admite 
d.s. finită sf’ printr-o aceeași selecție S în fiecare punct din To, atunci: a) f are 
proprietatea lui Darboux; b) f este aproximativ derivabilă a.p.t. si fep Sf” 
a.p-t. pe Ia; c) Există o mulțime deschisă densă în Z, pe care f este continuă 
şi f este derivabilă a.p.t.; d) sf are proprietatea lui Darboux, este de a doua 
clasă Baire și este continuă în punctele unei mulțimi dense. (S.M.) 

derivata simetrică Fie f: Z — R și fie aeint7, unde I este un interval 
inclus în R. D.s. a lui f în a este limita (în ipoteza că există) 

faţa) = im PE A Ta AI, 
h—0 2h 

Dacă f,(a) este finită, se spune că f este derivabilă simetric în a. D.s. a fost 
introdusă în teoria seriilor trigonometrice și în legătură cu comportatea la 
frontieră a funcțiilor armonice. Derivabilitatea ordinară implică derivabilita- 
tea simetrică, reciproca nefiind adevărată. Dacă însă f este măsurabilă Le- 
besgue, iar f; există a.p.t. în punctele unei mulțimi măsurabile Lebesgve E, 
atunci derivata ordinară a lui f există și ca a.put. pe E. Dacă f: >R 
este continuă pe Z, iar f; există peste tot pe I, atunci derivata ordinară există 
în toate punctele din 7, cu excepţia unci mulțimi de prima, categorie Baire. 
(5. M.) 

derivata superioară a unei măsuri (într-un punct în raport cu o măsură) 
v. derivarea măsurilor 

derivata superioară regulată a unei măsuri (într-un punct în raport cu o 
măsură) v. derivarea măsurilor 

derivata unei distribuții v. distribuție 

derivata unei funcţii olomorfe v. funcţie olomortă (de o variabilă complexă) 

derivata unei funcții reale Fie f: A cR— R. Fie ae A un punct de acumu- 


„F(a) — fla) 
S aa DE, 


lare pentru A. Dacă există, finită sau infinită, limita în aa funcției 


x—a 
atunci valoarea limitei se numește derivata lui f în a. Dacă derivata lui f 
ln a este finită, atunci funcția f se numește derivabilă în punctul a. Dacă a 
este punct de acumulare la stinga (resp. la dreapta) și dacă există limita 
la stinga (resp. la dreapta) în a a funcției de mai sus, valoarea, finită sau in- 
finită, a limitei se numește derivata la stînga (resp. la dreapta) a lui f în a. 
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Derivata se notează f'(a) iar derivatele la stînga și la dreapta, respectiv, f (a) 
şi fı (a). (S-M.) nd ze a: îns 

descompunere ortogonală 1 Fie X un spațiu Hilbert. Două submulțimi 
A, B ale lui X se numesc ortogonale dacă (a, y) = 0, Ve A, Vye B. Se nu- 
mește d.o. a spațiului X orice familie {E;j};e de subspaţii liniare închise, 


ortogonale două cite două, astfel ca subspaţiul liniar închis generat de UJ E; 


jeJ 
să coincidă cu X. În acest caz orice clement x al spațiului X se reprezintă 
sub forma v = $ a cu xje Ey (v. familie sumabilă de elemente), 2 Fic X 


jeJ a Ă 
un spațiu liniar reticulat. Două submulțimi 4, B ale lui X se numesc ortogonale 


dacă | x| A |y} =0, Vaze, Yye B. Dacă tie] este o familie de elemente 
din X, elementvi 
z= NZ e — NZ a 
ieJ JEJ 
dacă există, se numește asociația familiei de elemente şi se notează 2 = A3 Xy 
IÈ 


Se numeşte d.o, a spaţiului .X orice familie {G} ej de componente ale lui A, 


ortogonale două cîte donă astfel ca mulțimea UG; să fie totală în X. În 
jeJ . 
acest caz orice clement x al spațiului X sc reprezintă sub forma x = DĂ x; 
je] 
cu x; €Gj dacă și numai dacă x; = [Gz] x (proiecția lui x pe G) (R.C.) 
descompunerea cânonică a unui operator spectral v. măsură spectrală 
descompunerea distribuției 5 în unde plane Pentru distribuția 3 a lui Dirac 
au loc următoarele descompuncri în „unde plane“: Dacă n este impar, 


Bl 
5(x xn) = prr -Dlo + e t ontn) do; 
peu n 22m)” tă 1%, LE 
Dacă n este par, 
ie 
— 52 (n — 1)! 
(Xp e Xn) . Li \ lorz t sos H Onta)” do, 
(27)” a 


unde Q este sfera unitate centrată în origine în spaţiul R”? iar o = (w, 
„.-, 0p) un punct de pe această sferă și de elementul de arie al sferei. Aceste 
dezvoltări joacă un rol însemnat în studiul așa-numitelor distribuții omogene 
şi al ecuaţiilor cu derivate parţiale omogene liniare. Pentru acestea din urmă 
se utilizează descompunerile de mai sus ale distribuției ò pentru a calcula 
soluţiile lor fundamentale. (G.G.) 

descompunerea Hahn a unei măsuri v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 

descompunerea Jordan a unei măsuri v. măsuri pozitive și măsuri cu 
semn 

descompunerea Lebesgue a unei măsuri (în raport cu altă măsură) v. teo- 
rema de descompunere a lui Lebesgue i 

determinaţia principală (a argumentului unui număr complex) v. logarit- 
mul complex : 

determinația principală (a logaritmului unui număr complex) v. logarit- 
mul complex 

dezintegrarea măsurilor Fie T şi S două spaţii local compacte cu 7 (resp. 
S) semitribul părților boreliene relativ compacte ale lui T (resp. $}. Vom 
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nota cu T corpul numerelor reale sau complexe, M(T) = (u: 7 o E | este 
măsură boreliană regulată şi mărginită), M4(T) = {pe M(T} | u este pozi- 
tivä} și X(T) = U: T >I’ |f este continuă şi are suport compact} care 
devine spațiu normat cu norma ||f || = sup (If) ile T} Dualal jui XIT) 
cu această normi se identifică (v. teorema de reprezentare a lui Ricsz! cn spaţiul 
M(7). Anume, o funcțională liniară și continuă +: “X(7) — I corespunde 


unei măsuri pe M() prin relația x'(f) = fdu: = {f, u) pentru orice fe 


e “X(7). Integrala se calculează în mod canonic (v. funcţie total măsurabilă). 
Prin această corespondență funcționalele a! pozitive (i.e. x(f) > 0 pentru 
orice f=0 din “X(7)) se identifică cu măsurile pe M,(7). Vom considera o 
măsură, boreliană regulată și pozitivă v: S — R, și o aplicație à: S > (7) 
(vom nota pentru orice s în $ valoarea A(s) prin 2) astfel încît pentru orice 
funcție fe X(T7), aplicația g: S — F, g(s) = (f, às), să fie functie v-integrabilă. 


Atunci putem defini V: X(T) —T prin V(f) = (CU, Ae) dv(s). Se observă că 


F este o aplicaţie liniară și pozitivă, deci (v. teorema de reprezentare a lui 
Riesz) V se identifică cu o măsură boreliană regulată şi pozitivi ue MT). 


Anume, Y(f) = (f, u) pentru orice fe X(T). Vom sorie p- po dv(s) și 


vom numi pe y, integrala familiei de măsuri (Ass s în raporl eu v, Pentru a 
putea da o teoremă care să răspundă la problema inversă, să munian aplicație 
u-proprie o funcție continuă p: T — S cu proprietatea că pentru orice Aeg 
mulțimea fl(A) este u-integrabilă. 

Teorema de dezintegrare a măsurilor. Fic T un spațiu local compact 
şi peM,(7), Se presupune că există un spațiu local compact S și o 
aplicație p-proprie p: T — S asifel încît imaginea lui u prin p, anume măsura 
im: 5 > Ry, p(n) (4) = u(pHA)) (v. ṣi imaginea unci măsuri printr-o 
aplicație, schimbarea de varialită abstractă) are următoarele proprietăți: 
a) Măsura nenulă p(p) este în M4(S); b) Există ve M,(S) astfel încît p(u) 
este absolut continuă în raport cu y, în sensul că există o funcţie v-măsurabilă 


pozitivă ọ: S= R,, cu proprietatea că p(u)(4) =} o(s)dv(s), pentru orice 
A 


A e d. Se mai presupune că există un lifting pe .0>(y). Atunci există o funcție 
A: S — M4{T) cu propristățile mai sus menţionate şi astfel încât u = bo dv(s). 


În plus, lp(s)] = As(S) pentru 'v-aproape orice s în S. Dacă pe L>9() exist 
chiar un lifting tare, rezultă că A, este concentrată pe mulțimea p-i(fs!) pentru 
y-apreape orice s în S. (7.C,) 

dezintegrarea măsurilor Radon Fie T și X spaţii local compacte cu bază 
numărabilă, p o măsură Radon pozitivă pe T și p: T > X o aplicaţie u-pro- 
prie. Vom nota prin v = p(p) imaginea lui p prin p. În aceste condiții există 
o familie v-concordantă {às} ex de măsuri pozitive pe T care sînt mărginite 
şi astfel încît: a) |As] = 1 pentru orice x din 2(7); b) Ag este concentrată 


pe p((4)) pentru orice y din X; c) p=} Azdv(x). În plus, dacă Ode x 


este o altă familie de măsuri Radon pozitive pe T avînd proprietăţile b) și c), 
rezultă că A; = àg v-aproape pentru orice x din X. (I.C,) 
dezvoltare Laurent v. funcție olomorfă pe o coroană circulară 
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dezvoltarea Fourier a funcțiilor reale periodice Fie x: RR o funcţie 
periodică de perioadă 2x, integrabilă pe segmentul [~ m, x]. Fie 


” 7 i (a A 
da = A \ x(t) di, aa = 2 ( x(t) cosnt dt, Pa = = x(t) sin nt di 
-r -7 T Jon i 


cu ne N. Numerele gyp an, fs, ne N, se numesc coeficienții Fourier ai funcției 
s iar seria trigonometrică, nu neapărat convergentă, 


Lo] 
dp + DX (an cos nt + Ba sin nt) (1) 
n=l 
se numește seria Fourier asociată funcției +. Să presupunem acum că există 
o diviziune —n=2<h<..<in=na segmentului [—m, m] astfel ca 
funcția y să fie derivabilă în fiecare interval (îş-1, £4) și să existe limitele late- 
rale x(t;-1 + 0), x(t; — 0), x'(tj-1 + 0), x(t; — 0), unde a este derivata lui x. 
Atunci seria Fourier asociată funcției x este convergentă în orice punct te R 


și are suma 2 (x(t + 0) + aţi — 0)). În particular, seria Fourier este egală 
2 


cu z(t) în orice punct ż în care funcția este continuă. În acest caz, spunem că 
funcţia x are o dezvoltare Fourier în punctele respective. (R.C.) it zf 

dezvoltări asimptotice Fie fn: Z c R —R, n > 1, şi xp (finit sau infinit) 
un punct de acumulare pentru Z; șirul {fn}n ep S€ numește șir asimptotic pe I 


; x) 
pentru x — x dacă, pentru orice n €N, lim Ciu = 0. În mod analog se for- 
xxo Jnl 
mulează definiția dacă fa: De C> C, iar zg este un punct de acumulare pen- 
tru D. Fie (fax, un şir asimptotic pe I pentru 4 — xo ȘI J definită pe I cu 
L-ai 


valori reale; seria formală £ anfa se numește dezvoltare asimptotică a func- 
n 


ției f pentru 4— xg pină la ordinul N dacă 
N 


fix) — £ anfal%) 


n=1 0. 


lim 
2-20 Zn (2) 


Dacă seria formală E anjn este o dezvoltare asimptotică a funcției f pentru 


i . PARI E CI > 
orice ordin N, ea reprezintă o dezvoltare asimptotică a funcției f. In aceste 
definiții nu se presupune convergența seriei $ dufn. Definiţiile se formulează 
n 


analog pentru funcții de variabilă complexă cu valori complexe. Exemple 
importante de șiruri asimptotice: 

1) falz) = (x >> xo)”, zoo 

2) nl) art, x > 0} | 

3) nl) = at, kai Rn pentru orice n, x => 00 ; 

4) falx) = 1*9 exp (2), Rara > En pentru orice n, x +00; 

5) fala) = arin exp (na), x — ce. 


Dacă este fixat șirul asimptotic, dezvoltarea asimptotică a unei funcţii este 
unică dar o funcţie pcate avea d.a. după două șiruri diferite. D.a, furnizează 
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proceduri de descriere aproximativă a comportării funcțiilor în vecinătatea 
unui punct de acumulare al domeniului de definiție. (4.H.) 

diagramă v. functor. 

diametrul unei mulțimi v. distanță, măsură Hausderff 

difeomorfism v. model de varietate diferențiabilă, varietate dif erențiabilă 

diferență bidimensională Fie f o funcţie reală definită pentru a Sos, 
a SY Sb. D.b. a lui f în (x,y) este expresia 


Aaflx, y} = fle + h y + k) fixy t B) — fa + h y) + ji y) 


Putem privi pe Aa f(x, y) ca o funcție de interval bidimensional, în cazul de 
față valoarea argumentului fiind intervalul avind drept două dintre vîrturi 
punctele de coordonate (x, y) şi (x + h, y + R). Se arată că variația bidimen- 
sională, a unor funcții este o funcție aditivă de interval. Prin A,(f; p, p) 
notăm d.b. asociată intervalului avînd ca virfuri opuse pe p și p. (S.M) 

diferență divizată, coeficientul lui 2-1 din polinomul de interpolare 
P(f; %1, Xni x). Se face de obicei precizarea că este vorba de d.d. asociată 
funcției f şi nodurilor x), -.-, xn (v. şi interpolare), (GR.Gr.) 

diferenţiala Fie M o varietate diferenţiabilă de clasă C", 1 <r < œ; 
U o submulțime deschisă a lui M, a un punct din U și f = (Jp o fm): U > RM 
o aplicație de clasă CI, i.e. fe CHU, R”), unde m este un număr natural. D 
lui f în punctul a este aplicația liniară dfa: F(M)a— R”, notată și d(f)a, defi- 
nită prin 


fate) = (Wf, a), e (Sm, al) 


unde fi, a este germenul definit de functia f; în punctul a. Se observă că dfa= 
= (df, a -s dfm. a), unde dfi, a = (dfi)a. În cazul m=2, dacă se înlocuiește RA 
prin Č și se utilizează notația complexă, avem f = fi + if, și dfa=dfa + idh a 
Dacă (4, .... Xn) este un sistem de coordonate locale pe M cu domeniu conți- 


nînd punctul a, rezultă ahi w) =a (a), în particular asnaf w) = 
2xj xj 247 

= ĝi; (simbolul lui Kronecker), unde dai, a == (da este d. funcției coordo- 

nate x; în punctul a; astfel n-uplul (das, as., d¥n, a) este un reper al spa- 


: . f2 
iului cotangent T(M)ž, în fapt dualul reperului (3 (a), a, 2 w) al spa- 
x x 
iului tangent T(M)a, iar d. aplicaţiei f în punctul a se scrie” 
H 
af 

d = — (a) da a. 

fa p ay (2) ta 
Dacă fige CHU, Rm), rezultă d(f + ga = dfa + dga, iar dacă fe CHU, RM) 
si DecC!(U), avem 


d(0f)a = fla) dDa + bla) fa (formula lui Leibniz), 
d.e. 
Afla (0) = fla) dalo) + Ola) falv), ve TMa: 
Legătura între d. lui f în punctul a și aplicația liniară tangentă fya a lui f în 
punctul a este dată de egalitatea dfa = Tf(a)jo fs, a, unde ra: T(R) RD 
2 
vian) al 
Ym 


1 
spațiului tangent T(R™”)ya} definit de coordonatele carteziere y), .., Ym 
ale lui R”, în reperul canonic (e, -.-, em) al lui R”, Deoarece Tila) este un izo- 


A ROE 2 
este aplicaţia liniară bijectivă care duce reperul | — (f(a)), ..., 
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morfism de spaţii vectoriale reale, d. dfa poate înlocui aplicaţia liniară tangentă 
fa, a în studiul local al aplicației f. (MJ) A , i 

' diferenţiala de ordin n a unei funcții (într-un punct) v. diferenţiala, 

iferențiala funcțiilor numerice a i 
EIG funcţiilor numerice I. Cazul functiilor de o variabilă. Fie I un 
interval al dreptei reale, a un punct interior lui F şi f: 7 > R. Se spune că 
f este diferențiabilă în a dacă există un număr real A şi o funcție o: I>R 
continuă în a, cu w(a) = 0, astfel incit f(x) — fla) = A(x — a) + o(s) | x—a | 
pentru orice v în I. Se arată că f este diferențiabilä în a dacă și numai dacă f 
este derivabilă în a și în acest caz A = f'(a). Aplicația liniară T:R =R. 
definită prin T(t)= At = f'(a) t, se numeşte diferenţiala lui f în a şi se Pe 
prin T = df(a) sau Df(a). Așadar, df(a) = f'(a) bg unde lpi R >F 
este definită prin LO) = t, Prin urmare, dacă f este diferențtabilă în a, PREIA 
aproxima, „creşterea funcției f“, anume Af = f(x) — f(a), prin „Creşterea liniară 
a variabilei“, anume df(a) (x — a) = f'(a) Ax şi scriem Af 2f (a) Ax (s-a 
notat prin Ax „creşterea variabilei“, anume x — a). Această aproximare este 
„bună“ în vecinătatea lui a, t.e. atunci cînd | —a| este mic. Funcția 
iz: I >R, dată prin T(x) = x, este diferențiabilă în rice punct interior a, 
și anume dir(a) = bg Din acest motiv se obișnuiește să se noteze la = dx 
Rezultă că dacă f este diferențiabilă în a, avem df(a) = f'(a) te Sei da. 
Notaţi a) = f'(a) dx este tradiţională. În mod similar, dacă f este de n ori 
bi ied sa interior a din 7 (unde n > 2 este un număr natural), 
vom spune că f este diferențiabilă de n ori în a. In acest caz aplicația n-liniară 
T : R”> R, definită prin T(t, fa, ce fn) fa) (tto tn), se numește diferen- 
tiala de ordin n a lui f în a (sau diferenţiala a n-a a lui fin a). Se notează 
T = dnf(q). Notaţia tradițională este d"f(a) = fa) d ES 
II. Cazul funcțiilor de mai multe variabile. Fie X o mulțime inclusă în z 
(n > 2 natural), a un punct interior lui X și f : X > R. Vom spune că f psi 
diferențiabilă în a dacă există n numere reale 44, Aa, „a Ap şi o functie o: X >R, 
continuă în a, cu w(a) = 0, astfel incit 


fin) — ha) = ȘI Azi — ai) + ol) ile — al, 
$= 


pentru orice x în X. Am notat x= (Xp Xz =- Xn), @ = (ap ap, am) și xl 
este distanța, euclidiană între x și a, te. 


ix — al = Via = a)? + (xa — aa)? A o H ta — an)”. 


Se arată că dacă f este diferențiabilä în a, atunci f este continuă în a, are 


: öf 
derivate parțiale în raport cu variabilele x} aa, u %n în a și A; = a. (a), 
Li 


i=l, 2,7. Aplicația liniară T:R” =R, definită prin 


n n af 
T(t, ta, a... în) = y Ati = y T (a) i, 
ii Za dai 
se numeşte diferenţiala lui f în a (sau diferentiala de ordin | a Jui jin a), şi se 
Ș . 
notează prin df(a) sau Df/(a). Notaţia tradițională este df{a) = Ji PRR (a) dxi. 
i=1 
j i iabijăž î i reşterea func- 
i în acest caz, dacă f este diferențiabijă în a, putem aproxima „creşte 
fi f“, ie. Af = f(x) — fila), prin „creşterea liniară a variabilei“, anume 
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n 
å 
df(a) (x — a) = X a (a) (xi — a:) şi scriem Af = df(a) (A) (unde Ax = 
i=1 
= (X; — aj, Xa — Ao, u, Xn — am) este „creşterea variabilei“). Aproximația 
este „bună“ în vecinătatea lui æ. Definiția diferențiabilității de ordin superior 
lui 1 se face inductiv, după cum urmează, În acelaşi cadru, vom spune că f 
este diferențiabilă de n ori în a {n > 2 natural), dacă există o vecinătate des- 
chisă V a Iui a, V c X, cu proprietatea că în orice punct din V există toate 
derivatele parțiale de ordin n — 1 și toate funcțiile derivate parțiale de ordin 
n — 1 definite pe V sînt diferențiabile în a. În particular, se arată că dacă 
toate derivatele parţiale de ordin n există într-o vecinătate a lui a și toate 
funcțiile derivate parțiale de ordin ș sînt continue în a, rezultă că, f este diferen- 
țiabilă de n ori în a (rezultat valabil și pentru n = 1). Pentru n = 2, diferen- 
Hala de ordin 2 a lui f în a (sau diferenţiala a doua a lui în a) este aplicația 
n n2 

biliniară T :R?xR” =R definită prin T{u, v) = g 

icy 640] 
notează prin T = d?f(a) sau D?f(a). (Am notat u = (2 tto, ae, Un) Și v = 
= (Vi, Vor Vn).) Criteriul de comutativitate al lui Young: d"f(a) este aplicaţie 
biliniară simetrică, ie. T(u, v) = T{v, u) pentru orice u și v din R#, Cu alte 
cuvinte, derivatele parțiale mixte ale unei funcții diferențiabile de două ori 


2 2 
e AR (a) = ê Lin {a} pentru orice i tz, Un rezultat 
Se VELTET] VESTES 
similar este criteriul de comutalivitate al Iui Schwarz: Dacă există o vecinătate 
deschisă V a lui a inclusă în X astfel încât pentru orice punct y din V există 
pa 


(2) ui vj şi se 


în a sînt comutative, i.e. 


toate derivatele parțiale mixte de ordin doi (x), i Æ f, și dacă toate 


; VELTER 
funcțiile 3 astfel definite pe V sînt continue în a, rezultă că avem 
A0Ăj 
af 


= (a) pentru orice ixj. În mod similar, pentru orice număr 
xiðxy VERTES g 

natural p, dacă f este diferențiabilă de p ori în a, diferenţiala de ordin paluij 
în a este aplicația p-liniară (simetrică!) T : R” x R? x... XR” RR dată prin 


a 


Pf 
Tut, u?, .., UP) = X la) w A bag ub 
its ia 0 ip OF Ki e Öki 


{ordinea de derivare nu contează), unde am notat: ul = (ut, uh, a, 41), u2? = 
= (42, ug, „ue, 42)... Cu această ocazie semnalăm și o notație foarte des folo- 
sită, în baza comutativităţii derivatelor parţiale mixte. Anume, se consideră o 
funcție f : X — R diferențiabilă de p ori în a, ca mai sus, și un multiindice de 
derivare, i.e. un element m= (îns Ma, o, Ma), unde mM, Mo, ++, Mp sint numere 


t 
naturale și m, + ma +. + ma=tSp. Notăm Difa) = ——2 (a) 


(derivarea se face de m; ori în raport cu xg î = 1,2,...,n; dacă m; = 0, în- 
seamnă că nu derivăra îu raport cu x;). În particular D*f(a) — fla), unde 0 
este multiindicele (0, 0, ..., 0). Uneori se scrie 3%f(a) în loc de l*f(a). 

HI. Cazul funcțiilor vectoriale. Dacă E şi F sînt două, spaţii normate, să consi- 
derăm o mulțime X c E, un punct interior a al lui E și o funcție f: X >F. 
În cazul particular cînd E = R”, n > 2, i F=R,a spune că f este diferen- 
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țiabilă în a revine la a spune că f este dilerențiabilă Fréchet în a (v. derivata 
Fréchet) și în acest caz df(a) coincide cu diferenţiala Fréchet a lui f în a. Reve- 
nind la cazul general, dacă f este diferențiabilă în orice punct al unei vecinătăți 
deschise V c X a lui a, putem defini aplicația diferențială (de ordin 1) 
df : V = L(E, F) = {T:E = F |T liniară şi continuă! definită astfel: valoa- 
rea aplicaţiei df în x este df(x). Dacă df este diferențiabilă Fréchet în a spunem 
că f este diferențiabilă de două ori în a şi notăm valoarea diferențialei Fréchet a 
lai df în a prin dëf{a) = diferenţiala de ordin 2 a lui f în a (sau diferenţiala a 
doua a lui f în a). Așadar, d2f(a): E — (E, F) cste o aplicaţie liniară și conti- 
nuă, deci d2/(a) e L{E, E(E, F)). Spațiile normate (E, L(E, F)) şi L (E, F= 
= IT: EXE => F|T este biliniară și continuă! sînt izomorfe prin aplicația 
LE, P(E, F) 2H I> T e€ R(E, F) definită de T{u, v)=(H(u)) (v) pentru orice 


udin E şiv din F. Atunci d?f(a) se identifică cu aplicația bitiniară d?f{a):E x E =F 


dată prin d2f(a) (u, v) = (d'(a) (u)) (v). Criteriul de comutativitate abstract al 
lui Young afirmă că aplicația d?f{a) este simetrică (/.C.) 

diferenţiala Gâteaux Fic X un spațiu liniar și Y un spațiu liniar topologie 
cu acelaşi corp F al scalarilor ca X. Fie U: X — Y un operator oarecare şi 
Xp, ze X. Dacă există we Y astfel ca 


F 5 Fra T 
Yo = lim Ulo FAN =U (zo) , 
1=0 pă 
ET 
atunci se spune că este U un operator diferențiabil Gåteaux în pun`tul xp, după 
direcția z. Elementul yg se notează ŠU (xg; z) si se numește d.G, a lui U în punc- 
tul za, după direcția z. Dacă Ta SU (xp; 2), atunci pentru orice A € [ există 
SU irai 12) și dU (xa; A2) = hU (xo; 2). (R.C.) 
diferenţiala unei funcții (într-un punct) v. diferenţiala funcțiilor numerice 
diferențială totală exactă, expresie de forma F(x,y) dz + Q(x, y) dy, 
astfel încît exită o funcție reală F diferențiabilä * într-un domeniu D c R8, 
cu proprietatea 


dF(x, y) = F(x, y) dx + Q(x, y)dy în R?. 


A 3 ðP ð A 
Fie P şi Qcontinue într-un domeniu simplu conex D, cu — și - continue 
ôy x 
în D. Necesar și suficient ca T(x, y)dy + Q(x, y)dy să fie o dite. în D 
este ca 2P = 22 în D. Extensie în R”. Pentru R? se adaugă egalitățile: 
2y ax 
Lo DL aaa Cea 
ôy 02 ôx az 


diferențiere constructivă Fie f, g continue constructiv pe intervalul Z 
eompact constructiv. Să presupunem că există o funcţie èle) strict pozitivă şi 
constructivă pia e > 0 astfel încît, pentru x, yel şi |y — x| < å(e), să. 
avem |f(y) — f(x) — gix) (y — x)| sely — xl. În acest caz, f este diferen- 
țiabilă constructiv pe I, iar g este derivata constructivă a lui f pe I. {S.M.) 

dimensiune algebrică v. spaţiu liniar, 

dimensiune hilbertiană (a unui spațiu Hilbert X), marginea inferioară 
a numerelor cardinale ale submulțimilor dense ale lui X. În cazul unui spațiu 
Hilbert de dimensiune algebrică infinită, d.h. este egală cu numărul cardinai 
al unei baze ortonormale oarecare. (R.C.) 
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dinamică diferentiabilă v. sistem dinamic 

dinamică tepologică v. sistem dinamis 

discontinuitate de a doua speță Un punct de discontinuitate a al funcției 
f:4 c RR este de a doua speță dacă nu este un punct de discontinuitate 
de prima speță. Discontinuitățile unci funcții cu proprietatea lui Darboux 
sînt toate de a doua speță. Discontinuităţile unei funcții convexe Jensen pe un 
interval deschis din R sînt de a doua speţă. (S.M.) 

disconiinuitate de prima speță Fie: I c R — R, I = interval. Punctul 
a El este de d.p.s. pentru f dacă există Jimita la stinga f(a—0) și limita la, dreapta 
fia+0), dar cel puţin una dintre ele este diferită de f(a). La extremităţile lui 
{ intervine numai una dintre limite. Punctele de discontinuitate ale unei funcții 
cu variație mărginită sînt de prima speţă. Conform unei teoreme a lui Al. Froda, 
punctele de discontinnitate de prima speță formează o mulțime numărabilă. 
(5.M.) 

distanța dintre două mulțimi v. distanță 

distanța lui Hausdorff v. distanță, măsură exterioară 


distanță Se numeşte d. pe mulțimea X orice aplicaţie d definită pe X x X 

cu valori reale pozitive avînd proprietățile: i) d(x, y) = 0 dacă și numai dacă 
-x = y; ii) d(x, y) = d(y, x) pentru orice x,yeX; ii) d(x, y) < d(x, z} + 
~+- d{z, y) pentru orice x, y,zeX. Sin:. metrică. Se numește spațiu metric 
orice pereche (X, d) în care X este o mulțime, iar d o d. pe X. Dacă nu există 
posibilitatea unei confuzii, nu se mai precizează d. şi se spune „spațiul metric X“. 
Fie (X, d) un spațiu metric. Fie A, B două submulțimi nevide ale lui X. Se 
numește d. dintre A şi B numărul d(4, B) = inf d(x, y). Dacă A= {x}, se 

xed, yeB 

notează d(x, B) și se numește d. dintre x şi B. De remarcat că aplicația astfel 
construită nu este o d. pe mulțimea părţilor lui X. Pentru ze X şi r> 0, 
mulțimea S(x, r) = {y d(x, y) <7} se numeșie sferă (sau bilă) deschisă de 
centru x și rază y. Mai general, pentru A c X, multimea S(A, 7) = {x | d(x, A) < 
< r} se numeşte sferă deschisă cu centrul în A şi de rază 7. Mulțimea S(A, 7) = 
= {x | d(x, A) s v} se numește sferă închisă centrată în A și de rază r. Există, 
Și este unică, o topologie pe X astfel încît, pentru orice ze X, familia sferelor 
deschise cu centrul în x să fie o bază de vecinătăți ale lui x. Se spune că această 
topologie este generată de d. d. Dacă nu apar alte precizări, orice considerații 
topologice pe spaţiul metric (X, d) se fac relativ la topologia generată de d.d. 
La nivelul noţiunilor, unele din caracterizările ce urmează se pot lua ca definiții 
într-o abordare ce nu presupune cunoștințe anterioare de topologie. O mulțime 
V este vecinătate a punctului a dacă și numai dacă există o sferă deschisă cu 
centrul în +, inclusă în V. Orice sferă centrată în x este o vecinătate a lui x. 


p 1 A : ; 
Familia sferelor fs [+ =) | n ex} este o bază de vecinätăți ale punctului x 
n 
și deci într-un spațiu metric este verificată prima axiomă de numărabilitate. 
Pentru orice două puncte distincte x, y, sferele S(x,7) şi S(y,r), unde r = 
1 


= z dix, y), sînt vecinătäți disjuncte ale punctelor x, y şi deci un spațiu 


metric este un spaţiu topologic separat. O mulțime A este deschisă în spațiul 

metric A dacă și numai dacă peniru orice ze A există o sferă S(x, 7) inclusă 

în A (sau dacă și numai dacă A este o reuniune de sfere deschise). Orice sferă 

deschisă este o mulțime deschisă. Un șir (za) ex de elemente din X converge 

către xe X dacă și numai dacă lim d{xn, x) = 0. Punctul y se numeşte limita 
n> 

şirului {xa} ep. Un punct xe X este aderent mulțimii Ac X dacă și numai 
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dacă există un șir (xp), eN de elemente din A, convergent către x. Punctul 
x este aderent mulțimii A dacă și numai dacă d(x, A) = 0. Mulțimea A este 
închisă în spațiul metric X dacă şi numai dacă limita oricărui șir convergent 
de elemente din A aparține lui A. Orice sferă închisă este o mulțime închisă, 
Închiderea unei sfere deschise nu coincide întotdeauna cu sfera închisă cu același 
= 1 
centru şi rază (v. Ex. 2°). Familia de sfere închise fs (+ =) [a en} este incă 
n 
o bază de vecinătăți ale punctului + și deci orice spațiu metric este regulat. 
O mulțime A a spațiului metric (X, d) se numeşte mărginită dacă există M > 0 
astfel ca d(x, y) $ M pentru orice v, ye A. O mulțime este deci mărginită 
dacă și numai dacă este inclusă într-o sferă. Această proprietate nu este uneori 
revelatoare. căc există spații metrice în care orice mulțime este mărginită 
{v. Ex. 2°—3°).i Numărul 


MA sup {d({x, y) lx, ye A} dacă A este mărginită, 
(4) = 4- 00 dacă A nu este mărginită, 


se numește diametrul mulțimii A. Şirul {xy}n -u de elemente din X este Cauchy 
(sau fundamental) dacă pentru orice e > 0 există ns e N astfel încît d{xa, tm) < 
< e pentru orice n,m > ng (v. și şir generalizat Cauchy). Un spațiu metric este 
complet dacă şi numai dacă orice şir Cauchy de elemente din spațiu este conver- 
gent (v. și spațiu metric complet). Fie A şi B submulțimi ale spațiului metric X. 
Mulțimea A se numește e-refea pentru B dacă pentru orice xe B există ye A 
astfel ca d(x, y) < e. O mulțime M c X se numește total mărginită (sau pre- 
compactă) dacă pentru orice e > 0 există o e-rețea finită pentru M. Un spațiu 
metric X este precompact dacă și numai dacă din orice şir de elemente din X 
se poate extrage un subşir Cauchy. Orice spațiu metric precompact este se- 
parabil. Două d. d, și d pe mulțimea X se numesc echivalente dacă aplicația, 
identică F(x) = x, definită pe (X, 4,) cu valori în (X, d,), este un homeomorfism, 
Altfel spus, distanțele d, și d, sînt echivalente dacă generează, aceeași topologie 
pe X. Fie (X, d) și (Y, p) două spaţii metrice. O funcție f definită pe X cu valori 
în Y se numeşte izometrie dacă e(f(x), F(y)) = d(x, y) pentru orice x,y e K: 
Dacă, f este o bijecție, aplicația inversă f> este o izometrie a lui Y pe X. Două 
spații metrice se numesc izomorfe dacă există o izometrie bijectivä a unuia pe 
celălalt. Dacă A este o submulțime (nevidă) a spațiului metric (X, d), atunci 
restricția aplicaţiei d la A XA este o d. pe A, numită d. indusă (din X), iar 
mulțimea A înzestrată cu această d. se numește subspațiu al spațiului metric X. 
Cu topologia generată de d. indusă, A este un subspațiu al spațiului topologic X. 
Un spațiu topologic (X, 7} se numeşte metrizabil dacă există o d. d pe X astfel 
încît t să coincidă cu topologia generată de d.d (v. și spațiu topologic metri- 
zabil), Ex.: 1° Fie d} : R” xR? =R, definită prin 
n 1/2 
dx, y) = (> (xi — s) 1 = (£p on Sab Y = Ov Ya) 


i=l 


Aplicația d, este o d. pe R”, numită d. euclidiană. Sînt de asemenea uzuale 
pe R” următoarele d.: 


Sir 


n 
da(z, y) = sup [ri — yth dilz y) = $, Ixi — yal- 
sis i=l 


Toate aceste d. sint echivalente şi definesc pe R” o structură de spațiu topologie 
complet (topologia generată se numește topologia obișnuită a lui RR). 2°, Fie X 
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o mulțime și pe X d. definită prin: d(x, x) = 0 și d(x, y) = 1 dacă xy. 

Topologia generată de această d. este topologia discretă. Sfera deschisă de centru 

x şi rază 1 este mulțimea {x}; sfera închisă de centru x si rază 1 ceste întreg 

spaţiul iar închiderea oricărei sfere deschise este ea însăși. 3° Dacă {(Xn, da), e N 
© 

este un șir de spații metrice, atunci spațiul topologic produs X = J] X» 
n=1 

este metrizabil, topologia sa fiind generată de d, 


å{x, y) = Ş I dle In), 
naa 2” 1+ daltn, Yn) 


unde x = (anu e: y= Wah ex € X. £ Fie (X,d) un} spațiu metric și 
F familia mulțimilor închise din X. Aplicația î 


pal 458) =int {r> 0 [Aic S(B, 7), TB e SU,r) 
este o d pe 7, numită d. Iui Hausderff. Are loc: 


Pa(4,.B) = sup  {d(x, A), d(x, B). 


xeA, yeB 


Prin x — {x} spațiul (X, d) este izomorf cu un subspațiu al lui (F, p). (Gh.Gr.) 
distribuția lui Dirac v. distributie 


distribuție Să, considerăm spațiul R” cu topologia obișnuită și fie T o parte 
deschisă a lui RP, Pentru k = (Hp, Xm) ENP, unde N, =N u {0}, vom 


m 


nota v(k) = Ş, Xj. Pentru o funcţie x : T — T, unde T este mulțimea nume- 
j=l 

relor reale sau complexe, vom nota cu DE derivata funcţiei x (dacă există), 

ie. dacă î = (ti s Tm ET, atunci 


k 
D¥x{ż) ma a! } xiti wrm) 
2741... 2ră m 

qĂ sea OTi 


Se notează cu Cp (7) mulțimea tuturor funcțiilor x: T> T pentru care DEz 

există şi este continuă pentru orice ke NẸ. Mulțimea C£(T) este un spațiu 

liniar în raport cu operațiile obișnuite cu funcţiile. Dacă A este o parte compactă 

a spațiului T iar jeN,, atunci formula ia Bet 
Pai(z) = sup (IDEa(0)! [v() Sj, te 4] 


definește o seminormă pe ce (7). Se consideră pe spațiul liniar CÈ (T) topo 
logia local convexă separată, definită de mulțimea tuturor seminormelor pas- 
Pentru orice parte compactă A c T, se notează cu @p(T; 4) muiyamea eie- 
mentelor ze Cp (T) astfel ca funcţia x să aibă suportul conţinut în A. Se con- 
sideră pe spațiul liniar Dp (T; A) topologia local convexă separată definită de 
familia, (PA eNo de seminorme. Se notează cu Dp (T) limita inductivă a spa-. 
pilor Dp(T; A). Spaţiul D(7) este bornologic. În acest spațiu, un șir {sahe N 
de elemente converge către 0 dacă și numai dacă sint îndeplinite următoarele 


DISTRIBUȚIE 68 


donă condiții: 1) Există o submulțime compactă 4 a lui F astfel ca suportul 
funcției xy să fie conținut în A pentru orice n EN; 2) Pentru orice ke N? şirul 
{D tntan converge uniform către zero. Se numeşte d. orice funcțională 
liniară şi continuă f pe spaţiul Dp (7). Se mai spune că f este o d. pe T; func- 
ționala f se numește d, reală san d. complexă după cum |! este corpul nuraerelor 
reale sau complexe. Pentru ca o funcțională liniară f pe spaţiul Dy (7) să fie 
o d. este necesar și suficient ca pentru orice submulțime compactă A a lui T 
să existe je N, ṣi un număr real p > O astfel ca |f(2)| < pula), Yxe Doi). 
Dacă e: T =T este o funcţie local integrabilă Lebesgue, atunci formula, 


fi) = Y q(t) x(t) dt, xeDp(T), 


definește o d. pe T, numită d. de tip functie; se mai spune că d. f este definită 
de funcția e. Dacă fı şi fy sînt d. definite respectiv de funcţiile q, și op, atunci 
În = fa dacă și numai dacă q, și ọ, sînt egale a.p.t. Se numeşte d. lui Dirac 
concentrată într-un punct a € T, d. 8a dată de formula õg(x)= x(a), Yx € Dy (T) 
Dacă a = 0 se notează 3 în loc de 5. D. lui Dirac nu este de tip funcție. Se 
spune că o d. f sc anulează pe o submulțime deschisă A a lui T dacă f(x) = 0 
oricare ar fi xe D,„(T) cu suportul conținut în A. Dacă (4 jej este o fa- 
milie oarecare de submulțimi deschise ale lui T și dacă od. f se anulează pe 
fiecare mulțime Aş, atunci f se anulează pe |] Ay. Dacă f este od. pe T, se 
jeJ 
numește suportul d. f, și se notează supp f sau spt f, cea mai mică mulțime închisă 
RB c T astfel ca f să se anuleze pe GB. Dacă d. f are suport compact, atunci 
există, o funcțională, liniară și continuă g, şi numai una, pe spaţiul CR (T) cu 
următoarele proprietăți: 1) g(x) = f(x), Yx e p(T); 2) Dacă A este o submul- 
țime deschisă a lui T astfel ca supp fe A şi dacă xe CF(T) iar x(t) = 0, 
Vie A, atunci g(x} = 0. Să presupunem acum m = i, deci T cR, și fie 
fo. pe T. Se numește derivata d. f, d. f! dată de formula f'(x) = —f(x'), 
YxeDp p(T), unde z este derivata funcției x. Dacă f și g sînt d. pe T, iara, 
Ber, atunci (af J4- Ba) =af'+ Bg”. Dacă f este d. definită de o funcţie 
Q:R— R care are derivata, continuă, atunci d. f’ este definită de funcția, 7, 
derivata funcției 9. Dacă însă 9: R — R este o funcție care admite derivată 
continuă, cu excepția unei mulțimi A = îî,, to, în) în care funcția q admite 
salturile ?,, Ag, -o An, atunci notînd cu fd, definită de ọ şi f, d. definită de g’, 
n 
are loc egalitatea f' = fı + y, )yăt3. Mai gencral, se poate înlocui mulțimea 


j=1 
finită A printr-o mulțime oarecare de puncte izolate. D. f dată de formula 


; x(t) , 

fix) = lim —— dt, xe Dp(R), 
e=0 Jite ş 

nu este de tip funcție. Ea reprezintă derivata d. g dată de formula 


gix) = lim | (In |ż]) æ(¿}) d}, xe Dp) 
i>e 


z->0 
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În cazul T c R”, cu me N oarecare, dacă f este o d. pe T şi dacă pentru te T 
punem $ == (Ti oc: tm), atunci derivata partială îflâxy se defineşte prin formula 


Mai general, oricare ar fi ke Nọ, 
(DEN) (x) = (= DPADEZ),. Vaze Dp(7)- 


Dacă f este o d. pe T iat xe Dh(T), se utilizează și notația (f, x) pentru f(x). 
Dacă f este o d. pe Rx RP iar ze Dp(R” x R”) şi dacă pentru se R” punem 
zs(f)=2(f, s), Vie R”, atunci zs e Dp(R”) și se notează (f(t), z(t, s)) = (f, zs). 
Punînd y(s) == (f(t), a(t, s)) avem ye Dp (R”). D. fxg pe R”xR” dată de 
formula (f X g, 2) = (g(s), UU) 20,5). z€ Dp(RPXR?) (ie. (fxg, 2) = 
= (g; y)) se numeşte produsul direct al d. f, g. Operația dată de produsul direct 
este comutativă și asociativă. Dacă f, g sînt d. pe R” dintre care cel puţin una 
are suport compact, atunci d. f +g pe R” dată de formula 


(Fega) = (l), UE at 5), re p(n), 
se numeste convolutia d. f, g. Avem deci 
(7 8, x) = (f X g) (£s), s + s)), ze Dp(R”). 


Operația de convoluţie este comutativă, iar pentru trei d. (dintre care cel 
puțin două au suport compact) este asociativă. Avem, de asemenea, f + 8 = f, 
oricare ar fid. f pe R”. Teoria d. a apărut datorită unor probleme puse în diverse 
domenii ale matematicii sau în fizica modernă, În studiul ecuaţiilor diferen- 
tiale liniare de tip hiperbolic, J. Hadamard a fost condus în anul 1932 la con- 
siderarea, unor „integrale divergente“, iar S. T. Sobolev a introdus în 1936 
noțiunea de „soluţie generalizată“ a unei ecuaţii de tip hiperbolic. §. Bochner 
a considerat „derivate“ pentru funcţii continue nederivabile în sensul obișnuit 
al analizei clasice. În mecanica cuantică, P.A.M. Dirac a introdus „funcția d" 
«definită prin următoarele condiții, contradictorii din punct de vedere al teoriei 
integralei: (f) -= © dacă O0OgteR, 5(0) = + co, iar integrala funcției 5 
pe R este egală cu L Utilizarea noțiunii de d.a dat un sens matematic 
acestei „funcții“. Teoria d. a fest fundamentată în special de matematicianul 
ia Schwartz. (R.C.) 

distribuție de crdin finit Fic T o submulțime deschisă a spațiului euclidian 
10%. Dacă jeN, = NU {0} iar A este o parte compactă a lui T, vom nota 
cu A(T; A) mulţimea funcțiilor x: T — I, cu T = R (sau ©), de clasă CĂ 


și supp 4cA. Vom considera în DLT; A) operațiile obişnuite cu funcțiile 


și norma 


r 


ixi = sap{[D*s{t)] lv) S j; te 4), 
M 5 
unde k= (X, Xm) ENG iar v(ž}= Yx; Fie Di(T) limita inductivă a spațiilor 
j=1 


Qi, (T; A). O distribuţie f pe T se spune că este de ordin finit dacă există 7 e Ne 
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astfel ca f să poată fi prelungită într-o funcțională liniară și continuă pe spațiul 
Di (T). Cel mai mic număr f cu proprietatea precedentă se numește ordinul 
distribuției f. Distribuțiile de ordin zero se mai numesc şi măsuri. Orice distri- 
buție cu suport compact este o d.o.f. (R.C.) 

distribuție de tip functie v. distribuție 

distribuție temperată Dacă t= (7, To, Tm) ER” iar a = (a, Oa, --: Am) € 
e No, unde Na = NU {0}, se va nota 20 = 51752... Tp" Dacă xe CE (RM) 
(pentru notații v. distribuție) și dacă pentru orice a, k e NP există Aap e R astfel 
ca |t4DEx(?)| Sha, Vie R” (unde DE este operaţia de derivare) se spune că x 
este o funcție care descrește rapid. Fie Sp(R”) mulțimea tuturor funcțiilor 
x: R”—T (unde T este mulțimea numerelor reale sau complexe) care descrese 
rapid. Această mulțime este un spaţiu liniar în raport cu operaţiile obișnuite 
cu funcţiile. Pe acest spațiu liniar se consideră topologia definită de mulțimea 
tuturor seminormelor pg de forma 

Perla) = sup (el) Dx) || te Rm), 

unde ọ este un polinom oarecare iar ke Nọ. Mulțimea Dp(R”) (pentru notații 
w. distribuţie) este densă în spaţiul Sp(R”) iar topologia spaţiului Dp(R”) 
este mai fină ca topologia indusă de cea din spațiul Sp(RP). Prin urmare, dacă 
geste o funcțională liniară și continuă pe spațiul Sp(R”), atunci restricția 
funcționalei g la spaţiul DL(R7) este o distribuție. Dacă g, și g, sînt două func- 
tionale liniare și continue pe spaţiul Sp(R”) iar f, și fa sint respectiv restricțiile 
lor la spațiul Dp (R”) și dacă g, #8, atunci f, # fa- O funcțională liniară și 
continuă pe spațiul dp(R”) se numește d.t. Orice distribuție cu suport compact 
se prelungește în mod unic pînă la o d.t. Dacă x este o funcție complexă pe RT, 


care descrește rapid, atunci și transformata, sa Fourier y este o funcţie care des- 
crește rapid. Dacă f este o d.t. pe R”, se numește transformata Fourier a dis- 


tribuției f, distribuția f dată de formula (F, x) = (f, Y), vze Sg”). Dacă f 
este o distribuție pe R”, cu suport compact, atunci transformata sa Fourier f 
este distribuția definită de funcția i 


PAE ad pls) = (2n)? (fi), ei <S >), seRm, 


unde <., > este produsul scalar care generează norma euclidiană în R”, (R.C.} 

divergență v. analiză vectorială, integrare pe o varietate riemanniană 
orientată 

divizor Fie X o suprafață riemanniană compactă. Se notează Div(X) 
grupul abelian liber generat de X, i.e. mulțimea tuturor aplicațiilor D : X > Z 
cu proprietatea că D(x) = 0, cu excepția unui număr finit de puncte xe X; 
legea de compoziție în grupul Div(X) este notată aditiv și este indusă de adu- 
narea lui Z. Orice element D e Div(X) se numește d. al lui X (sau d. pe X). 
Relația de ordine a lui Z induce o relație de ordine pe grupul Div(X) definită 
prin D ss D’ dacă și numai dacă D(x) < D'(x) pentru orice ve X. Această 
relație de ordine este compatibilă cu adunarea, deci grupul Div(X) înzestrat 
cu această relație de ordine este un grup ordonat; elementele pozitive ale acestui 
grup ordonat se numesc d. pozitivi ai lui X. Pentru orice d. D pe X, gradul 


tui D se definește prin deg(D): = X D(x). Aplicația deg: Div (X)—Z astfel 
z ; i xeX 
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definită este surjectivă şi este un morfism de grupuri. Nucleul acestui morfism 
este un subgrup Div°(X) al grupului Div(X); elementele acestui subgrup sînt 
d. de grad zero. Ex.: 1° Fie ae X; vom nota prin aceeaşi literă a d. definit 
prin a(x) := 1 cînd x =a şi a(x): = 0 cînd x ga. 2° Fie f o funcție mero- 
morfă care nu se anulează identic pe X (î.e. este diferită de elementul 0 al corpu- 
lui funcțiilor meromorfe pe X). Vom defini un d. (f) după cum urmează. Fie x 
un punct din X şi z un parametru local definit pe o vecinătate a lui x și cu 
proprietatea, că z(x) = 0. Atunci, pe o vecinătate a lui x, f admite scrierea 
unică f = 2Yg, cuve Z, g o funcţie olomorfă, pe o vecinătate a lui x și g(x) # 0. 
Întregul v astfel obținut depinde numai de f și x (i.e. nu depinde de alegerea 
parametrului local z) și va fi notat (f) (x). Aplicația X 3 x > (f) (x)e Z este 
und. pe X. 3% Tie o o diferenţială, meromorfă pe X care nu se anulează identic 
pe X. Vom defini un d. (6) după cum urmează, Fie x un punct din X și z 
un parametru local definit pe o vecinătate a lui x și astfel încît z(2) = 0. Atunci 
pe o vecinătate a lui x, forma diferențială œw admite scrierea, unică œ = 2"g dz, 
cu ve zZ, g o funcţie olomorfă pe o vecinătate a lui x și g(x) # 0. Întregul v 
astfel definit depinde numai de œ şi x și se notează (w) (x). Aplicația X 2 xi—> 
I> (o) (x) e Z este un d. Fie M(X) corpul funcțiilor meromorfe pe X. Aplicația 
fi—> (f) de la grupul multiplicativ M(X)N {0} în grupul aditiv Div(X) este un 
morfism de grupuri. Imaginea acestui morfism este un subgrup al lui Div(ă), 
notat P(X}; elementele lui P(X) se numesc d. principali ai lui X. Grupul cît 
Div(X)/P(X) se numește grupul claselor de d, ai lui X (sau grupul lui Ticară 
al lui X) și se notează Pic(X) (sau Cl(X)). Doi d. D, D’ pe X se numesc (liniar) 
echivalenți dacă, ei aparțin aceleiași clase în Pic(X), i.e. dacă diferența D — D’ 
este un d. principal. Este clar că d. de forma (œ), unde w este o diferențială 
meromorfă pe X, formează o clasă de echivalență, s-e. un element în grupul 
lui Picard Pic(X); această clasă se numește clasa canonică a suprafeței X și 
se notează prin litera K. Pentru orice d. D, funcţiile meromorfe f pe X, cu 
proprietatea că (f) + D > 0, împreună cu funcția f = 0, formează un spațiu 
vectorial complex notat „2(D). Se arată că acest spaţiu vectorial complex 2(D) 
are dimensiune finită care se notează (D). Se arată, de asemenea, că funcțiile 
deg(1)) şi {D) sînt constante pe fiecare clasă de echivalență, i.e. dacă D și D” 
sînt d. echivalenți, atunci deg(D) = deg(D”) și HD) = 1(D”). 

Teorema Ricmann-Roch. Pentru orice suprafață riemanniană compactă X și 
orice d. D în X are loc formula SE e E e il 


1(D) — (K — D) = deg(D)— g + 1, ant 
ei a 

unde g este genul suprafeţei X. i 
Genul unci suprafețe riemanniene compacte X este un număr întreg g>0 
definit prin 2g := dim Hi(X, C) pentru structura de spațiu vectorial complex 
a lui H!(X, C) (v. coomologia fascicoleler, formă diferențială pe o varietate 
diferențiabilă); notăm că g este un invariant topologic al lui X și că HX, Z) 
este un grup liber cu 2g generatori. Importanța fundamentală a teoremet 
Riemann-Roch pentru teoria suprafețelor riemanniene compacte va fi ilustrată 
prin corolarele următoare: i : z 
Corolarul 1. vegix) = 2g —2 și HK) =g. 
Corolarul 2. Diferențialele de prima speță formează un spațiu vectorial complex 
Q de dimensiune g. 
Corolarul 3. Dacă deg D > 2g — 2, atunci deg(K—D) <0 și {K—D) = 0. 
Corolarul 4. Dacă g = 0, atunci, pentru orice punct ae X, există o funcție f 
avînd un pol de ordin 1 în punctul a și olomorfă în rest. În particular, aplicația 
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“ . s sgis : i î x 
f:X =U este un izomorfism analitic. (Astfel, orice suprafață riemanniană 
de gen zero este analitic izomorfă cu sfera lvi Riemann.) 
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Corolarul 5. Dacă deg(D) > 2g + 1'şi dacă fo POTo a p a P 
i | i icați Ea :X > ` este 0 sculu a 
torial E(D), atunci aplicația [fo :---: fN] vste A: i nde 
Pentru AA aplicației din enunţul precedent se proci dează aapi Saca 
urmează. Fie xe X şi z un parametru local pe o vecinătate a lui x astfel ine 
z(x) = 0. Atunci, există v întreg astfel încît fi = Dei, ea Ni 7 vec d 
tatea lui z, cu gi funcție olomorfă pe o vecinătate a lui y şi cu cel puțin u 


gi(x) diferit de zero. Se pune atunci, prin definiție, 
Le it JN] (2) F= Leola) îi gula) 


ă i ă ri i tă este o varietate 
i 1 5 rezultă că orice suprafață riemanniană compac = 
lie Meter precis, se arată că orice suprafață riemanniană compactă 
i unita o scufundare olomorfă în P2(C). Fie X o E aseza eR ni 
ă X un punct fixat și my(X, xp) grupul fundament i 

paca, MA X, xo). ie Q spațiul vectorial complex al diferențialelor ae oua 
Tet pe X și Q* dualul complex al lui Q; după Corolarul 2, Q* este de dimen- 
siune g. Considerăm aplicația h: mă, *o) > Q* definită, prin 


hla) (©) : = | 6, aem o), cel. 


a imaginea acestui morfism 


. : + 
Este clar că h este un morfism de grupuri. Vom no IE el ea li 


prin F. Există un unic morfism de grupuri j : Div 
tea că 7() (0) = | œ pentru orice ze X şi ùo € Q, unde a este un drum pe X 
a i Ă 
igi î netul xo şi cu extremitatea în punctul s. 
pm Tui Abel. T este o latice de perioade di sp cula i ep y 
Aa L Di ; 
i fi de grupuri f : Pic0(X) — Q*T, unde Pic i ) 
Obs. QT este sA te complex de dimensiune g (unde g este genul lui X) pipi 
varictatea lui Jacobi (sau jacobiana lui X) și notat Jac(X); se ara 
Jac(X) este o varietate abeiiană. (M.J.). 


i i iabilă lasă C” cu r È 1, 
iu 1 Dacă M este o varietate diferențiabilă de c să 
un pop CE pe M, unde 1s k <7, este o submulțime D a lui M cu pro 
l i J, exi i deschisă U a 
orice punct ae DND, există o vecinătate 
sie reală fe CE(U) astfel încît U N D = {xe U įf(x) < 0} 


Dacă D este un d, pe M, mulțimea B: = DND este o parte a frontierei topo- 


logice a lui D, numită bordul sau frontiera diferențiabilă a lui D și aia, ge 
asemenea prin ôD. Pentru ca o mulţime D a lui M să fie un d. de erai 155 
M este necesar şi suficient să fie îndeplinite următoarele două condiții: 


M si DeD, închiderea interiorului lui D; 


prietatea că, pentru 
lui a în M şi o submer: 


este o submulțime local închisă a lui : aa 
f i ilerenţiabilă de clasă C* a wi M. Fie 
P: = DND este o subvarietate dilerențiabilă de c i Fie, 
ză d. de a Cl pe M, j : B — M aplicaţia de incluziune și + € B. ui tina 
tangent ve T(M)oNja.a(T(B)a) se numeşte exterior (resp. sieteraor) e în 
punctul 4 dacă v este vectorul viteză la momentul t = 0 al unui drum y 


e CL(7,, M), cu y(0)=x, astfel încât y(ż) e MND (resp. yne D) B 

reg A E pE e i e iri pg sie dacă și numai dacă 
cterior (resp. interior) lw x dacă şi m 

Sa 0 A o). unde dfg este diferenţiala lui f în pia A a 

supunem acum că M este o varietate orientată și că D este un d. de cla 

pe M. Atunci există o unică orientare pe By numită oricntarea bo 

proprietatea următoare: dacă y este un punct din B, (ep -.-, Cn = 


ră a lui B, cu 
un reper al lui 
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T(B)z şi v un vector tangent exterior lui D în punctul y, atunci (e En) 
este un reper pozitiv al lui T(B)g pentru orientarea bord dacă şi numai dacă 
(VU, auz er ee Jag En~) este un reper pozitiv al lui T(M)e pentru orientarea 
structurală a lui M. În absenţa oricărei alte precizări, bordul B al unui d 
D de clasă C! al unei varietăţi diferențiabile orientate M se consideră, orientat 
cu orientarea bord ; varietatea diferențiabilă B înzestrată cu această orientare 
se mai numeşte bordul orientat al lui D. 2 Mulţime deschisă si conexă intr-un 
spațiu topologie. În R d. sînt intervale deschise. În R” avem următoarea pro- 
prietate: dacă D este un d., atunci orice două puncte a și b din D pot fi anite 
printr-un drum poligonal. 3 D. unei funcții, d. de definiție al acelei functii. (MJ.) 

domeniu de olomorfie Fie Q o mulțime deschisă în C”, 


| Pentru orice mul- 
țime compactă K c Q, 


: se notează prin Ko mulțimea tuturor punctelor ze Q 
cu proprietatea că (2) |< sup |f] oricare ar fi fe G(Q) (mulțimea funcțiilor 


K a 

olomorfe pe 9). Se observă că avem Kg e co(K); în particular Ro este măr- 
ginită. Mulțimea deschisă Qc” se numește o/omorf-convexă d 
orice mulțime compactă K c Q, mulțimea, È o este de asemenea compactă. 
Q se numește d.o. (în C”) dacă nu există nici o pereche de mulțimi deschise 
9, și Q, în C”? cu proprietățile următoare: a) Q, este ncvidă și este conținută 
în On; b) Q este conexă și nu este conținută în Q; c) Pentru orice 
funcție fe O(9) există o funcție f, e 0(0,) astfel încît fa =f pe Q. Cînd 
ultima condiție este cerută pentru o funcție dată fe G(0), o vom nota, rin 
cz). Vom spune că mulțimea deschisă O în C” este domeniul natural de existontă 
al funcției fe O(0) dacă nu există nici o pereche de mulțimi deschise Q 
şi Q, în Fanisticiid condițiile a), b) și cp). ie 1 

eorema iut Cartan-Thullen. Conditiile următoare as ei imi 
deschise Q a lui C” sînt echivalente: i) Q este d.o.; ii) Oste A jel aha i 
n Fii fe G(0) astfel încît Q să fie domeniul natural de existență al fino- 
Ex.: 1° Orice mulțime deschisă în C {deci cazal n = 1) este un d.o. 2° Dacă 
Q, şi Qz sînt două d.o. în C? si C3, respectiv, atunci 9, x Q, este un d.o 
în CPH: 3° Orice mulțime deschisă și convexă în C” este un d.o. L FieQ e ca 
şi O € C? mulțimi deschise iar f: Q C? o aplicație olomorfă. Dacă Q şi 
Q sint d.o, sau dacă Q’ este d.o. şi J>(Q') o mulțime relativ compactă în Q 
atunci f-1(0) este un d.o. 5° Orice intersecție finită de d.o. este un d.o. Ca un 
contraexemplu menționăm că CN (0) nu este un d.o. cînd n >2 (teorema 
de prelungire a lui Hartogs). Notăm că, în virtutea teoremei lui Cartan-T hullen, 
Tea T ala O în C? este un d.o. dacă și numai dacă este o varietate 


domeniu de olomorfie (peste €”) v. înfășurătoare de olomorfie 
domeniu fundamental al grupului modular v. funcție modulară 
domeniu natural de existenţă al unei funcții olomorfe v. domeniu de olomorfie 
domeniu pseudoconvex v. pseudoconvexitate 

domeniu Riemann v. înfăşurăätcare de olomorfie 


domeniu Runge (în C”) O funcție complexă P pe C” 
C-analitic dacă există un număr natural È și numer: 


acă, pentru 


se numește polinom 
e complexe gg definite pentru 
a e(NU0)* şi la |= + + an&k astfel încât F(2) = d  ayz%, unde 
za tr i ni 

e 2y" pentru z = Bogo Zn) ȘI æ = (œp e æn) Pentru orice mulțime 


compactă K în C”, se notează A mulțimea tuturor punctelor ze ©” 


Œ a pl 
ZE = zi 


cu proprie 
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tatea că | 7(2)| < sup |F] oricare ar fi polinomul C-analitic P în C”. Mulțimea 
K 


compactă K se numește polinomial convexă cind K = E.O mulțime deschisă 
Q c C? se numeşte d.R. dacă mulțimea K este conținută în Q pentru orice 
mulțime compactă K œ Q. Deoarece Ko < K (v. domeniu de olomorfie) re- 


zultă că orice d.R. în C” este un domeniu de olomorfie. Ex.: Dacă £,,..., Py 
sînt polinoame C-analitice în C”, atunci mulțimea, 


Q = (zel || l, v= Lu, N} 


este un d.R. în C”. O mulțime compactă Ke C”? se numeşte poliedru polinomiat 
dacă există un număr finit de polinoame C-analitice F,,..., Py asttel încît 


R= (zel IRLS 1, v= a Nh 


Orice poliedru. polinomial este un compact polinomial convex. Pe de altă 
parte, pentru orice compact polinomial convex K, poliedrele polinomiale L 


astfel încît K c Ê formează un sistem fundamental de vecinătăți ale lui KÆ. 
În fine, pentru orice d.R. Q, există un șir crescător {Ky eN de mulțimi com- 


pacte polinomial convexe K, astfel încit Ky < Kog si Q= U K. 
vEN 

Teorema de aproximare. Un domeniu de olomorfie Q este un d.R. în C” dacă 
şi numai dacă polinoamele C-analitice sînt dense în spațiul O(N) pentru 
topologia convergenței uniforme pe mulțimile compacte ale lui Q. | 
Teorema de existentă pentru operatorul d. Fie Q un d.R. și f o (p,q + 
+ îj-formă diferențialä de clasă C” pe Q astfel încît 5f = 0. Atunci există o 
(5, q)-formă diferențială u de clasă C” pe Q astfel încît 3u = f. 
Folosind teorema lui Dolbeault; teorema precedentă poate fi interpretată 
ca o teoremă de anulare analitică, şi anume că, pentru orice AR. Q în 
C”, HUQ, 9(0))=0 cînd g > 1 (v. formă diferențială (pe o variantă complexă). 
Teorema de anulare topologică. Dacă {N este un d.R. în C”, atunci 
HI(Q, C) = 0 cînd gèn. 
Din teorema de anulare topologică combinată cu teorema de aproximare 
a lui Runge în C rezultă că o mulțime deschisă Q în C este un d.R. dacă și 
numai dacă fiecare componentă conexă a lui Q este simplu conexă. Astfel, 
pentru n = 1, d.R. admit o caracterizare topologică.  (M.].) 

domeniul de convergență al unei serii de puteri v. serie de puteri 

dreapta reală v. corpul numerelor reale 

dreapta reală extinsă Dreapta reală N nu are un cel mai mic element 
și un cel mai mare element. Pentru a remedia această deficiență se introduc 
două elemente ideale, — co și oo, străine de R, cu statut de cel mai mic element 
pentru — oo și de cel mai mare element pentru co în mulțimea R:=RU 
U {— œ, œ}. Ținînd seama de definiţia noastră pentru mulţimea R, cel mai 
simplu este să considerăm R ca fiind mulțimea părților x c Q satisfăcînd 
condițiile b) şi c) din definiţia lui R (v. corpul numerelor reale). Această 
mulțime R se ordonează prin incluziune de mulțimi, la fel ca R, și avem R = 
= RU (5, Q}, unde mulțimea vidă, Ø este cel mai mic element, iar mulțimea 
totală Q cel mai mare element în R. De aceea, este convenabil să punem, 
prin definiţie, — oo := Ø și œ := Q. O mulțime U c R se numește mulțime 
deschisă dacă satisface condițiile următoare: 1) U NR este o mulțime deschisă 
în R; 2) Dacă —coeU, atunci există ceR astfel încît xe U pentru orice 


maama ap p e a a o 
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numär real y < c; 3) Dacă œ e U, atunci există ce R astfel încit xe U pentru 
orice număr real x> c. Mulimile deschise în R formează o topologie, numită. 
topologia canonică a Imi R; cînd considerăm R ca spațiu topologic se are în 
vedere topologia canonică. Aplicația e : R —[— 1, 1] definită prin p(—c0):= 


= —L e(oo):= 1 şi p(x) := 

a alee 
Rezultă că spațiul topologic R este conex, local conex, compact și cu bază 
numărabilă, iar R este o submulțime deschisă densă a lui R; astfel R este o 


compactificare local conexă a lui R. Mulțimea ordonată R înzestrată cu topo- 
logia canonică se numește d,r.e. (sau dreapta reală încheiată).  (M.].) 

dreapta reală încheiată, v. dreapta reală extinsă 

dreaptă (într-un spaţiu liniar) v. varietate liniară 

drum v. omotopie, drumuri omotope (în C) 

drum (in JR2), orice aplicație continuă a intervalului compact [a, b] în RP. 
Pentru z = 2 obținem un drum în plan, dat de o reprezentare parametrică. 
scalară de forma, x = f(t), y = g(t), f şi g continue pe [a, b}. Mulțimea punctelor 
de coordonate (f(t), g(î)), tela, d], constituie imaginea drumului. (S. M.) 

drum de clasă C! v. integrala curbilinie (în R”) 

drum închis, drum v : (a, b] = R” cu proprietatea r(a) = r(b). Ex.: f(t) = 
= cost, g(t) = sinż, a = 0, b = 27. (5.M.) 

drum rectificabil, drum v : [a, b] — R”? cu proprietatea că mulțimea (7A(7)) 


pentru ze R este un omeomorfism. 


i =i 
este majorată (ZA(7) = y (riti) — r()), unde A = fa = to < by < m 
1=0 


a L bn < hi Ca. < fa = b}, iar r(t) — (la) este distanța euclidiană de 
ta rài) la r(tera)). Numărul sup (A(r)) se numește lungimea drumului r. 
A 


45.M.) 
drum simplu, drum 7 :[a, d] = R” cu proprietatea că nu există x y 

zu a<x<yssb sau asx<yab astfel încît r(x) =r(y). (S.M) 
drumuri echivalente v. echivalența a două drumuri 


drumuri omotope (în C) Fie D un domeniu în planul complex C. Se numește 
drum în D orice aplicație continuă A: [0, 1] — D. Punctul A(0) se numește ori- 


Hi ~ Ha, atunci Aţi ~ata Pentru d e P(x, y} se notează A- drumul definit 
prin A(t) = A(1 — £) şi se numește inversul drumului A. Pentru orice xe D 
se notează cu eg drumul definit prin ez(î) = x, Vte [0,1]. Un drum de L{x, x) 
se numește omotop cu zero dacă A ~ eg. Un domeniu D ce C se numește simplu 
stonex dacă orice drum închis în D este omotop cu zero, Fie 5 = {0 = tg < i<.. 
so < fn = 1) o diviziune a segmentului [0, 1] şi fie A un drum în D. Pentru 
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fiecare ke{0, 1,..„„n — 1}, fie Ay drumul cu originea A(tẹ) și capătul A{fk+r) 
definit prin Ap(t) = A((1 — t) tp + tfr) Sistemul de drumuri Ag, Ar es Ana 
astfel obținut se numeşte descompunere a drumului A asociată diviziunii 8. 
Drumul 4 este ometop cu Agh; An- Pentru a, be C, drumul £ =» (1 — t)attb, 
care are ca suport segmentul [a, b], se numește drum liniar şi se notează tot cu 
[a, b]. Un drum care se poate descompune într-o familie de drumuri liniare se 
numește drum poligonal. O mulţime D se numește stelată relativ la a e D dacă 
[a, x] e D pentru orice xe D. Un domeniu D c C care este stelat în raport 
cu unul din punctele sale este simplu conex. (Gh.Gr.) 

dualul unui fibrat vectorial Dacă M este o varietate diferențiabilă ce 
clasă CT şi F un fibrat vectorial real de clasă C” peste M, dualul lui E este 
fibratul vectorial real E* de clasă C” peste M cu proprietăţile următoare: 
1) Pentru orice punct xe M, Es = Homy(Ez, R), dualul spaţiului vectorial Ez; 
2) Pentru orice submulțime deschisă U a lui M și orice reper {e}, u ep) al lui E 
peste U, (fi, -.-, fp) este un reper al lui £* peste U, unde f(x) este forma liniară 
pe Es definită prin <f:(x), eş(x)> = ð: (simbolul lui Kronecker), ze, 
i,j = Lica. În mod similar se definește dualuj E* al unui fibrat vectorial 
complex E peste M cu deosebirea că aici Ež = Homa(Ez, C), t.e. Ex este duaiul 
complex al spațiului vectorial complex Eg. Tibratul cotangent T(M)* al toi M 
este, prin definiţie, dualul fibratului tangent T(M). Similar, fibratul cotangent 
complex Ton)" al lui M se defineste ca fiind dualul fibratului tangent complex 
To (M). Dacă a = (a, ---» xy) este o hartă locală a lui M, rezultă că (dxi dă) 
este un reper peste U, al fibratului cotangent și al fibratului cotangent 


complex. (M.J.) | 
dualui unui spațiu local convex v. conjugatul unui spațiu tocal convex 


echivalența a două drumuri Drumurile v: fa, b] — R?şi 7^: [e, B] -> R” 
sînt echivalente dacă există un homeomoriiam A : fo, B] — [a, bl astfel incit 
7'(7) = r(h(0)) pentru orice g s = s B. Se arată că fiecare dintre proprietăţile 
de a fi drum simpu, drum închis sau drum rectificabil este invariantă prin 
relația, de echivalență. O clasă de echivalență de drumuri se numește curbă 
(în R?) (S.M.) 

echivalentă de categorii v. fenctor 

echivalentă emotopică v. omotopie 


a 
ecuația căklurii, ecuația a Anu = F(x, i), unde u = uix, t) QX 
ĉt 
XEO, œ) > R, Q fiind o nmițime deschisă din R”, x = (ap, e Xah iar Ag 
operatorul lui Iaplace în raport cu variabiicle spațiale x,, ..., Za Pentru 
n = 1,2 sau 3 această ccuație descrie (în mod idealizat}) propagarea căldurii 
intr-o bară, respectiv pe o placă, într-un mediu omogen din spațiu, u(x, t) 
reprezentind în acest caz temperatura în punctul y şi la momentul £ > 0. 
E.t. este cea mai simplă și una dintre cele mai importante ecuații de tip para- 
bolic. Funcţiile care verifică e.c. se mai numesc şi funcții calorice şi se bucură 
de unele proprietăţi specifice, dintre care cele mai importante sînt regulari- 
tatea si principiul de maxim și de minim. Problemele naturale care se atașează 
e.c. sint: !) Droblema mixtă. Dacă Q este un domeniu din R”, 20 frontiera sa, 
se dau: i) Condiţiile inițiale u(x, 0) = f(x) pentru ze) (deci, în interpre- 
tarea fizică, x — f(x) reprezintă distribuția inițială a temperaturii în Q; 
ii) Condiţii la frontieră, de exemplu, a) u(x,t) = g(x, t), Yxe ðQ, t > 0, 


b) aut B cu 


— = glad), Yxe ðA, t>0, cug, 83 funcţii date pe AQ x[0, co). 
în 

2) Troblema lui Cauchy. Se dă u(x, 0) = flx), Yxe R? (eventual cu unele 

condiții de comportare la infinit). Soluţia fundamentală a e.e. este distributia 


E(x, t) = (03 H(A) epf.) ; 


uade î7(7) este funcția Jui Heaviside, jar ix] norma euclidiană a lui x. Această 
soluție fnndamentală este invariantă la rotații și este de clasă C” în RHN {0} 
Din această ultimă proprietate se deduce hipoclipticitatea operatorului căldurii. 
Cu ajutorul soluției fundamentale se poate exprima soluția problemei lui Cauchy. 
Pentru ecuația omogenă (F(x, t) = 0) soluția problemei Ilni Cauchy (cu data 
inițială f{x)) este 


ulr, i) == ţ E(x — y, i) fily)äy (£>0) (formula lui Teisson). 
R” 


Se cere ca f să fie continuă și mărginită. Soluția rezultă continuă pe 


pia i Gu . AR i 
R?” x(0, Tj, cu derivatele Rd şi — £ =, i, j=1,.., 7, continue pe R? x (0, TI, 
ct EZEZ] 
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“Soluţia ecuației neomogene este dată de formula 


1 
ad = | Be- nn + h Ea- yt- aro ayas: 
R” OJR” 
xeR?, że (0, T). 
Despre data inițială f se cere doar ca ea să fie continuă și mărginită iar despre 


E ? NESIE : F A 

membrul drept F să fie continuu mărginit iar derivatele — , i = 1,...,%, să 
dai 

existe, să fie continue și mărginite pe R” x [0, T]. În general, dacă nu se impur 
condiții suplimentare, problema lui Cauchy pentru e.c. poate să nu aibă soluții 
unice. Studiul unicității problemei lui Cauchy a condus independent pe T. Car» 
leman, M. Nicolescu și A. N. Tihonov la noțiunea importantă de clasă de unici- 
tate pentru problema lui Cauchy; ei au determinat (prin condiții de creștere la, 
infinit) astfel de clase. Problema lui Cauchy este corect pusă pentru e.c., dar 
fenomenul specific care apare este „viteza de propagare infinită. Funcţiile 
calorice verifică și un principin de maxim și minim foarte important, anume 
dacă u verifică e.c. omogenă pe R” x (0, 7), dacă este continuă și mărginită 


FOUN , ĝu u, Pa NE ali i 3 
pe R? x[0, Tj ṣi dacă —, pi L... 5, există şi sînt continue pe R” X[0, Ti 
at oxi 
atunci sup u = supul(z,0) şi min u=min u{x, 0), Acest principiu asi- 
R”, T] R”X[0, T] R?” 


gură unicitatea soluţiei problemei mixte, precum și (în aceleaşi condiții priving 
soluțiile) dependența continuă de date. În ceea ce priveşte existența soluţiei 
problemei mixte, cu ajutorul metodei separării variabilelor aceasta, se poate 


E ; „Gu - 
demonstra în numeroase cazuri. E.c. pe varietăți (— = Au cu A = operatorul 
Li 


lui Laplace-Reltrami) intervine în numeroase probleme, de exemplu în demon- 
straţia teoremei indicelui a lui Atiyah-Singer, (G.G.) 

ecuația funețicnală a lui Riemann v. funcţia ( 

ecuaţia Jlcin-Gordon Dacă xp = cf, & = (4, Xa, Za) (c = viteza luminii), 
funcţia de undă {xo x) care descrie comportarea unei particule relativiste, 
libere pseudoscalară de masă mọ verifică e.K.G. (CI + m?) p = 0. În cazul 
particulei relativiste libere de spin 1/2 de masă mp, de exemplu electronut, 
protonul, nentronul etc., descricrea este făcută de funcția de undă (spino- 
rială) F(xo 2) = (pp pa bu, ba) care verifică ecuația lui Dirac 


SRR 
i yë — — md [Fira x) = 0, 
k=0 Xk 


unde I este matricea unitate, iar y matricile date de: 


10 0 0 0 001 
p-[01 0 0 u {o ooj, 
00 1 oF 0—10 0F 
00 0-1 —1 0 0 0j 
0 0 0 —i 001 0 
a looi ol, a | ooo -il 
Y=] ọio oF Y=S|l io0oo0 o 
-i 00 0 010 o0? 
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Ecuația lui Dirac se poate obține prin factorizarea matricială a e.K.G.: 


3 3 d 
( y eri — mar) ( y y + mal) = —(C0 + mg) I (G.G.) 


k=0 2 


ecuaţia lui Airy v. funcţii speciale definite cu ajutorul unor ecuaţii di- 
ferenţiale 

ecuația lui Bernoulli, ecuație diferențială de forma y = a(x} y + b(x) yă, 
& real, as l, # 0; dacă y este soluţie a unci e.B., atunci z definită prin 
2(%) = (y(a))l-* este soluție a unei ecuaţii afine. (4.H.) 

ecuația lui Clairaut, ecuație de forma y = xy’ + q(y”); soluția generală 
este y = cx + ẹ(c), iar soluția singulară se obține prin eliminarea lui A în sis- 
temul y = vA + ep), x + g'a) =0. (Gh.Gr) 

ecuația lui Dirac v. ecuația Klein-Gcrden 

ecuaţia lui Gauss, ecuația diferențială z(1 — z) w” + [y — [a + 8+ Îz]ue”'— 
— am = 0. O soluție olomorfă în cercul |z| < Leste seria hipergeometrică 


ala +1). (a tn —D BB+. BHn- m 
nlyly +1). (yta — 1) 


Seria hipergeometrică se reduce în situații particulare la seriile care reprezintă 
funcții elementare uzuale: 


F-m, B, B =x) = (1-H a)"; ECL, B, B, 2) = 101 — a); 
xF{1, 1,2, —x) = ln {1 -+ x); hm F(1,9, 1, 2/3) = exp({— x); 


B—» 


xF E, m SA x| =arcsin x; xF Ey d — x? į = arc tg x. 
2 2 2 


co 
Fa Bz = + E 
n=l 


2 2 
Cu ajutorul seriei hipergecometrice se pot reprezenta și unele funcții speciale. 
Seria hipergeometrică se poate reprezenta și cu ajutorul unor integrale; de 
exemplu, 


T(B) Tir — 8) 


Fla, B, y, 2) = ( iB-U(1 — PB {1 — izj di, (4.H.) 
riy) 


0 


ecuația Jui Helmholtz, ecuația Au + k'u = —f(x). Apare în mod natura 
astfel: dacă se consideră ecuația undelor neomogenă 


aulx, t) = fb, ae, f(x, t) = afla) e”, 


şi dacă se caută o soluție cu acceași perioadă dar de amplitudine necunoscută, 
2 


` öp w 
fe. u(x, t) = u(x) ele, atunci funcția u(x) trebuie să verifice e.H. cu k?= rată 
a 
Pentru n = 1, distribuțiile 


il e` tlel 
E(x) = ni] și ol lie Ti 
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sint soluții fundamentale ale e.H. Pentru n = 2, soluția fundamentală E, (x} 


este transformata Fourier inversă a distribuţiei şi se poate 


+10 — JE 
exprima cu ajutorul funcțiilor lui Hankel, Pentru # = 1, 
o a L eilz], Fit $ ikja] 
2ik 2ik 


sint soluţii fundamentale. Pentru a avea asigurată unicitatea soluției în domenii 
nemărginite (complementare de deschişi, relativ compacți) se consideră doar 
soluții ce verifică condiţiile lui Sommerfeld: 


u(x) = Olli!) AT + iul) = O(lx[-1) pentru |x| > o. 


Aceste condiții au o interpretare fizică simplă, legată de aşa-numitul „principiul 
amplitudinii limită“. Pentru e. H. se pun în mod natural problemele lui Dirichlet 
şi Neumann (interioare și exterioare, în ultimul caz cerîndu-se îndeplinite condi- 
țiile lui Somerfeld). Soluțiile acestor probleme se obţin cu ajutorul unor poten- 
țiali (de dublu strat în cazul problemei lui Dirichlet, de simplu strat în cazul 
problemei lui Neumann). Neunicitatea, (resp. unicitatea) soluțiilor este legată 
de faptul că A = k? este sau nu valoare proprie pentru problema lui Dirichlet 
sau Neumann interioară pentru ecuația lui Laplace. (G-G.) 


2 
ecuatia lui Laplace, ecuația Au = 0, unde Au = L +. A u 
öx? EEA 
este operatorul lui Laplace. Este cea mai simplă și cea mai importantă ecuație 
de tip eliptic. Dacă considerăm un cîmp vectorial v ce derivă dintr-un poten- 
țial, v =: —gradu, u = ul, ee, n), atunci Au = div grad u = —div v şi sub 
această formă apare în studiul cîmpurilor (electric, gravitațional ctc.). În cazui 
n = 2, eL. este în strinsă relație cn teoria funcțiilor olomorie; partea reală 
şi imaginară a unei astfel de funcţii sint funcţii armonice conjugate. Soluţia, 
fundamentală a e.t.. este 
E, = Ale log 13], Ep =— E e la | eT 


| pentru p>3, 
TE {n — 2) Gu 


unde |x| este norma euclidiană, iar op aria sferci unitate în R”, Această scluție 
fundamentală este invariantă la rotații, iar orice altă soluție fundamentală 
invariantă la rotații diferă de aceasta printr-o constantă aditivă. Ea este defi- 
nită de o funcţie local integrabilă; din forma ei se deduce că operatorul Laplace 
este a.nalitic-hipoeliptic, E.L. îi corespund în mod natural următoarele probleme 
de limită: 1) Problema lui Dirichlet. Fie Q un deschis în RP, 20 frontiera sa; 
problema, lui Dirichlet constă în a căuta u armonică în Q astfel încit pe ô 
u să ia valori date. 2) Problema lui Neumann. A se găsi u armonică în Q 


2 . . 
astiel ca pe 20, să ia valori date. 3) Troblema mixtă. A se găsi u armonică 
gn 
în Q, care să verifice pe 50 relația a —— + Bu == g, unde &, B, g sint funcții 
an 
date pe ôN, cu a 0. Problema lui Cauchy însă nu este corect pusă pentru 
e.L. (GG) | pă 
ecuaţia lui Poisson, ecuaţia lui Laplace neomogenă, i.c. Au = — f. Pentru 
e.P. se pun în mod natural aceleași probleme la limită ca pentru ecuaţia lui 
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Laplace. Presupunem n = 3. În acest caz, potențialul YV == =. xp = 
[x] 
= — nE, » p verifică eP. AV = —4ro (în sensul distribuțiilor dacă p este 


o distribuție pentru care convoluția are sens; în sens clasic dacă p este con- 


tinuă, de exemplu). Dacă presupunem ue C2(09) n C(Q) (în cazul problemei 
interioare) și u e CHQ) 1 C(0,), unde Q, = RIN Q, cu uțo0) = 0 pentru pro~ 

1 í MOLA 

TE dr Ja Jz—y|] 

reduce problemele la limită pentru e.P. la cele corespunzătoare ecuațici lui 
Laplace, presupunind că fe CI(0) n C(0). Soluţia e.P, (în clasa distribuțiilor 
nule la infinit) este unică. De asemenea, soluția problemei lui Dirichlet inte- 
rioară (sau exterioară) pentru e.P. este unică și depinde continuu de datele ini- 
țiale. În cazul problemei lui Neemann, cu unele condiții de regularitate impuse 
frontierei éQ, au loc rezultatele: i) Soluția (dacă există) a problemei lut 
Neumann interioare este unică cu aproximația unei constante aditive; îi) Con- 
diția necesară de existență a soluției problemei lui Neumann interioare este 


blemele exterioare, schimbarea de functie u = v -+ V, cu V(x) = 


| u dr +f f(x) dv = 0, unde ERA 
29 Q 


gn 


iii) Pentru 90 suficient de regulată, soluţia problemei îi Neumann exte- 
rioare este nică. (G.CQ.) 

ecuaţia lui Riccati 1 Ecuaţie diferențială de forma y’ = a(x)y? + b{x)y+ 
+- c(2); dacă ya este o soluţie a ecuației, y o altă soluție, funcția z definită 
prin z(x) =: y(x) — yọlx) este solutie a unci ecuaţii Bernoulli; această proprie- 
tate permite reprezentarea oricărei soluții cu ajutorul unei soluții particulare yg. 
2 Un sistem de ecuaţii diferențiale de forma Y’ = YA(a) Y + Bile) Y + 
+ YB(2) 4 Cl), unde 4(x), B(x) Balx) C(x) sint matrici pătrate. Un: 
caz particular important care apare în calculul variațiilor și în teoria sistemelor 
comandate optimal este cel în carc A (x) şi C(x) sint matrici simetrice iar B(x} 
este transpusa matricii B (x). (4.H.) 


ecuaţia lui Schrădinger Operatorul diferențial “f £L Au se numește 
i ct 
operatorul Ilui Schrödinger; el este important în fizică. De pildă, dacă o parti- 
culă, de masă mg se mișcă sub influenta unui cîmp de forțe exterioare dat de un 
potențial V(x} şi dacă d(x, 2) este funcția de undă a acestei particule, deci 
| W(x, i) |? este probabilitatea ca particula să se găsească în vecinătatea U(x} 
a lui x la momentul £, volumul ini U(x) fiind dx, atunci ọ verifică e.5. 


a h? 
iht = 2 Aeh + Vo, 
et 2mo 


unde Îi este constanta lui Planck. Operatorul lui Schrödinger nu este însă 
invariant la grupul lui Lorentz. Soluția fundamentală a operatorului Schrădinger 
este 


E = H(t) exp |-ie — 2) =] (Ant) 12 exp (ji 
4 4 it 


Această soluție fundamentală este invariantă la rotații (în variabilele spațiale 
și este analitică în complementara hiperplanului ź = 0, dar nu este nici măcar 
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Aocal integrabilă în vecinătatea oricărui punct (x, 0), exceptind cazul n = 1. 
Ca atare operatorul Schrödinger nu este hipoeliptic. Operatorul lui Schră- 
dinger (pentru diferite potențiale V} este studiat din diferite puncte de vedere 
in legătura cu probleme de difuzie. (G.G 

ecuația Monge-Ampère, ecuație diferențială cu derivate parțiale neliniare 
de ordin 2 de forma 


yi — s? = ar + 2bs -+ ci + ọ, unde 
022 322 322 


a aray” 8y? 


ale căror coeficienți depind de variabilele x, y, de funcția necunoscută z = 


=2(x, y) şi de derivabilele sale de ordin Í, p== Ka „ q= — - Tipul e.M.A. 

dx 2y 
este dat de semnul expresiei ọ -+ ac — b? = A. Dacă A > 0 ecuaţia este de tip 
eliptic; cînd A < 0 ecuația este de tip hiperbolic și pentru A = 0 ecuaţia este 
de tip parabolic. Aceste ecuaţii, mai ales cele de tip eliptic, sint importante 
în diferite probleme de geometrie. Teoria, clasică, dezvoltată. de Monge, Ampăre, 
apoi de Darboux şi Goursat, a căpătat în ultimele decenii noi dezvoltări, dato- 
rate introducerii unci noțiuni corespunzătoare de soluție generalizată despre 
care se poate arăta că, în condiții suficient de generale, este regulată. Pentru 
e.XL.A. tare eliptice (cele pentru care ọ > 0 și forma ač? + 2bEq I- cn? este 
nenegativă) se poate rezolva în mod unic problema lui Dirichlet; există şi alte 
zezaltate de existență. Analogul în cazul complex al e.M.A. intervine frecvent 
în probleme ale analizei complexe și constituie un subiect în care numeroase 
probleme sînt încă deschise. (G.G.) 


ecuația undeler, ecuația Dau = 2 — Anul = f(x, t), unde u= 
ot 


== u(z, i): Ox[0, co) — R, Q domeniu în R”, iar Ap este laplacianul în raport 
cu variabilele spațiale x, ..., m. Operatorul [la se numeșe operatorul lui 
a Alembert. E.n. apare în studiul fenomenelor de propagare a undelor, de pildă, 
in cazul n = | soluțiile sale descriu oscilațiile unei coarde vibrante. Este o 
ecuație de tip hiper bolic, iar problemele naturale care i se atașează sînt problema 
lui Cauchy 5 şi probleme mixte, in mod natural, ecuația nefiind hipoeliptică apar 
solutii generalizate. Soluția lundamentală Ep se poate exprima ca o transfor- 
mată Fourier inversă parțială (în raport cu variabilele spațiale} 


elle) 
alei |] 


aici Ẹ = (Eu =o Ena) este variabila duală variabilelor spaţiale (4, -.-, 
În particular se obţine: 


Enlx, t) = H (f) r'| 
Xn) = x 


H(at — |x|) 
2ra yat — ale 


E (x, t) = 1 Hat — |l); E(x, t) = 
2a 


Eul, n= Da (a?i? — |x]?), 


TA 


unde 5 este distribuția lui Dirac iar H funcția lui Heaviside. ie E, 
şi Ea sînt local integrabile ş şi au ca suport închiderea conului T'={{7, £)| Ixl <at). 
iar suportul lui E, este chiar frontiera acestui con. Dacă f este o distribuţie din 
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D*(R2+) avind suportul conţinut în semispațiul t> 0, distribuţia Va = Ep * f 
se numește potential întârziat de densitate f şi verifică e.u. ee ua Anl Va = 
at 


= f. Dacă f este local integrabilă, atunci Va rezultă local integrabilă. Problema 
lui Cauchy generalizată (pentru e.u.) constă în a găsi o distribuție ue D*{R®+I} 
care să verifice ecuaţia Clau=F (x, t), unde Fe D*(R7+I) și se anulează pentru 
+ < 0 astfel ca u să se anuleze pentru £ < 0. Această soluție există și este dată. 
de u = Ep x F. în stii i soluția, problemei lui Cauchy clasice Dau = 


= f(x, t), u(x, 0) = = u(x), £ — tx, 0) == m(x) cu f continuă pe {(ż, x) |t > 0}. 
ôt 


u e C'(R?”), u e C(R?) devine, prelungind pentru ¿<0 pe u și f prin 0 și noting 
cu fă, respectiv f, funcțiile astfel obținute, soluția ecuației 


Da = Fix, t) + uol) 510 + ul) 30). 


Distribuțiile VO = Ep * m(x) S(t), respectiv V(D=E + tlx) 510), n=- 1, 2, 3, 
se numesc potențialele întîrziate de simplu (resp. de dublu) strat de densitate s, 
respectiv ug. Dacă u, este local integrabilă în R2, atunci V$ rezultă local inte- 
grabil în R”. Potenţialele V(O şi VID sint de clasă C”, în raport cu variabila 
temporală pe [0, 00) şi verifică următoarele condiţii: 


av 
F(x, t) 0, ul) in D*(R2) pentru t — co; 
at 
2V(D 


VD (x, t) -> up), -=0 in D*(R”). 
ät 
Cu ajutorul acestor potențiale, explicitate, se obțin formulele ce dau soluția 
problemei lui Cauchy clasice în cazul ecuaţiei neomogene. Pentru n = 1 soluția 
este 
ulr + at) + mlx — at) 


2 


u(x, t) 


x-+at 
$ -{ u(y) ay+ 
2a 


z—at 


t (i Cxar) 
+ — { | fly, )adyădr (formula lui d'Alembert). 
2a Jo Jx—att—7) 
Pentru n =2 avem 
cR d 1 d 
STP TE a | #0) Iona E (a “(y)dy 
2na ĉt )Bix; ai) Nazi = = ja = a 2ra ÎBlx; at) Nazi = = ja — ~ y]? 


fiy. 7) dy dt 


t 
an ( | e ý (formula lati Poisson). 
2ra o +B{x; att—r)) Vaze T)? lz — yi’ 


Pentru # = 3 se obține 


1 1 1 = 
L E | uly) as] + | (9) aS + 
4ra? gtl JSiz; ab dra?t JSt; at) 


z 


|x — y] 


u(x, i) = 


sh» 


ES | dy (formula lui Kirchoff}. 
4a? B(x; at} 
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:ande s-a notat cu B(x; aż), respectiv S(x; at), bija (în cazul n=2 discul) de centru 
x şi raza at, respectiv sfera de centru v și rază at. În aceste formule s-a presus 
pus fe c?(t > 0), mge CHR”), u,ecl2(R?) pentru # = 3, 2, iar pentru n = l, 
fe Ciţt > 0), uge CARI), ne CURA). Din formulele de mai sus se vede că, în 
cazul n = 3, soluţia într-un punct (x, £) depinde doar de valorile pe care le au 
datele inițiale pe sfera de rază at, dar că în cazul n = 2 intervin valorile datelor 
inițiale de pe întreaga intersecție a conului caracteristic cu planul t=0. În 
primul caz se spune că este valabi) principiul lui Huyghens, iar în al doilea că 
apar fenomene de difuzie, [n ceea, ce priveşte problema mixtă pentru e., 
se consideră o mulțime deschisă mărginită Q din R7, cu AQ de clasă Cl, și se 
„consideră soluții u e C*(0 x[0, 7]) n CHQ x10, 7]) ale ecuației Dlan =: P(w, d), 


iaz zf aa Gu 
tx,te Ox (0, Ti, ce veriiică condițiile inițiale u(x, 0)= f(x), $ (x, 0) = g(x), 
ôi 
Baza A SE da a Cut, îi 
x eQ, şi o condiţie la limită gu -i B dee 0, zeât, tel0, Ti, cu u=a(x), 
en 


B = B(x) funcții pozitive. Unicitatea și dependența continuă de datele iniţiale 
:se demonstrează utilizind aşa-numitele inegalităţi energetice. Existenţa se 
demonstrează adesea utilizind metoda separării variabilelor, (G.G.) 
ecuatie cu derivate parțiale liniare de crdin 1, ecuație de forma, 
dz 
d Fa = kR (x) 


Xn 


iîn care coeficienții F4, Te ..., Da, R depind de variabilele v,, ..., Xa Și eventual 
„de funcția necunoscută z = 2(a,, -.-, Xah În cazul R = 0 ecuația sc numește 
:omogenă. Acestei ecuaţii i se asociază, sistemul de ecuaţii diferențiale 


dx, dx dn 
— = So iata d (ex) 
ri Te Ta 


în ipoteza că F}, Co,- Ta nu depiud de funcția necunoscută z. Problema 
integrării ecuației cu derivate partinis şi cea a integrării ucestui sistem sînt 
echivalente. Mai precis, dacă i, -.-, Wz- Sînt inte grale prime ale sistemului 
diferențial {xx}, atunci ù = Ci, -n Pn- = Cna unde Cp- Cna sînt 
constante arbitrare, sint soluții ale ecuaţiei și dacă cele n— 1 ja teprale prime 
sînt independente, atunci soluția generală a ecuației cu derivate parţiale este 
de forma f == Q(4,, -o bn), cu ® funcţie derivabilă arbitrară, Cazul ne- 
omogen se reduce la cel omogen, căutiud soluţia, sub formă implicită, V(z, xjr- 
ss n) = 0 cu funcţia necunoscută V, care va satislace ecuaţia omogenă 


a7 n ôV êV 
e Ace e e Re pal Le ae A) 
8%, da ëz 


“Se poate da o interpretare geometrică a acestor considerente; orice varietate 
întegrală a ecuației (+) este generată de curbe caracteristice, i.e. de soluții 
ale sistemului (xx). (G.G.} 

ecuație cu diferenţe finite, ecuaţie de forma xài + k) = F(t, x(t). Apar 
în rezolvarea aproximativă a ecuaţiilor diferențiale; e x = f(t, ai se 
asociază în mod natural e.d.f. x{t + 7} c(i) + Af{t, x(t)); proceduri de rezol- 


3 = al 
ware aproximativă mai finc conduc ia e.d.f, de ordin dea cu mai mulți 
pași. (4.H.) 
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ecuație cu diferențiale totale O funcție y : Go c RR > R se numește so-- 
m 
Iutie a edt. dy = y, b;(x, y) dai definită de funcțiile bj:G x> R, Ge 
j=1 
cG cR”, dacă y(Go) cT, y este diferențiabilă si (3,9) (x)=b;{x, y(2)) | ((8;y) (x 
este derivata parțială a funcției y în raport cu variabila do pe poziția FA 
calculată în punctul x). O funcţ ție y: Gy = R” — R” se numește soluție a sis- 
temului de e.d.t. dy = B(x, y) dx definit de funcția B: G xG e R” xR” 
= Ylnym (Vnym este multimea matricilor cu și linii și m coloane cu elemente 
reale) dacă y(Go) e Ga, y este dilerențiabilă și (Dy) (a) = B{x, y(2)), unde 
(Dy)(x) e nym este derivata Fréchet a funcției y in punctul x (aplicația liniară. 
de la R” ja R?” este identificată cu matricea care i sc asociază cînd se consideră. 
bazele naturale în R” și R”), O ed.t. este un caz particular de sistem cu diferen- 
tiale totale pentru n = 1; dacă m = } sistemul cu diferențiale totale devine un 
sistem de ecuații diferențiale ordinare. Un sistem de e.t. se numeşte complet 
integrabil în G, XG, dacă pentru orice (%o Yo) EG, XG există o soluție cu pro- 
prietatea y(x0) = Yo. Dacă B este de clasă C!, condiția necesară și suficientă 
ca sistemul definit de B să fie complet integrabil în G, XG, este ca, pentru orice 
(3, y)eG,XGa, să fie verificate condițiile: 


n 


(arbi) (x, 9) + $, lömb) (x. y) bilr, y) = (686) (e, y) + 
i=1 


+ Şi (mbi) (x, y) ble, y) 
= 


pentru î = 1,.., m, k Ls m, j= Lun. Aici bha, y) este elementul dir 
linia, ¿ și coloana 3 al matricii B(x, y), iar 2p înscamnă derivata parțială, în. 
raport cu variabila de pe poziția $ (deci Ga) înseamnă derivata parțială în 
raport cu variabila de pe poziția m=-2, deci în raport cu coordonata, [ a variabilei 
din 0). (4-H.) 


ecuație cu diferențiale tetale exacte Considerăm o ecuație diferențială de 


forma yina EEN) , unde P şi Ọ sint funcții reale continue definite pe o 
Qix, y) 

mulțime deschisă D inclusă în R? şi Q nu se anulează pe D. Ecvuajia mai poate 

TRN d r{x, Ma ic. Sa e 

fi scrisă sub forma 7. = — Tiy) „de. T(x, y) da-l, y)dy. Dacă există. 

dr Ola) 

o funcţie diferențiabilă U: D -> R cn proprietatea că diferenţiala lui U este 
U . ë ; À raun idy 

Tăz + Qdy fie. Pn r şi — = o] „atunci se spune că ccuația diferențială 
ax ay 


P(x, 9) dz + Q(x, y)dy (sau, echivalent, ecuatia inițială) este o ecuație dife- 
vențială cu diferentiale totale exacte. Dacă D este simplu conesă și rQ sint 
funcții de clasă CI, atunci ecuația este ru diferențiale totale exacte dacă şi 


: sa ud a? ati PANE A 
numai dacă iR = acest caz se determină ugor o funcție U, ca mat 
dz dy 


sus, care este o integrală primă a ecuaţiei noastre. Soluția generală a ecuaţiei 
este dată de relaţia U(x, y) = C (unde C este o constantă reală. arbitrară), 
rezolrînd în raport cu y această ecuaţie și obţinînd soluţia y ca funcţie de x 
(şi C). De obicei, o ecuaţie de forma F(x, y) dx -+ Q(x, y) dy nu este cu diferen- 
ţiale totale exacte. În cele ce urmează vom presupune că D este simplu conex 
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ii 
şi P, Q stut funcții de clasă C1. Un factor integrant (sau multiplicator al lui ii 
al ecuaţiei inițiale este o funcție de clasă C1, f: D — R care are proprietatea că 
ecuația f(x, y) Fix, y) dă + fi, y) Q(x, y)dy = 0 este editie. Un factor inte- 
baia. A se x X 2f o öf _ (2 ] f 


grant este soluție a ecuaţiei cu derivate parțiale P 
d 8y 


ôy dx 
29 ôr 
IQ depinde numai de x, ecuaţia inițială admite un 


Dacă funcția f -5 -— 
ax öy 
factor integrant care este funcție numai de x și se găseşte imediat. Similar, 


3 _ Ər IP depinde numai de y, 


dx dy 
există un factor integrant care depinde numai de y. (7,C.) 

ecuaţie de tip eliptic v. reducerea la forma canonică și clasificarea ecuațiilor 
cu derivate parțiale liniare, cvasiliniare de ordin 2 

ecuaţie de tip Fuchs v. punct singular (al soluției unei ecuaţii diferențiale 
liniare) 

ecuaţie de tip hiperbolic v. reducerea ia forma canonică și clasificarea ecua- 
țiilor cu derivate parțiale liniare, cvasiliniare de ordin 2 

ecuaţie de tip parabolic v. reducerea la forma canonică și clasificarea ecua- 

ţiilor cu derivate parțiale liniare, cvasiliniare de ordin 2 

ecuaţie diferențială afipă, ecuație de forma y’ = a(x)y + b(x); dacă 
Yı Și ya sînt soluţii alc unei ecuații afine, funcția y = y; — yz este soluţie a unei 
ecuaţii diferențiale liniare. (4. H.) 

ecuație diferenţială cu variabile separate, ecuație de forma y = 
= f(x) g(y). Dacă f şi g sint continue și g(yọ) 0, soluția y pentru care y(x0)=Ys 
verifică relația 


dacă F nu se anulează în D și funcția | 


ÎN dy 
yo 8(%) 


ecuație diferențială liniară, ecuaţie de forma y’ = a(4)y; dacă a este o 
funcţie continuă, soluția care în punctul yọ ia valoarea, yọ este dată de for- 


mula y(2) = exp ($ alt) a) yo (4-H) 


xo 


D Ç fa. (4-H; 
žo 


ecuație diferențială omogenă, ecuație diferențială de forma y'=f (3 : 
x 
unde f: I — R este o funcție continuă (7 este un interval al dreptei reale și 


0g£ 1). Rezolvarea acestei ecuații se face cu ajutorul substituției d =w. 
x 


. : : 1 
Se obține ecuația cu variabile separabile w= — (f(u) — u), care se rezolvă 
x 


după metodele obişnuite dacă ecuația f(z) —- z = 0 nu are soluții în 7. Dacă 
ecuația f(z) — z are soluţii în 7, atunci pentru orice astfel de soluție zg funcția 
d: I — R, definită prin d(x) == zx, este soluție a ecuației inițiale. (I.C.) 

ecuație fără soluţie În contrast cu ecuaţiile cu derivate parţiale liniare cu 
coeficienți constanţi, care admit întotdeauna soluții, existența (chiar locală) a 
soluțiilor pentru ecuațiile liniare cu coeficienţi variabili nu este asigurată, 
Primul exemplu este cel al lui H. Lewy. În R? se consideră operatorul 


(2 iri Ze 


PESI 22 X3 


ati: am il 
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Ecuajia Lu = f nu are soluții (în distribuții) în nici o vecinătate a originii în; 
R? dacă f nu este real analitică. Operatorul lui Lewy apare ca operatorul Cauchy- 
Riemann tangențjal corespunzător unui paraboloid în C?, Alt operator interesant 


este operatorul lui Mizohata: My= „de + ix{ 

ES 
tatea că, pentru k par, ecuația Mpu = f este local rezolubilă dar pentru k impar 
Myu = f nu este local rezolubilă. Lui Nirenberg i se datorează un exemplu 
de operator liniar N, de ordin 1, în R? pentru care ecuația Nu= 0 are ca soluții 
doar constantele. Operatorul N se poate scrie sub forma N = P, + ir 2, CU 
P Fa operatori de ordin 1 și Pu P Pa ŞI [Fi Ca] = Fifa — PaP liniar indepen- 
denți. Operatorii lui Lewy şi Mizohata sînt operatori care intervin în mod 
natural (v. transformarea operatorilor diferențiali). (G.G,) 


+ Acest operator are proprie- 


; d 
ecuație liniară abstractă de evoluție, ecuație de forma e = A (t) u(i). 
di 


te[a, b], unde A(2) este un operator liniar, în general nemărginit, definit pentru 
fiecare te (a, b] pe D(A()) < X, D(A(2)) dens în X, cu valori în X, X fiind un 
spațiu Banach. Se poate considera și ecuația ncomogenă asociată. Pentri 
aceste ecuaţii se studiază problema lui Cauchy, t.e. se caută o soluție ? — u(2) 
care peniru /:=a să aibă o valoare dată, element al spatiului X. Alegînd: 
spațiul X în mod convenabil, în aplicații problema lui Cauchy abstractă cores- 
punde unor probleme mixte (v. problemă mixtă parabolică, problemă mixtă 
hiperbolică). Dacă A(?) = A nu depinde de ż, un rezultat tipic este următorul: 


: du ȘI f ; 
Problema lui Cauchy abstractă — = Au(?) este corect pusă dacă și numa: 
dé 


dacă A este generatorul infinitezimal al unui semigrup T de clasă Ce pe spaţiul X, 
soluția în acest caz fiind dată de u(t)= T(2)f pentru te R,. Prin problema Imi 
Cauchy corect pusă se înțelege că, pentru orice fe D(A), există o unică soluție: 


ue CHR, X) N C(R4, D(A)) a ecuației =- = Au(?) cu u(0) = f. Un semigrup 
de clasă Ce este un semigrup T(ź) astfel încît T(-)fe C(R,, X). Generatorii 
infinitezimali ai semigrupurilor de clasă, C, sînt caracterizați de teorema Ple 
Yosida. În cazul în care A (t) depinde de £ şi, mai ales, dacă domeniile Di (A) 

depind efectiv de £, situația, este mult mai complicat, Se cunosc diferite E 
tate de existenţă, locală, de unicitate, legate de asemenea de teoria semigru- 

purilor de operatori. În cazul neomogen, există metode de a reduce problema 
la cazul omogen, utilizîndu-se teoria semigrupurilor olomorfe. În sfirsit, s-au 
dovedit utile seziultate de tipul următor: Fie {Es}, se[0, 1], o familie de spaţii 
Banach, astfel ca pentru s” < s, Es c Ey şi norma în E; să nu fie mai mică 
decît cea indusă de Es pe Es. Fie apoi t— A(2) o funcţie continuă de £ cu valori 


în spațiul operatorilor liniari mărginiți de la E, la Es (l| < T) astfel încît 


AI En cu 0ss< 
s— s 


s <1, constanta C fiind independentă de £, s$ 

j i „du SEA a 

is^. Atunci ecuația --- = A {ije + f(4),f continuă în raport cut cu valori în E}, 
di 


; ` ERT 1 A i pE 
are o soluție unică, definită pe |t| < — cu valori în E, care este diferențiabilă. 
Ce 


1 — 

în £ pentru |î| < 
Ce 
ulio =o “ge E, (G.G.) 


cu valori în Es ṣì care verifică condiția inițială 
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ecuație neliniară cu derivate parțiale, ecuație de forma, 


plal 
F(x, n, Diu, d) = 0 cu x= (zpen Xn) D% = £ 


æi Ön 3 
KI! ... 04 


În cazul ecuaţiilor liniare de ordin 1 rezolvarea, acestor ecuaţii se reduce la 
rezolvarea unui sistem de ecuaţii diferențiale ordinare. În cazul cvasiliniar 
“de ordin 1, deci cazul în care derivatele apar liniar, rezolvarea este de asemenea, 
clasică. Numeroase ecuații neliniare apar în diferite probleme de natură geo- 
metrică, sau în probleme de fizică, și studiul lor ridică în general dificultăți 
serioase, necxistind o teorie generală, (G.G.) 

ecuație operatorială liniară în spații Banach Fie X un spaţiu Banach și 
(X) spațiul Banach (cu norma obișnuită) al operatorilor liniari şi continui care 
aplică X în X. O ecuație operatorială liniară în spațiul X este o ecuaţie de forma 
x = U(x) + ycu Ue P(ă) siye X iar x fiind „element necunoscut“. Un ele- 
ment x care verifică ecuaţia precedentă se numeşte soluție. Dacă |U] < 1, 
atunci ecuaţia are o soluție unică x*. Pentru orice element xpeX, punind 
ăn = Un), nEN, avem z* = lim ap. Ecuația precedentă se poate scrie 


. n 
şi sub forma (7 — U) {x)=y, unde 7 este operatorul identitate pe X. Cu condi- 
pa Ul < 1 rezultă (Z — U)(X} = X, operatorul I—U este inversabil şi 
0 


{I — Uyy) = y U”{y), unde U°® -= F, Ul = U iar U” =- URI, YneN. 
n=0 

În anumite cazuri, se „aproximează“ soluţia unci ecuații de forma (I — U)(x)= 
= y (cu U e P(X) și y e X) cu soluţia unei alte ecuaţii de forma (I — V)(x)=y 
cu Ve (X) pentru care se cunoaște un număr à > 0 astfel ca |U — V| <A. 
In acest caz, dacă {I — U)(X)== X şi dacă operatorul I—U are un invers satis- 
făcînd condiția | (T — Uyti< X1, atunci (I — V)(3) = X iar I — V are un 
invers continuu. Dacă pentru un anumit element y e X avem x’ = {I — U)? (y) 
și x” = (1 — V-1(9), atunci ja’ — x” < AI — Vj lali Dacă în plus 
există un număr real p astfel ca || (Z — V)-1]| < pọ < X1, atunci ||” — xls 
< a(l — ap)! |||. Rezultatele precedente se pot, în particular, aplica la 
ecuaţii integrale liniare. O ecuaţie integrală de tip Fredholm este de forma 


1 
#(s) = {, p(s, î) x(t) dt + y(s), (1) 


unde q :{[0, 1]x[0, 1] = R este o funcție continuă dată (numită nucleul ecua 

iei) iar y:(0, 1] > R este de asemenea o funcție continuă dată. Funcpia 

x: [0, 1] > R este o funcție continuă „necunoscută“. Segmentul [0, 1] se poate 

înlocui, la o ecuație integrală, și cu un segment oarecare, Dacă punem X = 

= Cg (L0, 1J) {spațiul funcțiilor reale continuc pe [0, 1]) cu norma obișnuită 
1 


{v. spațiu liniar normat) și (U(4)) (s) = | o(s, £) x(2) dż, atunci Ve 2(X) și 


o 

ecuaţia (1) devine x = U(x) + y. Dacă max (|p(s,£)| Js, że[0, 1} < 1, atunci 
ecuația integrală are o soluție unică. Să considerăm acum o ecuație integrală 
de forma 


pă Că 
E \ pls, £) 00) dt + ys), (2) 
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n 
unde nucleul « este de forma (s, t) = y a;{s) b;{t). În acest caz se spune că 
įj=1 
ecuația are „nucleu degenerat“. Soluția ecuației (2) este de forma x(s) = 
n 


n 
= Ezaits) + y(s), unde E; verifică sistemul de ecuaţii E = y ajig t Br, 
jsl i=1 


1 
J =1,2,.., cu aji = ţ bit) as?) di, Bj = $, b(t) x(t} dz. Punînd (V(2)) (s)= 
3 


1 - 
= \ (5,0 (0) dt ecuația (2) este de forma x = V(x) + y în spațiul X = 


= Cpl, 1). Dacă jọ{s,:) — pist sa, Ys, że[0, 1], atunci |U — V| Sà 
şi ecuația (2) se poate considera ca „ecuaţie aproximantă“ pentru ecuația (1). 
Se pot aplica rezultatele prezentate pentru ecuaţii operatoriale. (R.C.) 

ecuaţiile Cauchy-Riemann v. funcție olomorfă (de o variabilă complexă), 
funcție olomorfă (de mai multe variabile complexe) 

ecuaţiile lui Painleve v. transcendenteie lui Painlevâ 

ecuațiile Navier-Stokes, ecuaţiile fundamentale ale mișcării fluidelor 
srîscoase. Într-un sistem de axe rectangular ele se scriu sub forma: 


p 
atay a$ + 2 u k ôni — savo) + 2 [E + *)|+ 
at ôx ôx aa 3 ĉy dx 2y 


2 2 
HE] 
öy öz îy 
2e „ dem) , dev), elw L o, 
dt ôx ĉy oz 


! unde w este vectorul viteză de componente u, v, w; p = presiunea, p = densi- 
tatea, p = coeficientul de viscozitate, X, Y, Z sint componentele forţei masice, 
iar Se Pta grade. Aceste ecuații se pot simplifica în unele cazuri, 
dż at 
dar studiul lor matematic rilică numeroase probleme, unele încă deschise. Din 
cauza importanței lor în apliciţii sa dezvoltat o bogată tematică legată de 
problemele numerice ale aproximări soluţiilor acestor ecuaţii. (G.G.) 
element analitic v. prelungire analitică 
element axial v. spațiu liniar orlonat 
element difuz v., element tiscret 
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element discret (intr-un spațiu liniar reticulat), element c avind proprie- 
tatea că din relaţiile 0 < a ss |c], 0 < b < [c] ṣì a Lb rezultă că cel puţin unu) 
din elementele a, b este nul. Dacă X este un spațiu liniar reticulat arhimedian 
iar c este un element discret al lui X, atunci din inegalitățile 0 < x < |c] 
rezultă că există un număr real 7 astfel ca x = hc; banda generată în X de ele- 
mentul c coincide cu subspăâțiul liniar generat de c şi este o componentă. Dacă X 
este un spațiu liniar o-reticulat iar 0 # ce X, atunci următoarele condiții 
sînt echivalente: 1) Elementul c este discret; 2) Dacă c = a + b iar a Lb, atunci 
cel puțin unul din elementele a, b este nul; 3) Proiectorul [c] generat de elemen- 
tul c este minimal (i.e. nu există un proicctor [G] astfel ca 0 < [G] < [c]). Un 
element z al unui spațiu liniar reticulat X se numește element difuz dacă nu 
există un e.d. ce X astfel ca 0<c ss |z|. Un spațiu liniar complet reticulat 
care coincide cu banda generată de mulțimea €.d. se numește spațiu atomic 
(sau spatiu discret). Un spaţiu liniar complet reticulat se numește spațiu con- 
tinuu dacă nu conține nici un e.d, nenul; deci orice element nenul este difuz. 
(R.C.) ` 

element frontieră Dacă X este un spațiu local compact, conex ṣi local 
conex, se numește e.f. al lui X orice filtru pe X cu proprietățile următoare: 
1) y converge la frontiera ideală a lui X, że., pentru orice compact K e X, 
există A e y astfel incit AN K = Ø; 2) Pentru orice mulțime A ey, există 
un compact KeX şi o componentă conexă U eya lui XNK astfel incit UcA. 
Fie AX mulţimea tuturor e.f. ale lui X. Considerăm mulțimea X =X U ax 


şi introducem o topologie pe X după cum urmează. O mulțime A c Ñ se numeşte 
deschisă în X dacă mulțimea A NX este deschisă în X şi 4 NX ey pentru 


orice filtru ye A N 8X. Mulţimile deschise ale lui Š formează o topologie pe 
X; vom înzestra Š cu această topologie. Atunci spațiul topologic X este 
compact şi local conex, iar X o mulțime deschisă și densă în X. Se spune că 


Ê este compactificarea Kerihjdrid-Stoilow a lui X şi că X este frontiera ideală 
Kerékjártó-Stoilow a lui X. (M.].) 

element maximal v. mulțime ordonată 

element mărginit v. spațiu liniar reticulat cu unitate 

element minimal v. mulțime crdonată 

element negativ v. spațiu liniar crdonat 

element pozitiv v. spațiu liniar crdonat 

element propriu v. număr prepriu 

element simplu v. spațiu liniar reticulat cu unitate 

element unitar v. spațiu liniar reticulat cu unitate 

elemente ortogonale (într-un spațiu Hilbert) v. spațiu Hilbert 

elemente crtogonale (într-un spaţiu liniar reticulat) v. spaţiu liniar ordonat 

elementul de volum v. ferma velum 

epimorfism v. categoric 

ercare Dacă intr-un calcul înlocuim numărul real a prin numărul reaj a* 
spunem că l-am aproximat pe a prin a* jar diferența a—a* o numim e. abso- 
iută cu care l-am aproximat pe a prin a*. Deoarece numărul a este in ase- 
menea consideraţii necunoscut, se găseste de obicei un majorant al modulului e. 
absolute: Aa* > ja — a*|. Cu cît Aa* este mai mic, cu atît aproximarea lui a 
prin a* este mai bună. Se spune că a este egal cu a*, cu e. Aa”, se serie a Rat 
+ Aa*, ceea ce înseamnă: a* — Aa* % a < a* + Aat. Uneori, e. absolută 
nu este relevantă pentru aprecierea, nivelului de aproximare. Se poate folosi 

a 

atunci e. relativă definită de numărul Pa „E. relativă se calculează de obice 
in procente. Ca și la e. absolută, nivelul de aproximare se apreciază prin inter- 


91 EXTENSIA HAHN 


mediul unui majorant al valorii absolute a e, relative. Uneori, prin e. absolută 
a — a| 


se înțelege ia —a* | iar prin e. relativă » Dacă a şi a* sint vectori într-un 
a 
spaţiu liniar normat e. este diferența a — a*. Evaluarea nivelului de aproxi- 
mare al lui a prin a* se face atunci printr-un majorant al distanței dintre a 
şi a* (la — a*|]). Din punct de vedere al modului de apariție, se întîlnesc: 
x. de problemă, e. de metodă (rest), e. de rotunjire. E. de problemă apare datorită 
modelării matematice a unui fenomen: dacă a reprezintă evaluarea cantitativă 
(număr, vector) a unui fenomen iar a* valoarea corespunzătoare printr-o 
descriere matematică a fenomenului, atunci diferența a — a* se numește e. de 
problemă, E. de metodă (vest) este diferența a — a*, unde a este un număr sau 
un vector reprezentînd valcarea, unei funcții, soluția unci ecuații etc., iar a* 
valoarea corespunzătcare obținută printr-o metodă (numerică) de aproximare 
a funcției, de rezolvare a ecuaţiei. Prin „evaluarea erorii“ sau „evaluarea restului“ 
se înțelege găsirea unui majorant al modulului (normei) e. de metodă (v., spre 
exemplu, evaluarea restului la formula lui Taylor, metcda lui Jacobi etc.). 
E. de rotunjire apare datorită aproximării unui număr real cu o fracție zeci- 
ma]ă finită. Se numește e. de rotunjire la zecimala de ordin n, diferența dintre 
numărul a și aproximarea sa a*, unde a* este o fracție zecimală finită, cu 
n zecimale, astfel încât |a — a*| < 10-%. Există două modalități uzuale de 
aproximare prin rotunjire la zecimala de ordin n. Aproximarea numărului a, 
scris ca fracție zecimală cu cel puțin # + 1 zecimale, se poate face prin rotun- 
jire la zecimala, de ordin n, considerind pe a* ca fiind fracția zecimală, finită 
obţinută din a în care se înlocuiesc cu zero zecimalele începînd cu cea de ordin 
n 4- 1 Intr-un al doilea mod, aproximarea numărului real a prin rotunjire 
la zecimala de ordin n se face aproximîndu-l cu a*, unde a* este o fracție zeci- 


mală finită, cu n zecimale, astfel incit |a — a*] < d 10-+. Aproximările pre- 
7 : 


cedente prin rotunjire se pot face și în cazul în care se consideră numere reale 
reprezentate Într-o bază oarecare. (Gh.Gr.) 


extensia Carathforory-Hahn a unei măsuri v. extinderea măsurilor pozitive 
definite pe un clan 


extensia Dedekind (a unui spațiu liniar reticulat arhimedian X), spaţiu 
liniar complet reticulat X cu următoarele proprietăți: 1) Spaţiul X este izo- 
morf (ca spațiu liniar ordonat) cu un subspațiu liniar ordonat al spațiului X; 
2) Pentru orice clement y e X există 4 c X și B c X astfel ca y = sup A = 
= inf R (cînd se identifică X cu imaginea sa în X prin izomorfism). Spațiul Žž 
este uuic, cu excepția unui izomorfism. El se construiește după cum urmează, 
Să notăm cu i(4) mulțimea minorantelor unei submulțimi A a lui X și cu 


s(4) mulţimea majorantelor lui 4. Fie X mulțimea, tuturor submulțimilor nevide 
și majorate A c X care au proprietatea că A = î(s(4)). Ordonăm X prin inclu- 
ziune, ie. A, S Age, € A, Definim în mulțimea X operația de adunare 


A+ Aa = i(s({x +y | xE 4, ye42))) 


şi operația de înmulțire cu numere reale: gA =f{ax|xeA} dacă a> 0, 
04A = î(9) şi x4 = (ay |lyes(A)) dacă a <0. Atunci X devine un spațiu 
liniar complet reticulat care reprezintă e.D. a lui X. Spaţiul X este izomorf cu 
subspațiul {i(x) | xeX} al Iui X prin aplicația x — i(x). (R.C.) 


extensia Hahn a unei mäsuri v. extinderea măsurilor pozitive definite pe 
un clan 
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extensia Lebesgue a unei măsuri v. extinderea măsurilor pozitive definite 
pe un clan 

extensia măsurilor Radon v. prelungirea măsurilor Radon pozitive 

extinderea măsurilor pozitive aditive definite pe un clan Vom considera ur 
clan E de părți ale lui T și o măsură pozitivă aditivă m: € — R4. Vom vedea 
cum se extinde m la o măsură pozitivă și aditivă definită pe o algebră de părți 
ale lui 7. 
Fasul 1. Fie EX(€) clanul ereditar generat de E, ie, EX(0)=(A4AcT) 
există Be, B > A). Definim funcția de mulțime m* : CH(C) — Ry prin 
m*(A) = inf îm(B) | Bec, B > A). Numim m* măsura exterioară generată 
de măsura aditivă m (măsura exterioară indusă de măsura aditivă m). Se arată. 
eă m*(0) = 0, m* este crescătoare și subaditivă (deci m* nu este în generał 
o măsură exterioară). Se consideră clasa de părți /o(7n) = {4 e CH(C) | m*(E)= 
= m (E n Á) -+ m*( ENA) pentra orice E e EY(6)), O mulțime din Jalm} 
se numeşte mulțime m-măsuratilă sau mulțime măsurabilă în raport cu m. Se 
arată că Jo(m) este un clan, /9(m) > € şi restricția lui m* la Jọ(7) este măsură 
pozitivă aditivă care extinde pe m. Vom nota această măsură prin m*, deci 
m* : Jon) > Ru. Dacă m este finită, atunci m* este unica extensie pozitivă. 
aditivă a lui m la Jan). 
Tasul 2. Vom considera clasa locală generată de Ja(m), anume clasa J{m) = 
= (Ac T|ANBE Jm) pentru orice Be Jo(m)) care este o algebră ce 
include pe /a(7n). Mulţimile din 7(7m) se numesc mulțimi măsurabile Jordan în. 
raport cu m sau mulțimi m-măsurabile Jordan. Definim m}* : J(m) — R+ 
prin m+*(A) = sup {m*(B) | Be Ja(m), Be A). Atunci m** este o măsură 
aditivă pozitivă care extinde pe m*. Dacă Œ este chiar algebră, atunci J(m) = 
= Jo(m) și al doilea pas este superfluu, 
Se arată că, pentru orice e >Q și orice 4 e /(m) cu mp(A4)<oo, există Be 
cu m$*(4 AB}<e. Dacă A€Jo(m), putem lua Bo A. Legătura dintre extensia. 
efectuată pentru o măsură pozitivă (numărabil aditivă) și o măsură pozitivă 
aditivă este următoarea: Dacă € este un clan și m : C => R} este măsură. 
pozitivă, atunci Ja(m)c 7 (m) și J(m)ce (m) și avem m**(4) = m$*(m) pentru 
orice A e ](mm) (v. extinderea măsurilor pozitive definite pe nn clan). 
Ex.: Măsura Jordan. Vom numi interval n-dimensional (n natural, n z> 1} 
o mulțime inclusă în R” care este un produs de n intervale în R. Dacă cele 
n intervale sînt mărginite, vom numi intervalul respectiv interval n-dimensional 
mărginit. Clasa P a tuturor intervalelor n-dimensionale mărginite formează. 
un semiclan. Clanul € generat de P este format cu toate reuniunile finite 
de intervale n-dimensionale mutual disjuncte. O mulţime din CE se numește 


n 
multime elementară. Definim o funcție de mulțime m: P = R, prin (ri z)- 

n =] 
=] 47), unde ZJ) este lungimea intervalului 7; Funcţia de mulțime m 

i=1 

este numărabil aditivă, deoarece coincide cu restricția măsurii Lebesgue n- 
dimensionale la €. Obţinem apoi (v. extinderea măsuriicr pozitive de la un 
semiclan la clanul generat) extensia lui m la E, extensie pe care o notăm cu p. 
Măsura u este o măsură numărabil aditivă finită. O mulțime A cR” se numește 
multime măsurabilă Jordan dacă are proprietatea că pentru orice e>0 există. 
două, mulţimi elementare U, și V, astfel încât Us e A € Vs și u(VeNUe) < e. 
Se arată că o mulțime este măsurabilă Jordan dacă și numai dacă frontiera sa 
este măsurabilă Jordan și are măsura Jordan egală cu 0. Clasa mulțimilor măsu- 
rabile Jordan formează clan pe care îl vom nota cu Jn. Se arată că mulțimile 
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măsurabile Jordan sint mulțimi măsurabile Lebesgue, nu și reciproc (de exem- 
plu, în cazul n = 1, mulțimsa numerelor raționale din intervalul [0, 1j nu este 
măsurabilă Jordan dar este măsurabil Lebesgue şi are măsura Lebesgue 
egală cu zero), Cu notaţiile anterioare, avem Jpc Jolm). Dacă "Mn este clanul 
ereditar al mulțimilor mărginite în R” (Xa este clanul creditar generat de 0), 
definim măsura exterioară Jordan n-dimensională (măsura exterioară Jordan) 
ca fiind funcția de mulțime A4: Ma — Ru definită prin Až 4) =inf{u(B) | BA, 
Be 0). Similar, măsura interioară Jordan n-dimensionulă (măsura interioară 
Jordan) este funcția de mulțime (Ap)x : in — Ra, (An)a(4) = sup(u(B)l Be 
c A, BeCJ. Se arată că următoarele afirmaţii sînt echivalente pentru 
o mulţime A c RP: 1) A eJn; 2) Ae Wasi AX(A)a(ân)a(4). Măsura Jordan 
n-dimensională (măsura Jerdan) ezte funcția de mulțime Ap: Jn — R4. definită, 
prin Anl) = 1*%(4) = (n)u(44). Deoarece An este restricția măsurii Lebesgue 
n-dimensionale la Jp rezultă că An este o măsură pozitivă finită. (7.C.) 
extinderea măsurilor pozitive de la un semiclan la clanul generat Vom consi- 
dera un semiclan ? de părți ale lui T și o funcție de mulțime aditivă și pozitivă 
m: P = Ry, deci și finit aditivă, Atunci m se extinde în mod unic la 0(9) = 
= clanul generat de P în sensul că există o măsură pozitivă aditivă unică p: 
C(P) — R4 cu proprietatea că u(4) = m(A4) pentru orice A din %. Dacă, m 
este numărabil aditivă rezultă că și u este numărabil aditiză. Vom numi pe 
y extensia lui m la clanul generat de P. Extensia se face astfel: fiecare mulțime 
A din E(P) este de forma A = |] A; unde familia finită {4 iier este formată 
tel 
cu mulțimi 4; P mutual disjuncte. Punem p(4) = y m(A;) și definiția 
iel 
este coerentă. Ex.: Măsura Lebesgue-Stieltjes. a) Cazul unidimensional, Mul- 
țimea totală este T = R, iar semiclanul 9 este format din mulțimea tuturor 
intervalelor de forma [a, b}, a & b. Se consideră și o funcție crescătoare 
J:R—R şi se defineşte m: P — R, prin m([a, b))=f(b—9)—f(a—0) (unde 
J(b—0) este limita la stînga a lui f în b etc.). Măsura p se numește măsura Le- 
besgue-Stieltjes generată de funcția crescătoare f (este numărabil aditivă). 
În cazul cînd f(x) = x pentru orice y obținem măsura Lebesgue (deci m{[a, b)) = 
= b—a). b) Cazul n-dimensional. Considerăm un număr natural e > 1 și n 
funcții crescătoare fiJo -o În: RR. Mulțimea totală este T = R” și 
semiclanul P este format din mulțimea tuturor intervalelor n-dimensionale de 
forma [ap b1) X [az b2)X -e Xlan, ba) cu a Sbi Măsura m:? >R, se 
defineşte prin (lay, bi} X.. X {am ba)) = (f(bp — 0) — fla, — 0) - (fib, —0) — 
— f(a3—0)) - ... - (f(bn—0) — f(an—0)). Măsura p se numeşte măsura Iebesgue- 
Stieltjes n-dimensională generată de funcțiile crescătoare fis Ja» ---» fn (este numă- 
rabil aditivă). În cazul cînd fi == fa =.. = fn =f, unde f(x) = a pentru 
n 


orice x, obținem măsura Lebesgue n-dimensională | deci m ĮI fai, w) > 
n i=] 

= [f (b:— a) f. Definiția se poate da şi în alt mod, anume: a) În cazul 
1=1 

unidimensional semiclanul P este format din toate intervalele de forma (a, b] 

și m((a, bì} = fib + 0) — f(a + 0); b) În cazul n-dimensional semiclanul P 


n 
este format din toate intervalele n-dimensionale de forma || (a; bi] şi 
i=1 


"(a (a, 2) = [I (dbi + 0) — fila +0). 


i=t æl 
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În cazul unidimensional, să considerăm o funcție crescătoare f:R >R și 
semiclanul P = {[e, b) |a < b}, ca mai sus. Definind m : P — R4 prin mila, 
b)) = f{b)—f{a), se obține faptul că m este finit aditivă, dar nu este număra- 
bil aditivă dacă f nu este continuă la stinga. De fapt, m este numărabi! aditiyă 
dacă şi numai dacă f este continuă la stinga. Similar, dacă semiclanul S = 
== {{a, b] las b}, ca mai sus, și definim m((a, bJ) = f(b) — /(a), se obţine 
faptul că m este finit aditivă, numărabil aditivitatea fiind echivalentă cu faptul 
că f este continuă la, dreapta. Consideraţii similare se fac în cazul n-dimensional. 
In concluzie o funcție de mulțime aditivă (resp. numărabil aditivă) și pozitivă, 
definită pe un semiclan, poate fi considerată ca fiind o măsură definită pe un 
clan, utilizînd extensia sa. (Z.C.) 

extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan Vom considera un clan € 
de părți ale lui T şi o măsură pozitivă (numărabil aditivă) m : E + R}. Vom 
vedea cnm se extinde m la o măsură, pozitivă numărabil aditivă definită pe 
o c-algebră de părți ale lui T. 
Pasul 1. Notăm prin %(€) tribul ereditar generat de € şi considerăm măsura ex- 
terioară m*: H(C) — R, indusă de m. (v. măsură extericară). Atunci, fic (m) 
tribul părților m*-măsurabile. Rezultă că 7(m) > F(C) = tribul generat de € 
și restricția lui m* la (m) este măsură pozitivă care extinde pe m (teorema de 
extindere a lui Hahn sau teorema de extindere a lui Carathéodory-Hahn). Vom 
nota această măsură prin 72%, deci m* : T(m) — R, extinde pe m. Se observă 
că m* este o măsură completă, i.e. are proprietatea că {4 e T(m) | n*(4) = 0) 
este o clasă ereditară. De obicei, m* se numeşte extensia Hahn (sau extensia 
Carathtodory-Hahn) a lui m. Dacă E este trib și m este completă, pasul Í este 
superfiuu, deoarece F (m) = €. 
Se arată că dacă m :C — R}, este o măsură aditivă, atunci clasele de mul- 
timi €; = {4 UN | A Eœ și există Me cu m(M)=0 și M > N}, Ca= 
={A AN |AeC și există Me cu m(M) =0 și M > N} coincid. Măsura 
aditivă me : Ce > R4, mel 1UN) = m(4) (sau me(4 AN) == m(A4), definiția 
este coerentă) se numește completarea măsurii m. Dacă € este trib și m: € — 
— R} este numărabil aditivă, atunci m* coincide cu completarea lui m. În 
acest caz m* se mai numeşte și extensia Lebesgue a lui m. 
Pasul 2. Acest pas este superiluu dacă mulțimea T este reuniunea unui 
şir de mulțimi din CE. Considerăm clasa v(m), t.e. clasă locală generată, de F (m), 
deci (m) = {A_c T|AN Be T(m) pentru orice B din 7(m)) care este o c-alge- 
bră ce include pe (m). Mulţimile din (m) se numesc mulțimi măsurabile 
în vapori cu măsura m (sau multimi m-măsurabile). Subliniem faptul că unii 
autori se opresc la pasul 1 al extensiei și numesc mulțimile din F (m) multimi 
m-măsurabile. De asemenea, unii autori numesc mulțimile din (m) mulțimi 
locul măsurabile în raport cu măsura m (sau mulțimi local m-măsurabile). 
Definim m**: >R, prin m**{4) = sup {m*{(B)|BcA, BeTi(m)i. 
Atunci m** este o măsură pozitivă care extinde pe m*., Dacă există un şir 

[e să 
(Tan de mulțimi din € cu proprietatea că |] Ta = T, atunci z(m) = F (m) 
n=l 

şi pasul 2 este superfluu, deoarece m* = m**, 
O mulțime m-măsurabilă E cu proprietatea că m**(E) = 0 se numeşte mulțime 
m-neglijabilă în raport cu măsura m (sau mulțime m-neglijabilă). Subliniem faptul 
că unii autori se opresc la pasul 1 și numesc mulțime m-neglijabilă o mulțime 
E e F (m) cu proprietatea m*(E) = 0. De asemenea, unii autori numesc mukti- 


mile m-neglijabile mulțimi local neglijabile în vațort cu măsura m (sau mulțimi 
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local m-neglijabile). Mulţimile m-neglijabile formează un trib ereditar, deci 
m** este măsură completă. Dacă pentru fiecare te T avem cite o propoziție 
P(2) care este adevărată pentru toate punctele ț din T, cu excepția punctelor 
unei mulțimi neglijabile M, spunem că proprietatea P(t) arc loc a.p.t. în raport 
cu măsura m sau P(t) are loc m-a.p.t. O multime A e (m) pentru care m** (4) < 
< c se numește mulțime m-integrabilă. Mulțimea părților m-integrabile 
este semitrib. În concluzie, orice măsură pozitivă (numărabil aditivă) poate 
îi extinsă ja o o-algebră și extinderea sa este o măsură completă. Este deci 
natural ca măsurile pozitive (numărabil aditive) să fie considerate ca fiind de- 
finite în acest mod. De asemenea, domeniul natural de definiție al măsurilor 
pozitive și finite este semitribul. Numim spațiu cu măsură un triplet {T, T, u), 
unde T este o mulțime nevidă, F este o o-algebră de părți ale multimii T 
şi u :7 — R, este o măsură pozitivă, numărabil aditivă, care este şi completă, 
Unii autori impun asupra lui 7 condiția mai slabă ca F să fie numai trib cu 
proprietatea că reuniunea tuturor mulțimilor din 7 să fie egală cu întreg spa- 
ţiai 7.) Pornind în acest mod (i.e. cu un spațiu cu măsură (7,7, u) dat), 
vom numi o mulţime A e J, mulțime u-măsurabilă (sau mulțime  măsurabilă 
în raport pi. De asemenea, în același cadru, vom numi o mulțime 4 e 7 cu 
proprietatea că u(4) = 0, mulțime u-neglijabilă (sau multime neglijabilă în 
vapori cu p). Un spațiu cu măsură (T, 7, u) se numește spațiu cu măsură 
finită (resp. spațiu cu măsură o-finită, resp. spațiu cu măsură total o-finită) 
dacă măsura pu, este funcție de mulțime finită (resp. o-finită, resp. total c-finită). 
Un spațiu mäsurabil este un cuplu (T, 7), unde T este o mulțime nevidă și Y 
o c-algebră de părţi ale lui T. (Unii autori impun condiția mat slabă ca reu- 
niunea tuturor mulțimilor Jui F să fie întreg spaţiul T.) O mulțime A din 7 
se numește mulțime măsurabilă. O prezentare alternativă a extensiei este 
următoarea. Se consideră un trib de părţi ale lui T şi e măsură numărabilă 
aditivă c-finită m: F — R, Măsura interioară indusă de m (sau măsura inte- 
vioară generată de m) este funcţia de mulțime my: X(T) >R} Ma (4) = 
= sup îm(B)| B c A, BeF} (aici (7) = tribul ereditar generat de 7). 
Se arată că mu(9) = 0, m, este; crescătoare și numărabil superaditivă, 
În plus, pentru fiecare mulțime A e X(T), există un nucleu măsurabil, i.e. 
o mulțime K e 7 pentru care: a) K c A; b) Pentru orice Beg, Be ANK, 
avem m(B) = 0. Dacă (T, 7, p) este un spaţiu cu măsură c-finită, o mulţime 
To e T se numeşte muljime masivă dacă u„[ANTu) = 0 pentru orice eF. 
Ex.: Măsura Lebesgue-Stieltjes. Se consideră măsura Lebesgue-Stieltjes de- 
finită pe clanul reuniunilor de intervale (v. extinderea măsuriler pozitive de la 
un semician la clanul generat). Atit în cazul unidimensional, cit şi în cel 
n-dimensional este necesar numai pasul 1 al extensiei, pasul 2 fiind superfluu. 
Măsura astfel obținută ca extensie, deci à : F(p) = Ry, se numește măsura 
Lebesgue-Stielijes generată de funcția crescătoare f (în cazul unidimensional) 
sau măsura Lebesgue-Stielijes n-dimensională generată de funcțiile crescătoare 
fn fas «În (în cazul n-dimensional). Dacă f(x) = x pentru orice x în R (în 
cazul unidimensional) obţinem măsura Lebesgue, iar dacă fy = fa =. = În = J 
(în cazul n-dimensional) obținem șnăsura Lebesgue n-dimensională (uneori se 
numeşte, pur și simplu, măsura Lebesgue). În cazul măsurii Lebesgue w o 
mulțime din F(u} se numește mulțime măsurabilă Lebesgue, iar măsura exte- 
rioară generată de u se numește măsura exterioară Lebesgue. Orice mulțime 
măsurabilă Borel este mulțime măsurabilă Lebesgue, nu și reciproc. Dacă 
Ac R” este mulțime măsurabilă Lebesgue, atunci restricția, măsurii Lebesgue 
la mulțimea 4 se numește măsura Lebesgue pe A. (I.C) 

extinderea măsurilor Radon v. prelungirea măsurilor Radon pozitive 
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extinderea măsurilor vectoriale I. Extinderea măsurilor definite pe un 

semiclan. Fie P un semiclan de părți ale mulțimii T și X un spațiu Banach. 

Se consideră m : P > X, care este măsură aditivă. Dacă E este clanul generat: 

de ? (v. clasă de mulțimi), atunci m se extinde în mod unic la €. Anume, 
k 


această extensie este n: 0 — X, definită prin n(A) = y m(A:), unde 4 = 
j i=ł 
= LJ A; cu AiE P, Ai mutual disjuncte. Dacă m este numărabil aditivă, 
1=1 
rezultă că și n este numărabii aditivă, II. Extinderea măsurilor definite pe un 
clan. Fie € un clan de părți alc mulțimii T şi X un spaţiu Banach. Vom consi- 
dera și un alt clan CX de părți ale lui T, ec. Fie u: CX >R, o funcţie de 
mulțime finită, subaditivă, crescătoare cu u(9) =0. Ea definește pe X 
semimetrica {sau  semidistanta) Ac cala Puy > XX -R dată 
pm ful, B) = (ANB) + u(BNA). Fie de asemenca o măsură aditivă 
: 0 — X cu proprietatea că ||m(4)|| ss (4) pentru orice A din E. Atunci 
m este uniform continuă pe C cu semimetrica indusă de pp. Dacă € este dens 
în K pentru această semimetrică, rezultă că există o unică măsură aditivă 
m, : CX — X care este o extensie a lui m și astfel încît ||m,(4)|| < u(4) pentru 
orice A din X. Dacă u este aditivă, atunci m, este cu variație finită și modulul 
său ml este o extensie a lui [m], iar dacă u este chiar numărabil aditivă, 
atunci și m, este numărabil aditivă. În consecință, să considerăm un clan © 
de părţi ale mulțimii T, un spaţiu Banach X și o măsură aditivă m : € — X 
cu variaţie finită, Fie 


Eyin) = {4 e ZlAe](m) şi |ml%(4)< co) 


(v. extinderea măsurilor pozitive aditive pe un clan). Vom considera un clan X 
de părți ale lui T astfel încit E e X c Dy(|m]). Atunci m se extinde în med 
unic la o măsură aditivă cu variaţie finită ni, : KX — X și avem |m] (4) = 
= Im (A) pentru orice A din X. Similar, considerăm un clan € de părți 
ale lui 7, un spaţiu Banach X şi o măsură nurmărabil aditivă m : € > cu 
variaţie finită. Fie Ð (|m]) = {4 c T |] 4 er(|m]} şi |m|**(4) < co) (v. extin- 
derea măsurilor pozitive definite pe un clan). Vom considera un clan X de părți 
ale lui T astfel încit € c X c B(fm]). Atunci m se extinde în mod unic Ja 
o măsură vectorială numărabil aditivă cu variaţie finită m, : K — X şi avem 
<(|m]) = t(|m|). Problema extinderii unci măsuri vectoriale numărabił 
aditive de la un clan la tribul generat este rezolvată complet cu ajutorul urmă- 
torului rezultat iundamenial: Teorema Carathéodory-Bakn-Kluvanek (sau 
teorema de extindere a lui Kluvanek). Fie € un clan de părți ale lui T, F(C) 
tribul generat de €, X un spațiu Banach și m : E — X o măsură numărabit 
aditiv. Există o extensie numärabil aditivă n : 7(6) — X a lui m (în mod 
necesar n este unic determinată) dacă și numai dacă m este s-aditivă (v. măsură 
vectorială). (Z.C.) 

extrapolare v. interpolare 

extreme condiționate Fic A o mulțime nevidă inclusă într-un spațiu 
topologie şi f: A = R. Fie B o submulțime nevidă a lui A. Un punct ae B 
care are proprietatea că restricţia lui f la B are în a un punct de extrem local 
se numește punct de e.c. de B pentru f (putind fi punct de maxim condiționat 
sau punct de minim condiționat). Valoarea f(a) se numește e.c. de B pentru f 
(putind fi maxim conditionat sau minim conditionat). În continuare vom pre- 
supune că n>2 este un număr natural, A c R”? o mulțime deschisă și f: 
A —R o funcție cu derivate parţiale continue. Vom considera şi un număr 
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natural. 1 < K < n și funcţiile F}, Fa, ..., Fu: A — R care au derivate parțiale 
continue. Mulțimea B c A va fi mulțimea următoare: B=(xe A | F+) = 
= Fola) =.= Fg(x) = 0). Un punct de e.c. de B pentru f se mai numește 


şi punci de extrem cu legături pentru f, iar valoarea f(a) se numește extrem cr 
legături pentru f. Să considerăm un punct a din B pentru care matricea 
P (a) are rangul K. Atunci, dacă a este punct de e.c. de B 


ôx;  Jigi<K, 18j<n | paz R 
pentru f, rezultă că există K numere reale J Agso Ag (numite multiplicatorii 


Imi Lagrange ) cu proprietatea că a este punct staționar pentru funcția F = 


F F. F 
= Í + uFi hat oe + ARFR [+ CAE SI = 3 ERA )= = „=Z (a)=0 ). 


ži Zn 
Reciproca este faisă. În cazul particular a f şi Fi, Fa. „Fa 2u 


derivate parţiale de ordinul al doilea continue pe A, vom obține rezultate 

suplimentare, după cem urmează, Fie a un punct staționar pentru F, unde F 
este exprimat cu mnltiplicatorii lu Lagrange, Diferenţiem formal în relatiile 

de legătură Fi(2) = F(x) = a. = Fe) = 0 şi obținem sistemul de K ecuații 
n 


2Fi; 
pie E a) dx; = 0, i = 1,2,..., K, cu necunoscutele dz, dz,  A¥n. Cum 


ea sistemului are rangul K, putem rezolva acest sistem cu regula 

ini Cramer, exprimînd K necunoscute în funcție de celelalte n—K necunoscute 

în mod unic, Renumerotind, putem presupune că am exprimat pe dz, K+ 

Gin-Rya «n dia în funcție de da, dx.» dap. Înlocuim aceste ex- 
n BF 


ip jei Or 


presii în forma pătratică (a) dx; dxj, obţinînd forma pătratică 


n-K 
X Aij dai day. Dacă matricea (Aihigi, jgn-g este pozitiv (resp. negativ) 

i, j=l 
definită, atunci a este punct de minim (resp. de maxim) pentru f. (7.C.) 
extreme locale Fie A o mulțime inclusă într-un spațiu topologic și f: A = R. 
Un punct a din A se numește zunct de maxim (resp. minim) local pentru f 
dacă există o vecinătate V a lui a cu proprietatea că f(x) < fla) (resp. f(x) > 
> f(a)) pentru orice x din V NA. Valoarea f(a) se numește maxim (resp. 
minim) local al lui f. Un punct de maxim sau de minim local se numește punct 
de exitem lccal pentru f şi valoarea lui f în acel punct se numeşte e.l. al lui f. 
În cazul particular cind A este o mulţime inclusă în R” şi f diferenţiabilă în a, 
avem rezultate mai precise, cu caracter practic. Vom considera cazul n > 2. 
Fie A c R?” şi a un punct intericr lui A. Dacă f este diferențiabilă în a si a 
este punct ce e.l. pentru f, atunci a este zunct staționar peniru f, i.e. avem 


2 
Z (a (a) = 0 pentru i = 1,2,...,u. Recipreca este falsă. Presupunind, în 
x 


plus, că f admite derivate parțiale continve de ordinul ai doilea într-o vecină- 


tate a punctului siaționar a, se obține uimătorul rezultat suplimentar: 1) Dacă 
2 


matricea hessiana | este pozitiv (resp. negativ) definită, 


[77 
xix la jigna 
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atunci a este punct de minim (resp. maxim) local peutru f. 2) Dacă matricea 
hessiană de mai sus este nedefinită, atunci a nu este punct de e.l. pentru f. 
In particular, în cazul n =2, considerăm o funcție f : A — R. și un punct (xo, Ya) 


Potene fa fi G â 
interior lui 4, pentru care UA (Xo Yo) = 2 (xo Yo) = 0. Presupunem că f 


are derivate parțiale continue într-o vecinătate a lui (o, Yo) Și notăm: 


af 2 a j 
D=— — {xos Yo) Ai E (o, Yo) — | ei (xo 2) ? 
Gai 0y” xy 


POH D > 0, atunci (xg, Yọ) este punct de e.l, pentru f, și anume; în cazul 
2 

3 o Y0)> 0 (ectivarent, PT {2o Yo) > 0], (zp Yo) este punct de minim 
y 


dx 


ocai; in cazul 


af 2 


Ja (o; Yo) < 0 fechivalent, = 1 (xo Yo) < 0). (o, Yo) este 
: < y 
pa en local. Dacă D< 0, punctul (xp yọ) nu este punct 


factor integrant v. ecuație cu diferențiale totale exacte 
factori elementari ai lui Weierstrass v. funcție întreagă 


familie compozabilă de distributii, familie Uther de distribuții (pe R} 


jl 


pentru care următoarele condiții sînt verificate: i) Pentru orice e € D, punind 
a ID) 
p(t) = (fi, p), atunci pe D; ii) Dacă pye D și pp —> 0, punind Palt) = pa), 


atunci pa —=> 0. Dacă F este o f.c.d, se introduce operaţia de compoziție 
y = Fo a unde (9,q) = (a(5), (154), p(2))). Dacă se 2* și F = {shep unde 
gt este translaţia cu s a lui g, atnnci F este f.c.€ dacă și numai dacă, g este con- 
volutibilă; atunci Fo x =g «x. Noţiunea a fost introdusă în 1964 de Romulus 
Cristescu, (Gh.Gy.) 

familie concordantă de măsuri Radon Fie T un spaţiu local compact, 
u o măsură pozitivă pe T şi X un alt spaţiu local compact. Vom con- 
sidera spațiul “vectorial W(X) al măsurilor Radon pe X. Fie, de asemenea, o 
familie V: T |->"%(X) pentru care vom nota V(t) = àt, unde e T este arbi- 
trar. Aşadar, identiticăm funcția V cu familia de măsuri Radon e. Vom 
presupune că toate măsurile Radon 74 sînt pozitive. Să presupunem acum că 
pentru orice funcție f continuă cu suport compact pe X, aplicaţia numerică 
definită pe T prin î |-> }¢[ f) este esențial u-integrabilă. Obținem măsura Radon 


pozitivă v pe X, definită prin v(f) = \ >:(f) du(7) pentru orice f continuă cu 


suport compact pe X. Măsura Radon v se numește integrala familiei de măsuri 
{hhe r De exemplu, dacă T este mulțime finită, integrala oricărei familii 
Dither este X p((£)) he Familia (24), or se numeşte familie de măsuri Radon 
ieT 
concordantă cu yu (sau familia u-concordantă) dacă: Í) Pentru orice funcție f 
continuă cu suport compact pe X, funcția, definită pe T prin źi—> (f) este 
esențial. u-integrabilă; 2) Aplicația V (cu care se identifică familia {At} e7) 
este u-măsurabilă dacă pe M{X) vom considera topologia vagă. (7.C.) 
familie de mulțimi densă (în raport cu o măsură Radon) Fie T un spațiu 
local compact, yu, o măsură Radon pozitivă pe T și A o parte u-măsnrabilă 
a lui T. O familie si de submulțimi compacte ale lui A se numeşte familie de 
mulțimi u-densă în A dacă are proprietăţile: 1) Pentru orice A,, Ap, un An 


n 
din gl, avem U 4;ect; 2) Pentru orice B în el şi orice mulţime închisă 
i=1 
De B, mulțimea D este în sf; 3) O mulțime BcA este local u-neglijabilă 
dacă și numai dacă BNK este u-neglijalilă pentru orice K în d. O familie 
de mulțimi u-dentă în T se numeşte familie u-densă. Dacă AcT este 
u-măsurabilă, G este un spaţiu topologice și f : A = G, atunci: a) Dacă f este 
u-măsurabilă, familia (Kc A | K este compact și restricția lui f la K este con- 
tinuă) este u-densă în A; b) Dacă există o familie sf care este p-densă în A 
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astfel încit restricția lui f la X este continuă, pentru orice Kes, atunci 
f este u-măsurabilă. (Z.C.) 

familie de mulțimi local numărabilă Fie T un spaţiu local compact, 
O familie sf de părți ale lui T se numeşte familie de multinzi local numărabilă 
dacă pentru orice ź din T există o vecinătate V a lui £ cu proprietatea că mul- 
țimea, {4 est |A4ANV este nevidă} este cel mult numărabilă. Se arată că 
dacă u este o măsură Radon pozitivă pe T, există o familie si de mulțimi 
local numărabilă, formată, din mulțimi compacte mutual disjuncte şi astfel 
încît Py U x) este local u-neglijabilă. Dacă |] K =B se arată că B 

Ke sf Ke 

este p-măsurabilă și atunci o funcție g: BX, unde X este spațiu topologic, este 
pg-măsurabilă dacă și numai dacă pentru orice K din gf avem că restricția lui 
g la K este up-măsurabilă; aici up este măsura indusă de p pe B etc. (7.C.) 

familie local finită de mulțimi O familie {4}; -z de părți ale spațiului 
topologic X se numește focal finită dacă pentru orice ze X există o vecină- 
tate V a lui y astfel încit mulțimea {że I} VN Ax) să fie finită. O familie 
de părți ale spațiului topologic X se numește o-local finită dacă este o reuniune 
numărabilă de familii local finite. (Gr.Gr.) 

familie normală de funcții, o familie de aplicaţii continue ale spațiului 
compact X în R cu proprietatea că orice șir de funcții din familie conține 
un subșir care tinde uniform către o funcție continuă pe X sau către +o, 
sau — co, Orice familie de funcții convexe pe intervalul compact J, egal mărginite 
superior pe acest interval, este normală pe orice interval compact conținut 
în interiorul lui J. (S.M.)} 

familie ortonormală v. spatiu Hilbert 

familie sumabilă de elemente (într-un spațiu Banach), familie lahe 
de elemente pentru care există un element x cu proprietatea: pentru orice 


număr € > 0 există o parte finită Jẹ a mulțimii J astfel încât X xj— x |< e 
| 


; f : i i jeJ 
oricare ar fi submulțimea finită H a lui J astfel ca H>jJẹ Elementul x se 
numeşte suma familiei şi se notează x = $ x. Dacă ti)je j este o familie 
je 


i 
de elemente cu mulțime infinită de indici, atunci pentru ca, familia, să fie suma- 
bilă, este necesar și suficient ca pentru orice număr e >0 să existe o parte 
finită Je a lui J astfel ca || ŞI z 
i , K LjEH 
lui 7 disjunctă de Je. În particular rezultă că mulțimea elementelor nenule ate 
unei familii sumabile este cel mult numărabilă. O familie {x;}, 7 de elemente 
ale unui spațiu Banach se spune că este absolut sumabilă dacă familia. | |jæ; ||); e y 
este sumabilă. Într-un spațiu Banach, orice familie absolută sumabilă de 
elemente este sumabilă. Dacă un șir (2), ey de elemente ale unui spațiu Banach 
reprezintă, o familie sumabilă, atunci seria formată, cu termenii șirului este con- 
vergentă şi suma seriei coincide cu § xp (R.C) 
ne A 

familie sumabilă de măsuri Radon pozitive Fie X un spațiu local compact 

Și {atze a O familie de măsuri Radon pozitive pe X. Familia (Ag)a se numește 


<e oricare ar fi submulțimea finită H a 


sumabilă dacă pentru orice funcție continuă cu suport compact: pe X familia 


de numere | | Va ara} este sumabilă, ceea ce este echivalent cu a spune că pentru 
a. i 
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orice funcție pozitivă, continuă cu suport compact f pe A avem y V dig < oo. 
ae A 
În aceste condiţii, suma familiei fho)a este măsura Radon y pe X definită prin 
(f) = y | dig. Se arată că dacă F este un spațiu Banach ṣi f: X—F este 
acA i 


v-integrabilă, atunci f este dg-integrabilă, pentru orice q, mita | | Í ana} este 


ae 
familie s-aditivă v. măsură vectorială 
familie c-aditivă v. măsură vectorială 
familie uniform numărabil aditivă v. măsură vectorială 
familie uniferm tare aditivă v. măsură vectorială 


sumabilă in F şi | fdv = X (rau (v. și măsură localizabilă). (Z.C.}) 


fascicol Fie X un spațiu topologic. Un prefascicol de mulțimi F pe X se 

numește f. (de mulţimi pe X} dacă satisface condițiile următoare: 1) Mulți- 

mea F(Ø) conține un singur element; de regulă se ia F(Ø) = {0}; 2) Fie 

{Ui}; ez o familie de mulțimi în X, U = U U; şi, pentru fiecare ie 7, sse F(U,); 
iel 


dacă Pein ylsi) = eutn VAS pentru toate perechile đe indici i, je I, atunci 
există o unică secțiune se F(U) astfel încît RAG) = s; pentru toţi ie /. Dacă F 
și G sînt f. de mulțimi pe X, un morfism de prefascicole de la F la G se numește 
morfism de f. de la F la G. F. de mulțimi pe X și morfismele lor formează o 
categorie, notată Ens (X). Evident Ens (X) = Ens cînd spațiul topologie X 
conține un singur punct, Ex.: 1° Fie X un spațiu topologic carecare. Pentru 
orice mulțime deschisă Uc X, notăm C(U) mulțimea tuturor funcțiilor reale 
continue pe U. Dacă U şi V sînt mulțimi deschise in X și VeU, notăm 
et: C(U) = C(V) aplicația de restricție uzuală, i.e. aplicația C(U) 3fi—> 
i> f| V e C(V). Evident, familia C = (C(U), pYlp ay este un f. pe X. Pentru 
orice punct xe X, elementele fibrei Cy se numesc germeni de funcții (reale) 
continue în punctul x; f. C însuși se numește f. germenilor de funcții (reale) 
continue pe X. În mod similar se definește f. germenilor de aplicaţii continue 
pe X cu valori într-un spaţiu topologic arbitrar -Y, în particular f. germenilor 
de funcții complexe continue pe X. X Fie X o varietate diterențiabilă de clasă 
C”. Pentru orice mulțime deschisă U în X, notăm prin €(U) mulțimea tuturor 
funcțiilor reale de clasă C* pe U. Dacă U şi V sînt mulțimi deschise în X și 
VeU, notăm prin pi: E(U) — E(V) aplicaţia de restricție uzuală. Evident, 
familia € = (€(U), pYlpap este un f. pe X. Pentru orice punct zcă, 
elementele fibrei Eg se numesc germeni de funcţii de clasă C* pe X în punctul 
x; f. E se numeşte f. germenilor de funcții de clasă C” pe X. În mod similar 
se definește £. germenilor de funcții de clasă CT pe X cînd X este o varietate 
diferențiabilă de clasă C” pentru un reNu(oo,uwl. 3” Fie X o varietate 
complexă, Pentru orice mulțime deschisă U în X, notăm prin O(U) mulțimea 
tuturor funcțiilor olomorfe pe U. Dacă U și V sint mulțimi deschise în X 
şi VeU, notăm prin pọ% : O(U) > (V) aplicația de restricție uzuală. Evident, 
familia O = (O(U), pły oy este un f. pe X. Pentru orice punct xex, ele- 
mentele fibrei Oz se numesc germeni de functii olomorfe în punctul x; f. O se 
numește f, germenilor de funcții olcmorfe pe X. 4° Fie X = R” şi, pentru orice 
mulţime deschisă U în X, F(U): = ZI(U, loc), i.e. mulțimea, claselor de funcții 
reale local integrabile în sensul lui Lebesgue. Aplicațiile de restricție se defi- 
nesc ca în exemplele precedente. Este clar că F este atunci un f. de mulțimi 
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pe R”. Să observăm că dacă în această definiti * înlocuim mulțimea 7.1(U, loc) 
cu mulțimea ZLI(U) a funcţiilor integrabile obținem un prefascicol care nu 
este f. cind n> 1. 5 Fie X un spaţiu topologic și A o mulțime nevidă, Pentru 
orice mulțime deschisă U în X, fie F(U) mulțimea tuturor aplicaţiilor local 
constante f: U — A. Aplicațiile de restricție pp se definesc ca în exemplele 
precedente. Evident, familia F = (F(U), ptlpap este un f. pe X, numit f. 
constant de fibră A. Să observăm de asemenea că, dacă în această definiție 
înlocuim mulțimea aplicațiilor local constante cu mulțimea aplicaţiilor constante, 
se obține un prefascicol care în general nu este f. Se poate reține faptul că 
proprietățile cu caracter local furnizează f. în timp ce proprietăţile cu ca- 
sacter global furnizează prefascicole. 

Fiind date două f. F și F’ pe X, se spune că F’ este un subfascicol al lui 
F dacă: 1) Pentru orice mulțime deschisă U în X, F'(U) este o submulțime 
a lui F(U); 2) Pentru orice pereche de mulțimi deschise U, V în X 
astfel incit Vc U, aplicația pHF’) : F(U} => FHV) este indusă de aplicaţia 
pE: F(U) — FIV). Dacă F’ este un subfascicol al lui F, atunci familia 
i = (oua pă, unde ip este incluziunea lui F'(U) în F(U) este un morfism de f. 
Fie (Fi; cp o familie de f. de mulțimi în X. Produsul direct al acestei familii 


este f. de mulțimi F = |] Fi pe X definit prin 
iel 


FU): = J FUD si HP = LI Fa 
tE 


tel 


Fie p: A — Y o aplicație continuă de spații topologice şi F un f. de mul- 
timi pe X, Imaginea directă a f£. F prin aplicația continuă ọ este f. 9,7 pe Y 
definit prin 


(PP): = FUD și stele): = A 


pentru FK şi V” mulțimi deschise în Y astfel încît V'a VF. Imaginea directă 
se definește și pentru morfisme de f. Anume, dacă 8: F, = F, este un morfism 
de £. de mulțimi pe X, pa(0): pF, —pa Fo este morfismul de f. pe Y definit prin 
{gdr = 0-a VeD(Y). Rezultă că imaginea directă este în fapt un functor 
Pa : Ens(X) > Ens(Y). Orice f. de mulțimi F este in particular un prefascicol 
de mulțimi şi deci fibra sa este definită pentru orice x e X. Fie F un prefascicol 
de mulțimi pe X. Se definesc un f. de mulțimi F’ pe X și un morfism g : F >F’ 
după cum urmează, Pentru orice mulțime deschisă U în X, F'(U) este mulțimea 


tuturor aplicațiilor f : U = (] acu proprietatea că, pentru orice puncta eU, 
EX 


zE 
există o vecinătate deschisă Ua a lui a în X și o sccțiupe s eF(Ua) astfel încât 
ae UacU și astfel încît f(x) = pi(s) cînd xeUa; în particular, f(r) e Fa 
pentru orice ye U. Apoi, dacă U și V sint două mulțimi deschise în X și /eU, 
PY(T”) este aplicația de restricţie uzuală f > f| V. În fine, pentru orice mulțime 
deschisă U în X, ap: F(U) = F'(U) este aplicaţia care asociază oricărei sec- 
iuni se F(U} funcţia f: U — |] Sa definită prin f(+): =o%(s). Este clar că 


xE 
familia F’: ={F (U), pF) pay. este un f. de mulțimi pe X și că familia 
g= {arle e Dx) este un morfism de Ja F la F’. Se spune că 7! este f. asociat 
prefascicolului F și că a: F— F este morfismul canonic. Pentru orice f. de 
mulțimi G pe X şi ofice morfism 9: F — G, există un unic morfism 0: F’ — G 
astfel încît 0 = Qog. Fie ọ : X — Y o aplicație continuă de spatii topologice 
și G un f. de mulțimi pe Y. Vom defini un f. de mulțimi G* pe X şi un morfism 


103 FASCICOL 


a: Q — p,9* după cum urmează. Pentru orice mulțime deschisă U in X, 
Q*(U) este mulțimea tuturor aplicațiilor f: U — |) Qy cu proprietatea că, 
y 


pentru orice punct a € U, există o mulțime deschisă U, în X, o mulțime deschisă. 

V în Y şi o secțiune te Ş(V) astfel încît ae Uac U, pla) e V şi f(3) = Pet (4 

cind ze Va hq1(V). Aplicațiile de restricție pf, se definesc în mod evident. 

În fine, dacă V este o mulţime deschisă în Y, ay : 9(V) > 9*(p-1(V)) este apli- 

cația care asociază oricărei secțiuni te Q(V) funcția figy) — U, Gy definită, 
ye 


prin f(a): = pate): Familia Q* : = (Q*(U), PEU aU e DX) este un f. de 
mulțimi pe X iar familia g : = {av}u e Dix) un morfism de f. de la Q în imaginea 


directă p,9* ; f. 9* astfel definit se numește imaginea inversăaf. G prin aplicația 
continuă q și se notează ọ*Q; morfismul æ: G — e+p*9 se numeşte morfismul 
canonic (al imaginii inverse). Dacă X este un subspațiu topologic al lui Y şi e 
aplicația de incluziune, imaginea inversă a lui Q prin ọ se numește șestricția 
lui 4 la X şi se notează prin G| A. Imaginea inversă are următoarea proprietate 
universală: pentru orice f, de mulţimi F pe X și orice morfism 8: G = ef 
există un unic morfism 9”: q*9 — F astfel incit 0 = p+(9%W)oa. Imaginea 
inversă poate fi definită și pentru morfisme. Anume, dacă €: 3, — G, este un 
morfism de f. de mulțimi pe Y, proprietatea universală a imaginii inverse 
furnizează un unic morfism Ö* : p*Q, — q*Q, care face comutativă diagrama 


h ca 
Şi - > PPF 


op n ă | [ao 


- ag € 
Ga > P9" 


şi se pune p*(0) : = 0*, Cu aceste definiţii, se vede că imaginea inversă este 
un functor ọ* : Ens (Y) — Ens (X). Proprietatea universală a imaginii inverse 
poate fi interpretată in sensul că functorul ọ* este un adjunct la stinga al func- 
torului 9, sau că functorul p, este un adjunct la dreapta al functorului q*. 
Fie p:X — Y o aplicație continuă de spaţii topologice, F un f. de mulțimi 
pe X, Q un f.de mulţimi pe V și 0: 9 > ọ,F un morfism de f. Din defimția 
fibrelor unui f.și proprietatea universală a limitei inductive rezultă că, pentru 
orice punct ze X, există o unică aplicație 0g, s : Geiz) — Fe care face comu- 
tativă diagrama 
ôy 
Gm ——> F) 


„Y 
Keir) 
Oro a 


Sea F, 


cînd g(a)e VeD(Y}. Aplicația Oç, g se numește fibra relativă în punctul x 
a morfismului 0. Ea nu trebuie confundată cu fibra uzuală Oy: Gy — (ps), 
definită pentru orice ye Y și cu valori în mulțimea (0+7%)y. O proprietate im- 
portantă a imaginii inverse este că fibra relativă ae, a a morfismului structural 
a: 9 — pp" este bijectivă pentru toate punctele xe X. Se poate defini 
o noţiune de f. pe X cu valori intr-o categorie © oarecare, Cazurile cele mai 
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interesante sint acelea în care € este o categorie esențială algebrică: mulțimi, 
grupuri (abeliene), inele, spații vectoriale, algebre etc. În aceste cazuri definiția 
este simplă. De pildă, un f. de grupuri pe X este un prefascicol de grupuri pe X 
care satisface condițiile 1) și 2), î.e. F este f., dacă este considerat ca prefascicol 
de mulțimi. O definiție analoagă funcționcază pentru orice categorie algebrică] 
construcțiile indicate mai sus pentru f. de mulțimi se extind în mod natural 
la aceste cazuri. (M.J-) 

fascicol analitic coerent v. fascicol coerent 

fascicol coerent Fie (X, Oz) un spațiu inelat și F un Oa-modul. Dacă 
S- Sp sînt secțiuni globale în F, există un unic morfism de Oz-module 
e : ÖZ — F astfel încît ez(1, 0, ..., 0) = Sy --, Ex(0, - 0, 1) = sp. Fibrele acestui 
morfism e sînt date de formulele 


E 
Ez(0y, -> cp) = y Cisis KEX, 
ml 


unde c,, oe, Cp E Oz lar sie = pă (54) este germenul definit de secțiunea, Si în 
punctul x. Nucleul morfismului e este un submodul al lui OZ, numit Jaseicolul 
de relafii între secțiunile s;, ..., Sp şi notat RR (Sa ame sp). Un Oz-modul F se 
numeşte liber (de rang finit) dacă există un întreg p>0 și un izomor- 
fism de Og-modaule e: 02 — F; numărul întreg p este atunci unic determinat 
și se numeşte rangul lui F. Fascicolul F se numește local liber dacă, pentru orice 
punct aex, există o mulțime deschisă U aa în X astfel încit fascicolul F| U 
să fie liber. Un Oz-modul F se numește de tip finit sau (local) finit generat dacă, 
pentru orice punct a€ X, există, o muițime deschisă Usa în X și un epimor- 
fism 2: 02 = F | U unde Oy = Oz|U. Aceasta, înseamnă că există un număr 
finit de secțiuni s}, ..., spe F(U), astfel încit, pentru orice punct x e X, germenii 

ă ja, modul. Mai general, fiind dat un întreg 
Sua ss Spyz Să genereze Fg ca Ôx, modul. ig n i = 
70, un Oz-modul F se numește y-coerent dacă, pentru orice punct ae x, 
există o mulțime deschisă U 3a în X și un șir exact de Og-moduie 


d! wa] 
Bia eee a te Dos a di 


unde £2; sînt Og-module libere de rang finit, i.e. Lix O? pentru un întreg 
p20, i = 0, mur. În particular, F este 0-coerent dacă și numai dacă F i Sa 
de tip finit; se spune de obicei fascicol de prezentare finită în loc de fascico 
i-coerent. Orice Oz-modul F se consideră (— 1j-coerent. Un Oz-modul F se 
numeşte coerent dacă este r-coerent pentru orice 720. „ 

Teorema sivului exact. Fie 0 — F —= F —> F” -0 un şir exact de Oz-module 
și 7 un întreg >— 1. a) Dacă F’ și F” sint r-cocrente, atunci este r-coerent. 
b) Dacă F este r-coerent și dacă F” este (r+ I-coerent, atunci F este 
r-coerent. c) Dacă F’ este p-coerent și dacă F este (r + Î-cozreni, atunci F 
este {r -i- Ij-coerent, În particular, dacă doui din fascicolele F’, F, F” sint 
coerente, cel de-al treilea este de asemenea coerent. l 
Lemă. Condițiile următoare sînt echivalente: i) Pentru orice mulţime deschisä 
U în X, orice ideal de tip finit 9 în Ôg este de prezentare finită; ii) Pentru 
orice muițime deschisă U în X, orice întreg p>0 și orice morfisin de Og-morule 
9:0} >Ü nucleul lui ĝ este un Oy-modul de tip finit; îi) Pentru orice mulțime 
deschisă ( în X, orice pereche de numere întregi p, q>0 și orice morfism 
9 : O — Öğ, nucleul lui 0 este un Og-modul de tip finit; iv) Penti oriceon- 
time deschisă U în X, orice Og-modul de prezentare finită este coerent; v) Pentru 
orice multime deschisă U în X, orice submodul de tip finit al unui Og-modul 
coerent este coerent, 


Ip O 


105 FIBRAT VECTORIAL 


Un spațiu inelat (X, Og) se numește spațiu Oka dacă satisface condițiile echi- 
valente ale lemei precedente. Teorema următoare este una din teoremele funda- 
mentale in teoria f.c. pe spaţii analitice (de dimensiune finită 1). 
Teorema de coerentă a lui Oka. Orice spațiu analitic complex este un spațiu Oka; 
{În particular teorema are loc pentru varietăți complexe.) 

Pe spatii Oka, f.c. au bune proprietăţi de stabilitate. Exemple de astfel de pro- 
prietăți sînt date în următoarea 

Teoremă. Fie (X, Ox) un spaţiu Oka, iar F şi Ọ două Ox-module coerente: 


a) Pentru orice morfism de Oz-module 9: F — Q, tascicolele Ker 0, Im 9, 


Coker 0 şi Coim ( sînt coerente; b) Produsul tensorial F 8g QG este un f.c.: 
x 
©) Fascicolul Xamg (F, G) este coerent. 
x 


Obs. Noțiunea de coerență prezentată aici aparține În esență lui A. Grothen- 
dieck. Există o noțiune alternativă de coerență datorată lui J. P. Serre. Un 
Öyr-modul F se numește coerent în sensul lui Serre dacă satisface condițiile urmă- 
toare: 1) F este de tip finit; 2) Pentru orice mulțime deschisă U în X și orice 
morfism de Oy-module e: 02 = F | U, nucleul Ker e este un Oy-modul de tip 
finit. În particular, se vede că spațiul inelat (X, Oz) este un spaţiu Oka dacă 
şi numai dacă, fascicolul său structural Ox este coerent în sensul lui Serre. 
F.c. au numeroase aplicații în analiza complexă, atit în teoria locală cît şi în 
cea globală (v. spațiu C-analitie, varietate Stein). Notăm că, dacă (X, Ox) este 
an spațiu C-analitic, se folosește termenul de fascicol analitic pe X pentru orice 
'Oz-modul și cel de fascicol analitic coerent pentru orice (x-modul coerent. 


-Notäm, de asemenea, că pentru f.e. (în sensul lui Grothendieck) se mai folo- 


sește denumirea, de fascicol pseudocoerent, (M.J.) 

fascicol de ideale v, spațiu inelat 

fascicol de mulțimi v. fascicol 

fascicol de prezentare finită v. fascicol coerent 

fascicol de relații v. fascicol coerent 

fascicol de tip finit v. fascicol coerent 

fascicol flase v. coemologia fascicolelor 

fascicol local liber v. fascicol coerent 

fascicol moale v, coomologia fascicolelor 

fascicol structural v. spațiu inelat 

fibrat vectorial Fie M o varietate diferențiabilă de clasă CT, Isrzo, 
$ un număr natural și k un număr întreg cuprins între 0 şi 7. Un f.v. de 
vang p şi clasă CE peste M este o varietate diferențiabilă £ de clasă CE, înzes- 
“rată cu o aplicaţie pe CE(E, M) şi cu cite o structură de spațiu vectorial real 
pe fiecare din mulțimile Eg: =: np'(x), xe M, saiistăcînd condiția următoare: 
pentru orice punct ae M, există o vecinătate deschisă U a lui a în M şi un 
CE-diteomorfism 4 : zr (U) = U XR? astfel încît, pentru orice ze U, Epe 
CIA xR?SR? jar aplicația kg: Ez = {x} xR? indusă de 4 să fie liniară, 

n această situaţie, se spune că M este baza, E spațiul total, mp proiecția şi Ey fi- 

bra în punctul x, ale fibratului considerat, Ex.: 19 E: MxRP este un f.v. 
de clasă CT peste M cu proiecția rp = pr Şi fibre Eg = {4} XR?, xe M, 
numit fibratul trivial de rang p peste W. 2° Dacă E este un f.v, de clasă CE și 
rang p peste A și U o submulțime deschisă a lui E, atunci nz (U) este un 
f.v. de clasă CE şi rang p pesto U avind ca proiectie restricția la =-1(U) a lui 
Tg Și ca fibre spaţiile vectoriale Ep, xe U. Dacă E și F sint f.v, de clasă 
CË peste M, un morfism de la E la F este o aplicație fe CHE, F) astfel încât, 
pentru orice punct xe E, f(Ee)c Fa, iar aplicația Jy : Ex > Fa, indusă de f, 
să fic liniară. F.v, și morfismele lor formează o categorie; izomorfismele acestei 
categorii se numesc îzomorfisme de f.v. de clasă CE peste M. Pentru ca un 
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morfism f de la E în F să fie un izomorfism este necesar și suficient ca apli- 
cația f să fie bijectivă. Fie E un f.v. de rang p și de clasă, CË peste M. Dacă 
A este o submulțime a lui E, prin sectiune a lui E peste A se înțelege o apli- 
caţie s: A — E astfel încît mgo s = id, ie. astfel încît s(x) € Eg pentru orice 
ze A; în cazul A o mulțime deschisă a lui M, secțiunea s se numeste de clasă 
C* dacă se CE(U, E). Dacă U este o submulțime deschisă a lui M, un p-uplu 
e = (£; ---- €p) de secțiuni de clasă CË ale lui E peste U se numește reper at 
lui E peste U (sau, simplu, reper local al lui E) dacă e(x) = (ei({x), -.-, ep(2)) 
este un reper al spațiului vectorial Eg oricare ar fi xe U. Pentru orice m-uplu 
e = (€ em) de secţiuni de clasă CE ale lui E peste U, aplicația 


m 
U xR” 5 (a, v) i> Ẹ, viei(x) e z7{U), 


i=l 


xe U, v= (Di, nu, Um) ER”, este un morfism de f.v. de clasă CE peste U; 
e este un reper dacă și numai dacă această aplicație este bijectivă, ceea ce 
implică m = p. Se numește trivializare a lui E peste U (sau, simplu, irivralizare 
locală a lui E) un izomorfism de f.v. de clasă CF peste U de la nzl(U) la 
U x R?. Rezultă că noțiunile de reper local și de trivializare locală sînt echiva- 
lente. Din definiția f.v. se vede că pentru orice punct a€ M, există o triviali- 
zare a lui M peste o vecinătate deschisă, convenabilă, a lui a, deci un reper 
al lui E peste această mulțime deschisă. Dacă s și £ sînt secțiuni ate lui E 
peste o submulțime 4 a lui M, suma s + t este secțiunea lui E peste A defi- 
nită prin (s + £) (a): = s(x) + t(x}, xe A. Similar, dacă s este o secţiune a 
lui E peste A și Ọ o funcţie reală definită pe A, produsul Ọs este secțiunea 
lui E peste A definită prin (Ọs) (x): = D(x) s(x}. Dacă e = (e, o’ ep) este un 
reper în E peste U, orice secțiune s a lui E peste U admite scrierea unică 


$= y Eien unde É,- Ép sint funcții reale definite pe U, numite compo- 
i= 

nentele lui s în reperul e; s este de clasă CE dacă și numai dacă funcțiile E4 

sint de clasă CE. Dacă e şi e' sint repere ale Imi Æ peste U și U’ respectiv, 

există o unică aplicaţie 


g = (gi e CHU NU”, GL(p,R)) 


> 
astfel încit e = eg cu înmulțire în sens de matrici, i.e. c;(2) = X gilae) 
i=1 


pentru orice xe U n U’ șij = 1,...,p. Se spune că g este matricea de tranziție 
de la e la e. Pentru construcția unui f.v, E pe varietatea diferențiabilă M este 
suficient să cunoaștem fibrele ca spații vectoriale și suficiente repere locale ale 
lui E, în sensul că domeniile lor să acopere pe M; se presupune, de asemenea, 
că matricile de tranziție dintre aceste repere sînt de clasă CE (v. fibratul tangent, 
fibraiul dual, fibratul cotangent, produsul tensorial, puterea exterioară (a unui 
{ibrat vectorial), imaginea inversă (a unui fibrat vectorial)). Notăm că orice 
f.v. poate fi reconstituit din matricile de tranziție între reperele sale jocale. 
Dacă în definițiile precedente se înlocuiește R prin C se obține noțiunea de f.v. 
complex de clasă CE peste M, precum şi noțiunile derivate corespunzătoare, 
(M.J.) 

fibratul cotangent v. dualul unui fibrat vectorial 

fibratul tangent Fie M o varietate diferențiabilă de clasă C” cu rsl. 
F.t. al lui M este fibratul vectorial real T(M) de clasă C7-l peste M cu pro- 
prietățile următoare: 1) Pentru orice punct xe M, fibra lui T(M) în punctul a 
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coincide ca spațiu vectorial cu spațiul tangent la M în punctul x; 2) Pentru 
orice hartă locală g = (x, cu, Xn) a lui M, ( < eu T] este un reper al 
| că xX. 
dui T{M) peste domeniul lui g. (În particular, TM) a de rang n, unde 
n este dimensiunea varietății M.) Dacă A este o altă varietate diferențiabilă 
de clasă C" și pe C'(M, N), atunci aplicația o, : T(M) — T(N) care se reduce 
la aplicația liniară tangentă esa: T(M)e >T{(N)aa) pentru orice punct xe M 
este de clasă C™-}. În fapt, asocierile M i> T(M) ṣi pi> p, definesc un functor 
dela varietăți diferențiabile de clasă C” la varictăţi diferențiabile de clasă C7-1, 
Secplenile în f.t. T{M) sc numesc câmpuri vectoriale (uneori cîmpuri vectoriale 
reale). Dacă X este un cîmp vectorial po M si z = (%1, 2., X) o hartă locală a 
n 


lui W, rezultă că X |U = y Xi = unde X; = As(a) sînt funcții reale 
i=l căi 
“lefinite pe Ug și numite componentele lui X în harta locală g. Dacă X este 
de clasă CE, unde Osskssr — 1, componentele sale X;(a) sint de clasă CE 
pentru orice hartă locală a a lui X. Invers, dacă această ultimă condiţie este 
îndepiinită de toate hărţile locale aparținind unui atlas structural al lui M 
atunci cîmpul X este de clasă CE. Fie X un cîmp de clasă C?-1 pe M, unde r 
se presupune acum 2. Se numește curbă integrală a lui X orice aplicație 
ve CUI, M), cu I interval deschis al dreptei reale, astfel încît y = Xeo) 


te I, unde y(:) este vectorul tangent la y în punctul y(t), i.e. yYS=Y (ż o) : 
+ at 
zezuită ve C”(I, M). Se spune despre o curbă integrală y că are drept con- 
dijte inițială (sau start) punctul x dacă Oe și y(0) = x. Pentru orice punct 
xe M, există o unică curbă integrală fre C™(J(x), M) a lui X cu startul în 
punctul x și cu proprietatea că, pentru orice curbă integrală ye C(I, M) 
cu startul in punctul x, Ie/(2) şi y = fe| Îi: Ja se numește curba integrală 
maximală cu startul în punctul x a lui X. Fie D(X): = {(ż, x)e RxM| 
|te J(3)) și f: D(X) > M aplicația definită prin f(£, x): = fad), (, x) e D(X); 
Y se numeşte fluxul integral sau curentul cîmpului X. ` 
Teoremă. Fluxul integral f al cimpuiui X are proprietăţile următoare: 1) (N x 
x McD(xX); 2) D(X) este o submulțime deschisă a lui RxM; 3) fe 
€C (D(X), M); 4) Dacă xe M, se J({x) și teJ(f(s, x)), atunci s + te Tix} 
și S(t, f(s, x)} = f(s + t, x); 5) Dacă ae M, ty e J(a) cu veN, lim 4 = teR 
și lim f(iy, a) = be M, atunci (î, b) € D(X} şi fltp a) =b. Din 5) se deduce că 
dacă X este cu suport compact, atunci D(X) = Rx M. Presupunem acum 
că M este de clasă C”. Sc numește grup cu un parametru de difeomorfisme 
ale lui M orice aplicație feC=(RxM,M) cu proprietăţile următoare: 
1) 440, 3) = a pentru orice xe M; 2) fit, fls, z)) = f(s + t, x) pentru orice 
3,te R și ze M. Dacă f este un grup cu un parametru de difeomorfisme ale 
lui M și te R atunci aplicația fe: M — M definită prin f(x): = FE, x), ze M, 
este un C*-difeomortism și fr! = f-t. Dacă X este un cîmp vectorial de clasă 
C? pe M şi dacă D(X) = Rx M, atunci fluxul integral f al lui X este un 
grup cu un parametru de difeomorfisme ale lui M. Invers, dacă f este un grup 
cu un parametru de difeomorfisme ale lui M, atunci există un nnic cîmp 
vectorial X pe M astfel încît f să fie fluxul integral al lui X și avem 
X(x} = 740) pentru orice punct ve M. (M.J) 


fibratul tangent complex Dacă M este o varietate diferențiabilă de clasă 
C" cu r1, ftc. al lui M este fibratul vectorial complex Tei), de clasă 


Cr-, cu proprietățile următoare: 1) Pentru orice punct xe M, fibra lui Tot M) 
în punctul y coincide ca spațiu vectorial complex cu spațiul tangent co:nplex 
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al lui M în punctul x; 2) Pentru orice hartă locală œ = (ăi, -= 4n) A iui M, 


a ar 
ftc. se numesc cîmzuri vecteriule cempleae. Orice cimp vectorial real poate fi 
interpretat de asemenea ca secțiune în fic. și anume o secțiune X în TM) 
este un cîmp vectorial real dacă și numai dacă X(x) e T(M)e pentru orice 
punct x în domeniul lni A. Orice cimp vectorial complex X se descompune 
în mod unic în X = X, + iX, cu X, și Xa cîmpuri vectoriale reale, Pentru 
o definiție alternativă a f.t.c. se poate utiliza, noțiunea de complexificat al unui 
fibrat vectorial real. Dacă E este un fibrat vectorial real de clasă C? peste M, 
complexificatul lui E este fibratul vectorial complex £  C de clasă C” peste M 
cu proprietățile următoare: 1) Pentru orice punct xe M, (E QC sEzQC 
ca. spaţii vectoriale complexe, structura de spaţiu vectorial complex pe Eg & C 
fiind furnizată de al doilea factor; 2) Dacă (e; ..., ep) este un reper local ai 
lui E, atunci (e; ® 1, -ep 9 1) este un reper local al lui ECC, unde 
(e; Q D (a): = ex) Q L pentru orice punct x în domeniul reperului (e,, -.., ep), 
i = pu p Există un izomortism canonic de fibrați vectoriali complecși de 
clasă CT-1 peste M între Tell) și complexificatul T() QC al fibratului 
tangent real T(M). (M.7.) 

fibră v. prefascicol, fascicol, fibrat vectorial 

fibră relativă v. fascicoi 

filtru (pe mulțimea X), familie F de părți ale lui X, avînd proprietățile: 
i) Fø; îi) ØF; iii) A, BeF =ANRBeEF; iv) AEF si 4cD=Bed. 
O familie W de părți ale Iui X avînd proprietăţile i), îi) şi (xi: Pentru 
orice 4, Be B, există Ce% astfel încît CcA N B, se numește bază de f. 
în X. Dacă B ceste o bază de f., atunci familia F = {F | există Be asiie? 
ca BeF) este un f. în X, numit f. generat de V. Multimea tuturor £. pe X, 
organizată ca mulțime ordonată cu relația de incluziune, este o mulțime induc- 
tiv ordonată. Elementele maximale ale acestei mulțimi se numesc ultrafiltre 
(v. și uitrafillru). Familia vecinătăților unui punct într-un spațiu topo- 
logic este un f. Fie {tasea un șir generalizat, Familia {4; |8 € Aj, unde 
Ap = {yò > 3) este o bază de f. iar f. generat se numeşte f. secțiunilor siru- 
lui (sto ea: F. generat în N de baza {(m, n 4 1,...)| ne N) se numește f: 


lui Cauchy.  (Gh.r.) 

filtru Cauchy Tie (X, 00) un spațiu uniform și F un filtru în X. Se spune 
că F este un F.C. dacă pentru orice împrejurime V e “/ există Fe F astfel ca 
FxFeYV. Într-un spațiu uniform orice filtru convergent este f.C. Un f.C. 
care are un punct aderent converge către acel punct. Un spaţiu uniform X 
este complet dacă şi numai dacă orice f.C. in X este convergent. (Gh.Gr.) 

filtru ccnvergent Fie X un spaţiu topologic, F un filtru în X şi me Xe 
Se spune că filtrul F converge către x dacă F conţine familia vecinătăţilor lui x- 
Se spune atunci că x este limita filtrului F. jis Y o bază ds filtru în X. Se 
spune că W converge către x dacă filtrul generat de CB converge către x. Prin 
definiţie, punctul y este aderent lui “ dacă x este aderent fiecărei mulțimi 
din B. Punctul x este aderent filtrului F dacă și numai dacă există un filtru 
Q convergent către y și așa ca Fag. Ex: I Famiha vecinătăților unui 
punct este un f.c. către acel punct. 2° Fie în X şirul {tnne N convergent 
către x. Familia {{xm| m>ny|neN} este o bază de filtru care converge 
către x. 3° Familia vecinătăţilor închise ale punctului + este o bază, de filtru 
pentru care x este punct aderent. Spaţiul X este separat dacă şi numai dacă 4 
este singurul punct aderent al acestei baze pentru orice eX. (Gh.Gr.) 


2 ð 5 : ; 
( . =] este un reper al hii T g(M) peste domeniul lui a. Secțiunile in 
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filtrul lui Cauchy v, filtru 

filtrul sectiunilor v. filtra 

fiux integrel v. fibratul tangent 

fluxul unui cîmp vectorial (printr-o suprafață) v. formula Gauss=-Ostrce 
gradski i l 

fluxul unui vector (printr-o suprafa v. formula Gauss-Ostrogradsli 

se - ` i D i 4 = 5 4 i: 
F are punct staționar xo (soluție constantă, punct de echilibru) al unui 
sistem dinamic în plan, x! = Go R2 — F i 
5 c în plan, x’ = f(x), f :GaR? = R, f(x) = 0, cu proprietatea 


xi 


, 


că valorile proprii ale matricii (Df) (xg) (cu altă notație, 2. (xo), matricea jaco- 
biană) au părțile reale și cele imaginare diferite d 7 
negative, iraiectoriile care pleacă dintr-o vecinătate a lui ap se prezintă ca 
spirale care tind către xp. Exemplul cel mai simplu il constituie echilibrul 
stabil al unui pendul cu amortizare slabă. (4H) i 

E ferma vslum Dacă M este o varietate riemanniană orientată de dimen- 
siune n, f.v. (sau elementul de volum) pe M este n-forma diferențială Ta, unic 
determinată prin condiţia ca Ty, sleu o., €p) =1 pentru orice punct xe M ṣi 
orice reper ortonormal pozitiv (2, ..., ĉn) al spaţiului tangent T(N). Dacă 
& = (Xj, uu Xp) este o hartă locală pozitiră a lui M, atunci <a] Ug = 
= JG dx A... Adry unde G este determinantul matricii (uhai za formată 
cu funcţiile reale g, pe Ua definite prin lt iai 


gyl) = Ea (x), ie Y 
căi GX) Y. 


Painvaccasta formulă se deduce în particular că forma diferențială t, este de 

clasă C”- dacă varietatea M este de cl C. (MJ) f 

d formă diferențială (în R?) Pe vatictatea diferențiabilă M == RA dispunem 
e un sistem de coordonate globale, şi anume coordonatele carteziene XI 


A ; TET ij 
Cimpurile vectoriale Sr CSi PR formează un reper global în fibratul 
tk] Xn 
tangen A Pad Ma X. Ă ; . 
i gent real T(M} şi în fibiatul tangent complex To{M), iar diterențialele 
X casa lg un reper global în fibratul cotangent real T(W)* și în fibratul 
cotangent complex Tc(1)*. Rezultă că, pentru orice întreg p>0, produsele 
exterioare dat: = dx, A da = ip) j 5 
: i re dx dxa Aang Adti I= (ipes iph I&i p&r, for- 
mează un reper global în fibratul vectorial real APT şi în fbratul 
vectorial complex AP? CM)*. Acest reper global induce nn izomorfism de 
Stii eforie reali APT(M)ta RD x APCR?*) şi un izomorfism de tibrați 
vectoriali complecși APT (MM) Rx APCE), de clasă Ce, peste R” 


zero; dacă părțile reale sînt 


ss Šp 


unde R+: — Hor n E SLOE S ran g> TAAR : x 

f n Ho (R „RD gi Chi: = Homp(C”, €). Dacă considerăm 

izamorlismele ecedente identificări iuni i 
morlismele precedente ca identiticări, țiunile peste o submulțime 


deschisă U a R” în PTM) (re T{M)*) si icatii 
deschisă U a lui R” in APT(M) (resp. APZ q(47)*) sint aplicații de forma 
Uəx Fa (x, J{x)), unde f este o aplicație de la U la AP(R?*}) (resp. AP(C*2-)) 
~ q nt- Peng tr: x i R y 7 N pi a s 
Acest fapt permite să considerăm o f.d, reală de grad p pe U d prin deti- 
niție, o aplicație f: U — APCR”*) şi de gr 'o aplicație 
2 T Igna . A x î J 23 y 
f: U =A P(C); se foloseşte de asemenea terme > p-lormă diferențială in 
log de ted, de grad p. F.d, reale de grad p pot îi identificate cu f.d. complexe 
oro care pi je -X ar e | l 7 i 
e grad. É care an proprietatea CĂ fa (Vp Up E R pentru orice ae cind 
(vu ea Vp E Tia TolM)e De accea în absența altei precizări prin f.d. se 
imțelege de obicei o f.d. complexă. Dacă f este o p-formă diferențială pe U şi 
et, se notează de regulă prin fg, în loc de f(x), valoarea lui f în punctul x. 
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Dacă f şi g sint p-forme diferențiale pe U şi Ọ o funcție complexă pe U, suma 
f + g și produsul Of sînt p-formele diferenţiale definite prin (f + ge = fe +gæ 
și (Df)z = bla) Ja pentru orice ze U. Dacă f este o p-formă diferențială pe U 
şi g o g-iormă diferențială pe U, produsul exterior [Ag este (p + gl-formă 
diferențială pe U definită prin (fAg)a = Jr Agz, seU. Produsul exterior 
este biliniar, asociativ, anticomutativ (v. algebra Grassmann). Orice fd. de 
grad p pe U admite scrierea unică 


j= y fn dat, 
|1 i=2 


unde f; sînt funcţii complexe pe U iar 3 inseamnă că sumarea se face numai 
după multiindici strict crescători de lungime p. F.d. f este reală dacă și numa} 
dacă funcțiile f; sint toate reale. Pentru k un număr întreg >0 sau fi = co, 
o p-formă diferenţială f se numeşte de clasă Cë dacă funcţiile f; care apar 
în scrierea, precedentă sînt toate de clasă CE. Derivata exterioară Af a unti p-for- 
me diferenţiale f de clasă C? este (p + lj-torma diferenţială definită pòu 
formula 


n n e, 
Di Ë 
daf: = X drad = Ș, y -m dr Ad! = y da Ara 
|rţ= |îf=p i21 6% i=] g 
unde Zi este p-forma diferențială definită prin 
ci 


BR == y Í A gx, 
azi | i=p öxi 

Din definiţie rezultă imediat că dacă forma f este de clasă CE, ISS oo, 
atunci df este de clasă C*-1, Operatorul de derivare exterioară d definit maì 
sus are proprietățile următoare: 1) d este un operator local, e. dacă C și V 
sînt mulțimi deschise în R? și VeU, atunci d (f| V) = (df)| V pentru orice 
f.d. f de clasă Cl pe U; 2) d este un operator C-liniar; 3) d(fAg) = 4f Agt 
+ (— D?fAdg pentru f și g de clasă CI, unde p este gradul lui f (formula lus 
Leibniz pentru operatorul d); 4) dîf = 0 pentru f de clasă C?, unde d? = dod; 
5) Pentru k > 1, dacă mulțimea U este Ck+-difcomoriă cu R”, atunci, pertru 
orice {p + I)-formă diferențială f de clasă C* pe U cu proprietatea că df = 0, 
există o p-formă diferenţială o de clasă CE pe U astfel incit do = f (lema Ius 
Poincaré).  (M.].) 

formă diferenţială (pe o varietate complexă) Fie M o varietate compiexă, 
Pentru orice punct ae M are loc descompunerea directă Tha = TIM hD 
T” (M)a (v. spaţiul tangent olomorf). Prin trecere la dualul complex se obține 
descompunerea directă, To(M)a = TM) TM}. Rezultă că, pentra 
orice număr întreg 70, există un izomorfism canonic de spaţii vectoriale 
complexe 

NTO O ATA QATMA. 
pra=r 

Un tensor fe A'Toa se numeşte de tip (p,q), unde, p și q sînt numere 
întregi > 0 si p + q = r, dacă imaginea sa prin izomorfismul precedent aparţine 
spațiului vectorial APT'(M) QA2T"(M)ă, ceea ce se întimplă atunci și numai 
atunci cînd f(v,, -».» Yr) = O ori de cîte ori p + 1 dintre vectorii v; e To(M)a sint 
olomorifi, sau g + 1 dintre acești vectori sînt antiolomorfi, Tensorii de tip 


ai a ea 
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ip, q} formează un subspațiu vectorial complex al lui NTM canonic izo- 
morf cu A?T"(M)s QATT (M), notat AP 2T(M). Rezultă că avem o des- 


compunere directă 
A Tom = Q APIT, 
p+1=r 
te. orice tensor fe N'T p (M)a se descompune în mod unic în f= X pra 


cu f? eN” IT(M)4; [>i se numeste componenta de tip (p, q}a pa “Dacă 
a = (pee Za) este o hartă locală a lui M şi ze {l,..., 7}, se notează prin dzy 
diferenţiala funcției coordonate z; =: xy + iy; și prin dž; diferenţiala funcţiei 
conjugate Zj: = xj — iyj} Pentru orice punct ae Ug, (daia, a. dania) este 
un reper al spațiului vectorial complex 7'(M)ă iar (da; 2:423 a) un reper 
al lui T” (Ma unde dzja: = (dzj)a și džia: = (dZ;)a sînt valorile în punctul a 
ale diferențialelor dz; și dē; respectiv. Fie U o submulțime deschisă a lui M. 
O Fad. de grad y pe U, i.e. o secțiune f poste U în fibratul vectorial complex 
N To(M), se numește f.d. de tip (p,q) sau (p, q)-formă diferențială dacă, pentru 
orice punct ae U, tensorul fa este de tip (p,q), unde fa este valoarea lui f 
în punstul a, Dacă œ = {z,, .--, Za) este o hartă locală a lui M, orice f.d. f de 
tip (p, q) definită pe Uy se scrie în mod unic ca 


f= Si fesd Aa, 


|71=p 
LJ |= 
ande fr, z sînt funcţii complexe definite pe Ug iar simbolul y înseamnă 
|Zi=p 
| i=a 


sumare după multiindici strict crescători 7 şi J de lungime p $i q respectiv, 
Pentru k fixat, 0s ks o, ($, q)-forma dilerențială f definită pe U, este de 
clasă Cf dacă și numai dacă funcțiile fy, care apar în scrierea precedentă a lui 
7 sînt toate de clasă, CE. Orice f.d. de grad r pe U se descompune în mod unic în 
j= X J9, unde fP: 2 este of.d. de tip (p, g) pe U numită componenta de 
pFa=r 
ta (p,q)a lui Lif este de clasă CE dacă şi numai dacă componentele sale sînt 
toate de clasă CE. Descompunerea, în tipuri a unei f.d. pe o varietate complexă, 
M permite o descompunere a operatorului de derivare exterioară d într-o sumă 
de doi operatori, 8 și 3, notati uneori d” și d” respectiv, după cum urmează. 
Fie f o f.d. de grady și clasă C! pe o submulțime deschisă U a lui M. Dacă f 
este de tip (7,9), p +q =r, se pune af: = (GPTL si Ffi = (appear, 


čie. ðf este componenta de tip (p +1, q) a lui df, iar ðf componenta de ti 
h n 5 sK ponenta, de ti 
{p.q + 1) a lui df. În cazul general, se pune 


dfi= d aD şi dj: Y IN. 
b+gar B+ gr 
Notăm că f.d. af și âf sînt de clasă C*-! pe U dacă f este de clasă CE, unde 
k> |. Operatorii 2 și ð au proprietăți similare operatorului d, și anume: 
1) d și d sint operatori locali, i.e. a(/|P)=a2f|YV şi similar pentru ĝ, 
unde V este o submulțime deschisă a lui U; 2) 3 și 3 sînt operatori C-liniari; 
3) ISAR) = afg + (— 1) fA de pentru f de grad v şi o formulă similară 
pentru 3. in plus: 4) d=- 2 și, pentru forme de clasă C?, 92 =8=52+33=0; 
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5) Dacă M este o altă varietate complexă și o: M’ — M o aplicaţie olomortă, 
operatorul ọ* (imaginea inversă) păstrează tipul și comută cu operatorii & 
și 3, F.d. de tip (p, g) și de clasă C* definite pe submulțimile deschise ale lui M 
formează un fascicol de spaţii vectoriale complexe, notat (2-%, Deoarece & 
este un operator C-liniar local şi 32 = 0, şirul 


a â a 3 
0 a PU —> EP11 > CPI y... 


este un complex de fascicole de spații vectoriale pe M, numit complexul Dol- 
beauli sau Caucky-Riemann al lui M. Nucleul 


E 
CAP): = Ker (C29 —> EP) 


este un subfascicol de spații vectoriale complexe al lui E2:0; sectiunile tui QP? 
se numesc f.d. clomorfe de grad p sau (p, 0)-forme diferențiale olomorfe. Dacă 
a= (zp Zn) este o hartă locală a lui M, o (p, 0)-formă diferențială f definită pe 
Uy este olomorfă dacă şi numai dacă funcțiile fy care apar în scrierea, cano- 
f x = Să . 
nică f = y fr dz? sînt toate olomorfe. Notăm că €00%=€ este fascicolal ger- 
Hlp Aeran ; A 

menilor de funcţii de clasă C” iar Q = OG, t.e. QO) este fascicolul germenilor 
de funcții olomorie pe M. Complexul Dolbeault considerat mai sus este 
în fapt o rezoluţie a fascicolului Q). Mai precis, are loc următorul rezultat 
Lema lui Grothendieck. Lie D un polidisc deschis în C? si D’ o submulțime 
deschisă relativ compactă a lui D. Atunci ecuația ĝu=f are o soluție ne: P'1(D'j 
pentru orice f.d. fe€P4H(D) astfel încît af = 0. 

Notăm că în demonstrația acestei leme operatorul integral al lui Pompeiu joacă, 
un roi esenţial. Notăm de asemenea că, folosind un procedeu de aproximare 
de tip Mittag-Lefiler, se poate obține în lema lui Grothendieck o soluţie 
ue CPI), ie. definită şi satistăcînd ecuația ĝu = f pe D întreg. Spațiile de 
Î-coomologie (sau de coomologie Dolbeault) HP:E(47) alc varictăţii complexe M 
presupusă aici paracompactă, sc definesc prin 


HPA) | = (fe EPSL) | âf = 0) ] u |u e €P14(M)), 


unde, prin convenție, €P.-1: = 0, Ele indică abaterea de la exactitate a 
complexului de spaţii vectoriale 


2 
0 —> €20(M) > cm) Liy a MEDIU e 

Semnificația acestor spaţii de coomologie rezultă, din teorema următoare (v. 
coomologia fascicoielor). i 
Teorema lui Dolbeault. Pentru orice varietate complexă. paracompactă M, există 
izomorfisme canonice de spaţii vectoriale complexe HP2(M)= HM, Q0). 
Lema lui Grothendieck afirmă deci în esenţă că HIM, QP) = 0 pentru q>} 
și pP>0 cînd varietatea complexă M este analitic izormortă cu vn polidisc 
deschis din CE,  (M.J.) , 

formă diferenţială (pe o varietate diferenţiabilă) Fie M o varietate dife- 
rențiabilă de clasă CT, 1srso, și U o submulțime deschisă a lui M. Prin 
f.d, pe U se înțelege în general o f.d. complexă așa cum apare în definiția urmă- 
toare: Dacă p este un întreg 0, of.d. de grad p (sau p-formă diferențială) 
pe U este o secțiune peste U în fibratul vectorial complex APT)", a 
p-a putere exterioară a fibratului cotangent complex Toti )*. În cazul p=0, 


mar ratia 


Lame: arie PE, 
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NTe (47)* = M XC, fibratul trivial complex de rang 1 peste M, deci of. 
de grad 0 pe U este o aplicație o: U — M xX C astfel încît olx) = (x, f{x)} 
pentru orice ze U, unde f este o funcţie complexă pe U; de aceca, se convine 
ca prin 0-formă diferențială pe U să, se înțeleagă o funcţie complexă f pe U. 
Notăm că are sens să se vorbească de 0-formă diferențială de clasă CE pentru 
orice întreg k astfel încît Os fr. Dacă însă pl, APT gi) este un fibrat 
vectorial de clasă CT-I, deci are sens noțiunea de f.d. de clasă CE numai în 
cazul Osshksr — 1. Deoarece NT o (01) = Tgo(M¥)*, o l-formă diferențiaţă, 
pe U este o secțiune în fibratul cotangent complex T g(M)*; de pildă, pentru 
orice foncție fe CHU, C), diferenţiala df a lui f este o 1l-formă diferențială 
pe U (v. diterenţiala). Dacă f este o p-formă diferențială pe U cu p>l, 
valoarea lui f într-un punct xeU se noicază uncori prin fs în loc de f(x). 
Dacă g = (ep, n îm) este o hartă locală a lui M, atunci (daj, ae. dap) 
este un reper peste Ug în fibratul cotangent iar produsele exterioare 
da, A e Adi Îsi; <. < îns, formează pentru orice p>l un reper 
peste Ua în fibratul vectorial ATM )* (v. puterea exterioară (a unui fibrat 
vectorial). Rezultă, că, pentru %1, orice p-iormă diferențială f definită 
pe Ug admite scrierea unică 
j= l y l Já T ip da Noe Adz 
LEEA 

cu fi ip funcții complexe definite pe Ua; in notație simbolică formula 
precedenlă se mai seric 


unde dal: = da A cea Ad, dacă I = (fi, e îp) IAr y desemnează sumare 
Ti=p 
după multiindici strict crescători de lungime p. Fad. f este de clasa C*, unde 
Oskar — Í, dacă și numai dacă funcţiile Í; care apar în scrierea prece- 
dentă sint toate de clasă CE, Dintre operațiile cu f.d. se disting în special suma, 
produsul exterior (în particular, produsul uzual dintre o funcție și o f.d.), deri- 
vata exterioară şi imaginea inversă. Suma a două p-forme diferenţiale este un 
caz particular de sumă de secțiuni într-un fibrat vectorial. Dacă f şi g sînt 
f.d. pe U de grad p şi g respectiv, produsul exterior JAg este f.d, de grad 
p + q definită prin (fAg)e = fr Aga, ze; produsul exterior este biliniar, 
asociativ și anticomntativ (v. algebra Grassmann). Notăm că produsul exterior 
definit aici este compatibil cu produsele exterioare carc apar în definiţia fibra- 
tului vectorial APT o). Fie acum f o p-lormă diferențială de clasă CE 
pe U. Dacă p=0, f este o funcţie complexă de clasă Ci pe U şi definim l-forma 
diferențială df ca fiind diferenţiala lui f în sens uzual. În cazul p> 1, există o 
unică (p 4- 1)-formă diferențială df pe U astfel încît, pentru orice hartă locală 


. - a ye M . 
& = {xp on Xn} cu domeniul Va inclus în U, dacă f| U= y f dat, atunci 


[T |=2 
, „a af z af 
d| Ua = $) afAdat= 3 SI az Adal = Sax A 
Lil=p ip 644 = da 
d w g E 
unde 4 = ! dfr d7, (Este suficient de altfel ca această condiție să 
aa; II [=p d 


fie îndeplinită pentru hărțile a aparținind unui atlas structural dat al tui M.Y 
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F.d. d; de grad p -+ 1 astfel definită se numește derivata exterioară a lui f; notăm 
că ilacă f este de clasă CF pe U, atunci df este de clasă C¥-1, Operatorul d 
de derivare exterioară are proprietățile următoare: 1) d este un operator 
Vocal, i.e. d {f| V) == (df) | V pentru orice f.d. de clasă C! pe U și orice submul- 
im» deschisă V a lui U; 2) d este un operator C-liniar; 3) d(fAg)=dfAg-b 


i DP fAdg pentru f de grad p (formula lui Leibniz pentru operatorul d); 
A d2f = 0 pentru fde clasă C?, unde d2: = dod; 5) În ipoteza I<kS 
Sr — 1, dacă mulțimea deschisă U este C*¥+-difeomorf* cu R*, atunci, pentru 


orice | 


p + 1}-formă diferențială f de clasă CE pe U astfel încît df = 0, există 
må o de clasă Ct pe U astfel încît dw = f (lema lui Poincaré). O p-formă 
țială f de clasă Cl pe U se numește închisă dacă df = 0; o (p + ij-formă 
nțtială continuă f pe U se numește exactă dacă există o p-formă dife- 
rențiaiă œw de clasă C1 pe U astfel încît do == f. Notăm că în 4) se afirmă că 
orize î.d, exactă de clasă C! ceste închisă, iar din lema lui Poincaré rezultă că 
dacă U este Ck+1-difeomorfă cu RE, orice formă închisă de clasă CE este exactă. 
Fie acum N o altă varietate diierențiabilă de clasă C", pe CH{N, M), 
Osiksr — l, și f o p-formă diferențială pe U. Dacă p= 0, f este o funcție 
complexă pe U și, prin definiţie, imaginea inversă a lui f prin q este funcția, 
compusă foo definită pe mulțimea deschisă V: = p-1(0). În cazul p>1 
vmaginea inversă a lui f prin ẹọ este p-forma diferențială, g pe V definită prin 


Byltu eu Tp): = foot =o Pavtp) 


pentru orice ye Ẹ\ și v,,...,. Upe Ta(M)y Pentru a desemna imaginea inversă 
afd. f prin aplicația diferențială q se folosește de obicei notația 9*(f). Opera- 
torul p* astfel definit este C-liniar și comută cu produsul exterior și cu derivata 
exterioară, Dacă U = Ug este domeniul unci hărți locale a == (4, --:, Xn) 
a lui M, p-iorma diferențială f pe U admite scrierea canonică f= y i fdz? 


|7 |=$ 
iar din proprietățile operatorului ọ* rezultă 
D= BOO Sanip dAn Ade 
1i <... <ipSn 
unde p;: = xop = p*(4;), deci o funcţie de clasă C” definită pe V; în parti- 


cular, dacă f.d. f este de clasă CE pe U, atunci imaginea inversă ọ*(f) este de 
clasă, C¥ pe V. F.d. au numeroase aplicații, de pildă ele permit calculul unor 
spații de coomologie (v. coomologia fascicolelor). Considerăm aici numai cazul 
unei varietăți difcrențiabile paracompacte M de clasă Co. F.d. de grad p şi 
de clasă C” pe submulțimi deschise ale lui M formează un fascicol de spații 
vectoriale complexe pe 17, notat C? (şi numit fascicolul germenilor de p-forme 
diferențiale de clasă C” pe M). Deoarece derivarea exterioară d este un ope- 
rator C-liniar local şi d? = 0, şirul 


este un complex de fascicole de spaţii vectoriale, numit complexul de Rham al 
"razistiţii M. Spațiile vectoriale Rh?(M), definite prin 


Rh?(M): = (fe €P(M) | af = 0) / {do | w e €P-1(M)) 


cînd p> t și prin Rh0(M) = fe ceM) |df = 0} în cazul p=0, se numesc 
Spatiale de coomologie de Rham, sau spaţiile de coomologie diferențială ale varie- 
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tății M. Importanța spaţiilor de coomologie de Rham ale unei yarita 
diferențiabile paracompacte rezultă din teorema următoare (care ify Ge 
în particular că aceste spaţii de coomologie sînt invarianți topoiogiti 4 
varietăți M). i 
Teorema lui de Rham. Pentru orice varietate diferențiabilă paracompactá M 
de clasă Ce și orice întreg p>0 există un izomorfism canonic de spații vecto- 
riale complexe Rh”(M)=HP(M ; C). 
O p-formă diferențială f pe o submulțime deschisă Uau i jite 
tentiabile M de clasă C7 se numeste reală dacă Jaluu, r Up) este Ru ÎL 
real cînd vp- vpe T(M)e pentru orice vE U. Orice -formă PREE 
complexă f se descompune în mod unic în Í = K E if” cu f sif pram S 
rențiale reale. F.d. f este reală dacă și numai dacă pentru orice r k alk 
ji | ar î la f |U= y f, dal sint toate 
a= (xu -u ăp) funcțiile f, care apar în formu | aie P 
|=i £ 

reale. (De altfel, este suficient ca, această condiție să fie imoepiniti R 
tile a aparținind unui atlas structural al varietăți aici tei ei I an Ka 
se poate obține o teorie autonomă a f.d. reale dupä modelu piegni ae a T 
în cazul complex, cu deosebirea că, se lucrează cu fibratul cotangent rea A 
in locul fibratului cotangent complex To (M.J) , l 

formă diferențială de tip (p, 9) v. formă diferentială (pe o varietate: 
complexă) 

formă diferențială exactă v. formă di/crențială (pe o 
rențiabilă) 

formă diferențială închisă 
țiabilă) 

formă diferențială 
complexă) . 

formă modulară v. funcție racdulară l | 

formula Bochner-Martinclii Dacă œ este forma diferenţială de tip (mna — 1} 
pe C”, definită prin 


nei varietăți dife- 


varietate dife- 
Saes PA aa aA Eara 
y. formă diferențială (pe o varietate diferen 


olemerfă v. formă diferențială (pe o varietate 


nn = i) A 
pă (= 0-1 zp dz, Ac Adzm Ad Acne AGâ-a Ada An Adân» 
fai 


w(z) = (— D 


i i ice ~ie ee fă 5 s 
atunci, pentru orice domeniu compact D în C”, orice funcție olomorfă f pe c 
o 
vecinătate a lui D și orice punct eD, 


č) = {n — 1)! | fi tz — v) | 
d Rae dep |z— Bi 


1 £.B.M. se reduce la formula clasică a lui Cauchy. 


Notăm că pentru n == 
(M.J.) ji 
formula complemenţilor a lui Euler v. funcția T | 
formula de cvadratură a lui Gauss, formulă de c'radratură cu n Liebe 
exactă pentru polinoame de grad cel mult 2n— 1. Fie [a,bjechR, ne. 

Polinomul 
n! d” 


(2n)! dz” 


(te — a)” (x — 29), 


Pnl) = 
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numit polincspul lui Legendre, are n rădăcini distincte zi „AD situate 
în (a, b). Fie i 
cb ” „ta 
a= Y gi să FA L d 
i j= PAED] xm 
îsi 
Lu 
Funcționala op f) = y aP), fe Cia, b, se numește f.e.G. Formula lu 
1=1 i 
Gauss este cxactă pentru polinoame de grad cel mult 24n — 1 și este în acest 


H 
sens unică printre formulele de cvadratnră de forma $ gzf{s;). Coeficienții a 


E 
sint pozitivi. Şirul {op(J)} converge către | (a) dx pentru orice funcţie 
a 
continuă f Pentru n = l se obține formula trapezului cu tangentă: 
alJ) = (b i ZT 2) . Pentru n= 2 şi a= —l, b= l, se obține 


3 3 : , 
S(T) Af i ) ŞI $) „ Dacă f este ds clasă C?” pe [a, bi, atunci are 


foc următoarea formulă de evaluare a erorii: 


(n ma (b TO anl 
sup |C) 
(27) 2n— l zeta, 


4 fa) dx — alh) |< 


În tabelul următor se găsesc nodurile x{® și coeficientii a ai formulelor 


fui Gauss pentru a = —1, b= 1 șins5. (Gh.Gr.) 

n Pai) | an) 

i ahg _ 

! 1 x =0 | x = 2 

| 3 3 | 

$ 2 n=- í z = 5 ja maa= l 

i l= i 

| A 3 [3 3 8 5 
z = < a] 

| x, = —0,861136312 a, = 0,347854845 

j 4 | za = —0,339981044 ap = 0,632145155 

| Xg = — Xy da = Aa 

li | 4 = mA i Si Ag = A E 

| x, = — 0,906 179846 | a, = 0,236926885 

| 4 = —0153846931 | za = 0,47862867 

P e 0 aa = Ù 56888888 

i Bag Sha La = Up 

| Xa > hu Xs = ai 
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formula de cvadratură a lui Hermite v. fermula de cvadratură Euler- 
Maclaurin. 
formula de cyadratură Euler-Maclanrin, formulă de calcul aproximativ 
a+kh 
al integralelor de forma Ji} dx, unde 4 >0, eN, iar f este o funcție 
a 
reală de clasă C?” pe [a,b]: 


a+kh 1 fi 
| (a) da =h (370 + fila + At -t fla (k lyh) Ja + Rh) — 


4 
n—l $ 
— Ñ By -Da + kh) ferma) + ERHI Baf CMO), 
j=1 
unde Bp sint numerele lui Bernoulli iar £ există în la. bj astfel încît egalitatea 
precedentă să aibă loc. Ceea co se obține pentru n = 2 se numește formula de: 


cvadratură a lui Hermite, (Gh.Gr.) 
formula de cvadratură Gauss-Hermite, formula de cvadratură 


Pepi 19), 
= oi 


unde f: (—1, I) =R iar 1 sint rădăcinile polinomului Cebișev de grad n. 
Formula, se foloseşte pentru a aproxima integrale (convergente) de formă 


r 


-— dz. Pentru orice polinom P de grad cel mult 2n — |, 


1 
oF) = | 


Dacă f este de clæă C2?, cu f2%) mărginită pe (— 1, 1), atunci 
§ p ) 


1 A 1 2 
| stal dx nf) e sup  |fe (a)| | ERa dy, 
F m. ea iza 
unde palz) = — Trlr), Ta find polinomul lvi Cchișev de grad n. (Gh.Gr. 
D= 


formula de a tie a lui Legendre v, funcția T 
formula de interpolare a lui Newton, reprezentare a polinomului de inter- 
polare corespunzător unui sistem de noduri simple echidistante, 


F(f: ao Xo he tot nki doc th) 


cdti aE i | 
PET PD cică ela iz, și Aala) = J + H — ft 
it 
An = AAA. Această formă a polinomului de interpolare se numește [iN 


ascende nià. Dacă f este de clasă C”+1 pe [xo Xp T 7A] atunci eroarea cù 
care se aproximează f prin (fi Xo- Xot nh), Xo+ th) se evaluează prin: 


| flo -t th) — T(J; 4o o o nhi Xa+ Ph) |< 


+1 
git Duta ml sup [E a). 
(a+ 1)! ze[zo z047] 
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Formula 


T(fi £y xo — h on Xe — nh; xot th) = 


= La 1). (tr d — 1) Alfio — ih) 
i=0 2: 


se numeşte f.i N. descendentă. (Gh.Gr.) 
formula de medie pentru integrala Riemann v. integrabilitate Riemann 
formula dreptunghiurilor, formula de cvadratură 


b—a 
Snif) = [Ar + e t fa), 
n 
i b— : : 
made x; = tit tna , t= a + ihk, k= zi „2610, 11.a} fila, d > R. 
2 n 
Dacă f este de clasă C? pe [a, b], eroarea este evaluată prin: 


| Fix) dx — ol) |s EÈ sup |(a)|. (Gh.Gr.) 
a | 24n?  xela,b] 


formula Gauss-Ostrogradski Fie De R? o mulțime compactă, măsurabilă 
Jordan, a cărei frontieră Fr (D) este o suprafață dată parametric sau explicit 
qy. integrala de suprafață), Fic G c R? o mulțime deschisă și P, Q, R:G =R 
funcții cu derivate parțiale continue. Avem formula Gauss-Ostrogradski: 


p 


i (= + DO a arce = P dy dz +Q dz dx + R dx dy. 
Mini ax dy  ĉz Er(D) 


În această formulă integrala triplă din primul membru este jintegrală Riemann, 
iar in membrul al doilea apare o integrală de suprafață de al doilea tip (v. 
integrala de suprafață). Dacă introducem cîmpul vectorial Fi: G — R’, dat 
prin Fix, y, 2) = (Ci y z)h Qy zh R(x, y, 2)), atunci în membrul întîi 
a siR . 

al formulei Gauss-Ostrogradski apare integrala triplă a divergentei lui F, iar 
in membrul al doilea apare fluxul lui F prin frontiera lui D. Pentru o prezen- 
-tare mai fundamentată (v. şi integrare pe o varietate riemanniană orientată). 
(7.€.) 

formula Green-Riemann Fie KcR? un compact cu frontiera de clasă Ci 
pe porțiuni și o = P dx + Qdy o l-formă diferențială de clasă CL pe o veci- 
-nătate a lui Æ. Prin f.G.R, pentru «o pe K se înțelege formula 


P 
| w = | E — S) dx Ady, 
ĉK K\ x ĉy 


unte AK este bordul orientat al lui K. Semnificația termenilor care apar în 
acest enunt va rezulta din cele ce urmează. Notăm prin Z intervalul 
iuchis [9, 1 al dreptei reale. O mulțime CchR? se numește curbă compactă 
de clasă CL dacă există un drum y= (a, 8)e CHIZ, R?) cu proprietățile 
următoare: f} Aplicația y este injectivă pe [0, 1) şi pe (0, 1]; 2) (0 
pentru orice fel; 3) Dacă y(0) = y(1), atunci y'(0) = y'(1); 4) C = y(r). 
Aici y(t) = (x'(t), G'(4)) este derivata lui y în punctul î; condiția y(i) #0 
este echivalentă cu (a'{£))? + (3'(7))2320. Fie C o curbă compactă de clasă CI 
in R?; C se numește curbă închisă dacă y(0) = y(1) și curbă cu bord (curbă 
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bordată) dacă y(0)#y{(1); în acest ultim caz mulțimea (C): = (0), y(1)} 
se numește bordul lui C. Un drum y e C! (7, R?) cu proprietățile 1) — 4) se numește 
parametrizare a lui C; notăm prin T(C) mulțimea tuturor parametrizărilor 
lui C. Dacă ye l(C), atunci y? e F(C), unde y7 este inversul drumului y, ie. 
y) = p(1— t), te Z. Dacă ş,5eT(C) aplicaţia f: I7, definită prin f(7)= 
= 5-i(y(7)), te Z, este un Ct-difeomorfism. Drumurile y ṣi 8 se numesc eciiva- 
lente dacă aplicația f este crescătoare, Această relație de echivalență partajcază 
mulțimea T'(C) în exact două clase de echivalență numite orientări ale lui C. 
Prin curbă compactă orientată de clasă C! în R? sc înţelege o pereche (C, Ta(C)), 
unde Ç este o curbă compactă de clasă C! în R? și D(C) o orientare a lui C. 
Fiind dată o asemenea curbă compactă orientată (C, To(C)) şi o l-formă diferen- 
țială o = P dy + Qdy definită și continuă pe C, integrala lui w pe C se 
defineşte prin 


1 
| iz |, (EE a") + Qe) 0) d, 


unde ye To(C); definiția nu depinde de alegerca lui y in D(C). Fie Æ un com- 
pact în R? astfel încît X = K (închiderea interiorului), 3K: =KN K, Cek 


o curbă compactă de clasă C!, ye F(C), let şi a: = Y(to). Se spune că para- 
metrizarea y este pozitivă (rel. K) dacă există un Cl-difeomorlism k de la un 
disc deschis U, cu centrul în punctul (4, 0) în R?, pe o vecinătate deschisă V 
: ðh 
a lui a astfel încît: 1) A(z, 0) = y{ż) cînd (t, 0)eU; 2) Perechea e lto O). 
d 
ëh SS i : La 
—— (fœ 0)] este un reper pozitiv în R? (pentru orientarea canonică a lvi R°}; 
as z 
3) Vnok=CnV şi h(U')ek, unde V’: = {(ż, s)e U |s > 0}. (Definitia 
nu depinde de alegerea lui i; în Z.) In termeni geometric-intuitivi aceasta 
înseamnă că punctul y(t) iasă mulțimea K „la stinga“ atunci cind parametrul 
t parcurge pe Z în sens crescător. Parametrizările pozitive ale lui C (rel. KY 
formează o orientare a lui C, numită orientarea bord a lui C (rel. K). O mulţime: 
compactă K cR? se numește compact cu frontiera de clasă C1 pe porțiuni dacă: 


1) K= É; 2) Există o familie finită {Chey de curbe compacte de clasă 
C1 in R? astfel încît 3K = U C3, (CNC) N (CN eC) =Ø cind i#j şi, pen- 
jeJ 


tru orice jel și xe âC,, există un unic fje JN {i} cu proprietatea că x e êC. 
În aceste condiții un punct ae K se numește punct regulat al lui K dacă 
există o familie (Chi satisfăcînd condiția 2) și un indice jje J astfe! încît 
a e CiN ôC și punct unghiular în caz contrar, Dacă fiecare curbă C; 
sc consideră orientată cu orientarea bord (rel. K), &K se numește berdut 
orientat al lvi K. Notăm că în cazul GH fără puncte unghiulare, W este 
un domeniu compact de clasă C1 în R? (v. domeniu). Dacă o = F dx + Q dy 
este o i-formă diferențială, definită şi continuă pe êK, integrala lui «e 


pe bordul orientat GK se defineşte prin | o: = y | &, unde {Ohe este 
ax jeJ JCs 

o familie cu proprietatea 2); definiția nu depinde de alegerea familiei {C;}, < 7. 

n ar 

Ri dx Ady v. integrare pe o varie= 


az [4 
tate diferențiabilă orientată). Obs. Í) f.G.R. rămîne valabilă în condiţii mab 


(Pentru definiţia integralei $ ( 
K 
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Fe] 


targi asupra lui œ, anume este suficient ca funcțiile P și Q să fie definite pe o 
vecinătate a lui K şi R-diferenţiabile în orice punct din K iar funcția 
Ô aP 3 ; ai A aidea 
de ay. să fie continuă pe K. 2) Toate definițiile de mai sus se extind în 
2x y 
mod natural si f.G.R. rămîne valabilă cind planul R? se înlocuiește cu o supra- 
iață riemanniană. (M.J.) 

formula integrală a lui Cauchy pentru polidisc v. funcție olomorfă (de 
mai multe variabile complexe) 

formula Legendre-Gauss v. funcția T 

formula Leibniz-Newten, u(a) — u(b) = du, unde [a,b] este un interval 

a 

închis pe dreapta reală, u e Cl([a, b]) şi du = w(x} da diferenţiala funcţiei w. 
(M.].) 

formula lui Cauchy generalizată v. formulele Cauchy-Pompeiu 

formula lui Euler v. funcţia exponențială 

formula lui Hadamard v. serie de puteri 

formula lui Hermite v. interpolare 

formula lui Leibniz (pentru operatorul d) v. diferenţiala, formă diferen- 
ţială în (RD). 

n 
formula lui Markov, formulă de cvadratură de forma Safta) în care 
; p 

parametrii aE R, € [a,b], se determină din condiţiile: i) 1, = a, An = bj 


b n 
îi) | P(x) ax = y, ajP{};) pentru orice polinom de grad cel mult 2# — 3. 
3 


j=l zi =o 
Pentru n = 2 se obține formula trapezului iar pentru n = 3 formula lui Sim- 
pson. Dacă a = — 1 şi b = 1, atunci nodurile ñg, -, Ayn-ı sînt rădăcinile poli- 
nomului n-o din șirul de polinoame ortogonale relativ la funcția pondere 
Ś L;,1 
p(x) =1— 22. În raport cu produsul scalar generat de p, aj = LD, unde 
1—23 
* s- : 2 
Li») = ÎI Jen — I} a= ap: 
zi doi n(n — 1) 
ifi 


Dacă f este de clasă C?2-2 pe [— 1, 1}, atunci 


1 a | ai — DP 2an — 2) 1) h 
fais Aa 9 aa za 2000 a S 


Formula este numită, uncori formula Marhovw-Lobatto.  (Gh.Gr.) 
formula lui Poisson v. ecuaţia căldurii, ecuatia undelor 
formula lui Simpson, formulă de calcul aproximativ ai integralelor, 


dp A [ro +4 Ta + sa) ; 
6 2 


ande f: [a, b] = R. F.S. se foloseşte de obicei sub forma sumată: 


2(u —1) 


h 
D= apt Srn) +S) 
j=0 


„oma mee e aaa o EEEE ETE E 


Ataare e 
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b-—a ; A 
unde k = P x; =a -+ jh, jefo, 1, ..., 2n}. Dacă f este de clasă C* 
P , 
pe la, b] eroarea este cvalată prin 


b (b — 
dx — n =” 5 (4 A H i . 
(ro x — Sal) aa oan J9 (x)}. (Gh.Gr.) 


formula lui Stirling v. functia T 
formula lui Stokes Se consideră o mulțime compactă DeR?2 măsurabilă 
Jordan, cu interior nevid, a cărei frontieră se poate orienta, cu ajutorul unui 
drum d :[a, b] = R? care arc componentele scalare f şi g. O funcție contiună 
2: D= R, cu derivate parțiale continue pe interiorul lui D, definește suprafața § 
dată explicit prin i | 
S = Im (2) = {{x, y), z{x, y)) | (x, y)= D}, 


deci S&R?. Fie şi GER? o mulțime deschisă cu proprietatea că G>S şi 
P,Q, R:G-—R fancții cu derivate parțiale continue. Avem formula lui Stokes 


$ Pda + Q dy -+ R dz = 
Fr{S) 


an 2 GEN ôR H 87 
= G o et -Eea (22-22 dx dy. 
S | êy dz j az ax da y 


fn această formulă, integrala, de contur este dată prin 


$ Fdx + Qdx + hdz= 
Fr(S) 


b 


b 
| PEO, a), 21), amaos OU), 


a 


g(?, 270), el) dg) + 


b 
+ | UV). at), AFE ste) dute, 


unde u : [a,b] ~> R, a?) = 240), g(?)). Cu alte cuvinte, integrala de contur este 
integrală curbilinie de al doilea tip de-a lungul drumului A: fa, b]— R3? dat prin 
At) = (F a), u(2)) care „orientează pozitiv frontiera lui S“. În membrul al 
doilea al f.S. apare o integrală de suprafață de al doilea tip (v. integrala de supra- 
faţă). Dacă introducem cîmpul vectorial F:G — 5, dat prin F(x, y, 2) = 
= (P(x, y, 2), Q(x, y, z), R(x, y, 2)), atunci integrala de contur din f. S. se 
numeşte circulația lui F pe conturul Iui S, iar integrala de suprafată este fluxul 
sotorului lui F prin suprafața S. Pentru o prezentare mai fundamentată 
{v. și integrare pe o varietate riemanniană orientată). (/.C.) 

formula lui Yayior (cazul complex} Pentru orice funcţie olomorfă f pe o 
mulțime deschisă Q în C, orice punct a din Q și orice întreg pl, are 
loc următoarea, £.T. de ordin p: 


p-1 
fi) = y an{z — a)” + (2 — ap), ze, 


n=0 
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unde ag; -.., apa sint numere complexe și fp o funcție olomorfă pe R. Această, 
reprezentare a lui f este unică și avem 


za = Ja) _ 1 ( fi dz, 
òK ( i 


ni 2i 


1 f2) 
-d 
Jolt) a (9 (2 Gi a)” (z _ () z 


pentru te A, formule valabile pentru orice compact K în C, cu frontiera de 
clasă Ci pe porţiuni, conținut în Q și conținînd punctul a, ca punct interior, 
2K fiind bordul orientat al lui K. (M.J) 

formula lui Taylor (cazul real), formulă care servește la aproximarea unei 
funcții date printr-o funcţie poli inomială. 
I. Cazul funcțiilor de o variabilă. Considerăm un interval I al dreptei reale, 
un punct a din 7 şi o funcţie f: Z — R care este de n ori derivabilă în a (unde 
n > | este un număr natural). Folinomul Tayler de ordin n ataşat funcții f 
în punctul a (pe scurt, polinomul Taylor de ordin n) este functia pelnonmnală 
Tan: ÎI => R definită prin 


rí a Ma) 
Tand = fa) 4 DO ta — a) + DEL ţa — ap a + PI 
1! 2! n! 


(x — a)". 


Restul f.T. de crdin n atașat funcţiei f în punctul a ii scurt, vestul de ordin m 
al £.7. je a funcția Ram: I—R definită prin Ram(2)=-f(2)— Tanla). Egalita- 


tea f(x)= Ta. ml) + Ra nix), valabilă pentru orice punct x din T, se numeşte f.T. 
. Rani 
de ordin n ataşată functiei f în punctul a. Se demonstrează că lim Banla) — (0) 


z>a (x — a)” 
Formula este banală pentru x = a, deci vom considera că xa. Impunind 
ipoteze suplime ntare se obțin forme mai precise ale restului. Anume, vom pre- 
supune mai întîi că f este de n + 1 ori derivabilă pe întregul interval Z. Con- 
siderăm un număr natural p, lspsn + l. Atunci se arată că pentru orice 
xxa din I există un număr a strict cuprins între x și a astfel incit 
pentu) 
Rala) = Ie (x = a) — uje, 
alp- 

Ra.m(2) scris în această formă se numește restul lui Schl ómilchk-Roche al f. T. În 
cazul particular cînd p = 7# + 1 se obține restul lui Lagrange al £.T. jar pentru 
p = 1 se obține restul iur Cauchy alf. T. Dacă f este derivabilă de n + 1 ori și 
în plus derivata f(”+1): I > R este funcţie integrabilă Riemann, obținem res- 
tul integral al £.T., anume: pentru orice x din Z avem 


n 

Raate = (e gma ar, 
a n! 

II, Cazul funcțiilor de mai multe variabile. Vom considera o mulțime deschisă 

GeR?, m>2, un punct a = (aa, » 2rn) din G și o funcție fC R. 

Presupunem că f este de n ori diferentiabilă î în a. Definim pentru orice număr 

natural k, 1&7, polinomul 


mo a (k) 
p Zn- an| fla), 


i=1 0% 
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cu ajutorul ridicării la putere formală. Anume, pentru k = 1, avem funcția 
polinonuală 


RE [ie a tt Aia ) 13 y (a) (xi — ai). 
Pentru k = 2, avem funcția polinomială 


m 2 
xi y ENL, (xi — ai +2 KGE (xi — ai) (xj — aj). 
i 6% ipi OHi6rj 


Pentru k = 3, 4, ...,.n procedeul este același. Funcția polinomială Ta, n:G >R 


dată prin 
m a (k) 
x i-> Tanl) = fia) + De È —— (a = ao (a) 


k=1 R! i=1 OTi 

se numește prlinomul Taylor de ordin n ataşat funcției f în punctul a (pe 
scurt, polinomul Taylor de ordin n). Restul f T. de ordin n ataşată funcției f 
ia punctul a (pe scurt, restul de ordin n alf.T.) este funcția Ran:G =R 
defiuită prin Ra n(x) = f(x) — Tamn(2). Egalitatea l 


Fa) = Tanla) + Ramla), 


valabilă pentru orice punct x din G, se numește f.T. de ordin n atașată funcției 


F in punctul a. Vom presupune că mulțimea G este convexă şi funcţia f este 


dilerențiabilă de n + Lori pe G. În acest caz putem preciza formula restului. 
Anume, se arată că pentru orice sa din G există un punct w pe segmentul 
(a, x) astfel incit 


1 n 3 (2 +1) 
Rani) = EN È Ea {xi — ai) | Ju). 


i=1 Gh 


„atunci lim Panl) = 0, unde 


roa ljea] 
ntre a şi x. (I.C.) 
termula Newton-Cttes, formula de cvadratură 


Se mai arată că dacă f:G =R are derivate parțiale continue de ordin m 
pe 


|x — a || este distanța euclidiană, 


n 


Laf) = ȘI afl), 
izo 


unde f: [a,b] => R este o aplicație continuă, 


E ; : 
xP =a -L ih, ie {0 unn} 


(n) 
xx 
7 dx. 


at = | 1 


x) a x 
ji 
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Formula. se obține integrind polinomul de interpolare T(f; sP, n., a; 2) 
Se foloseşte și sub forma: 


Tal f) = (b — a) Y HWf(a™®), unde 
i=0 


dż. 


HP i (5 nt V (i — 1)... ($ — n) 


n iln =i)! Jo t—i 


Numerele H se numesc coeficienții Newton-Cetes. Au loc relațiile: 


n 
y HW= 1; HP = HM, ief0, n} 


i=0 
Pentru n = 1 se obține formula trapezului (cu secantă), iar pentru n = 2 
formula lui Simpson. Există funcții continue f pentru care sirul (7a(J)) nu 
b 


converge către | f(x) da. Dacă f este o aplicaţie de clasă CPH pe [a,b], are 


a 
loc următoarea formulă de evaluare a restului: 


b z | 
| fi) àx — i-a) F HPP) i< 
i l 


a i0 


anmo V [at — Dem) jdt sup |fOD |. (Gh-Gr-) 
(a ++ 1)! Jo x ela, b] l 


formula schimbării de variabilă v. imaginea unei măsuri printr-o aplicație 

formula schimbării de variabilă pentru integrala Lebesgue Fic U, V mulțimi 
deschise nevide incluse în RP și 4: U —> V o aplicație de clasă C! care are com- 
ponenteje scalare hyp hooo fig. Vom nota, pentru ~ n U, jacobianu} 

on 
lui h în x prin (x), Reamintim că avem J(x}) = det (i w) } Să pre- 
Lp ji 

supunem că ph: U — V este un difeomorfism de clasă C! (i.e. h este bijecție 
şi funcțiile % şi h-1 sînt de clasă Ct). Se arată că pentru orice mulțime măsura- 
bilă Lebesgue A cU astfel incit aderenţa A a lui A cste de ascmenca inclusă 
în U avem h{á) măsurabilă Lebesgue. În aceste condiții avem următorul 
rezultat. i P 
Teoremă (£.su.i.[.). Fie f: V = R o funcție integrabilă in raport cu măsura 
Lebesgue } pe V. Atunci (foh)|J | este integrabilă in raport cu măsura 
Lebesgue y pe U și 


| JO) day) = | (fo h) (=) | 7( | dul) 
i 4) 4 


pentru orice A măsurabilă Lebesgue cu AcU. (I.C.) j 
EA di | 
(Jla) + F) 


formula trapezelor, formula de cvadraiură o(f) = 


unde f: [a,b] = R. Se folosește de obicei în forma sumată 


P 1 
ăi pei ate (re + fe) + a + Flea) + 3 Ha) 


n 
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o si ù — 5 a 
unde x; =a -+ fh, je (0, ni, h=- —-Ż, Dacă f este de clasă C? pe [a,b] 
n 
eroarea este dată de 


b 
| | Jie) dx — olf) la m sup |f ix}! (GhGr.) 


m l 2u? zela, bJ 


formulele Cauchy-Pompeiu Fie U cC o mulțime deschisă și f o funcție com- 


a 

plexă de clasă C? pe U. Reamintim că 2 e SE | o +i af } În cercetările sale 
cz 2 öx âv 

asupra derivatei areolare matematicianul român Dimitrie Pompeiu a stabilit 

formulele următoare: Pentru orice eompret Keit! cu from de dhea € 


pe porțiuni, 


| f As = af Eii (0) 
êK K că 


unde à este măsura Lebesgue în C. Pentru orice compact Keat cu lonliera 


. . > . w ua 
de clasă C1 pe portiuni şi orice punct (e X, 
pory > P S 


Zi K aâ 


7 1 a 
O= zi (e — Of) dz + > G= 022 (mjazadz 2) 
ÖK 271 


Pentru orice punct ze, 


1 
— (z) = li — z}dz, 3 
E PR) z (3) 


in sensul că, pentru orice e > 0, există o vecinătate V cU a lui z, astfel încît 


a 1 : ; 
BCA 0) — == | f(e) azl < s pentru orice compact Key cu frontiera de 
| az 2iM(X) Jax | 


ai . a " . 
<lasă Cl pe porțiuni și cu proprietatea că ze K. Formulele (1) și (2) care se 
demonstrează cu ajutorul formulei Green-Riemann generalizează cunoscutele 


formule ale lui Cauchy [eu f olomoriă, i.e. Ei = o) și de accea, cle se 
öz 

numesc f.C.P. În special denumirea de formula Cauchy-Pompeiu este atri- 

buită formulei (2); unii matematicieni se referă la formula (2) cu numele de 


Jormula lui Cauchy generalizată. Formula (3) se obține imediat din (1) și furni- 


A 
E i TE, zag A 
zcază o interpretare geometrică a operatorului — . Acest operator a fost in- 
22 
trodus de Pompeiu în 1913 sub denumirea de derivată areclară, și anume în 
ipoteza mai generală, cînd f este continuă pe U și există limita care apare în 
formula (5). Notăm să pentru valabilitatea formulelor (1) — (3) este suficient 
ca funcția f să fie diferenţiabilă pe U și derivata -= continuă pe U. (MLJ) 
23 
formulele lui Green v. integrală pe o varietate riemanniană orientată 
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fracţie continuă, o fracție de forma 


ag a a 


unde a; b; sînt numere complexe, se numește f.c. finită și se notează 
b b b b d, ba 
1 n ` A S 17 Li n z “h 

agi a «n — |. Dacă există lim | ag —, -, — |, se notează | ap, T, es iz 


A 
a an n—co a, an 4 dn 
şi se numește f.c. infinită (convergentă). Dacă b; = 1, Vi> 1, atunci f.c. 
precedente se numesc normale și sc notează [ag .-., aa], respectiv [ag, nr Am =] 
d bn T, bi n 
Pentru f.c. infinită g — ao —, |, fe finită ag) —, = — | se nu- 
& du & în 


meşte redusa de ordin n. Luind Py = ay Ti = L Qo = 1, Qa = 0 și definind 


k = ak” k-i t bel k-o 


Qk = ay Qr- + br Qr- (R21), are Joc relația 


Fg | bi ] 
= | æg: ati . 
Or & ak 

Orice număr real pozitiv se poate reprezenta în mod unic sub forma unei f.c. 
normale în care a;e N. Această reprezentare se face cu o f.c. finită dacă 
şi numai dacă numărul este rațional. O f.c. de forma (ao, ---; ap d o dura 
ak o Apm ««+] se numește periodică. F.c, normală, cu a; N, asociată unui 
număr irațional este periodică dacă și numai dacă numărul este irațional 
algebric de grad 2 (teorema lui Lagrange). (Gh.Gr.) 

front de undă (al unei distribuții), noțiune care permite studiul mai amă- 
nunțit al singularităilor unei distribuții decit suportul singular, Fie u o distri- 
buţie cu suport compact, î(£) transformata sa Fourier; f.u, al lui u, notat 
WEF(u), este mulțimea acelor puncte (x, Ẹ) e R?” x CRIN 409) pentru care nu 
există nici o vecinătate conică V (i.e. astfel încît 4>0, ney să implice An ev) 
a lui č în care să aibă loc evaluările | aln) |sSCn(l+ || N, N = 1,2, E 
Cu alte cuvinte, £ nu este o direcție în care transformata Fourier îs să 
se comporte ca transformata Fourier a unei funcții de clasă Co cu suport 
compact. Dacă u este o distribuție oarecare, localizind prin înmulțirea cu o 
funcție ọ cu suport compact, identic egală cu 1 în vecinătatea unui punct îixat, 
dar arbitrar, se poate defini analog WF(u). Această definiție are un caracter 
invariant la difeomorfisme și deci se poate defini f.u, pentru distribuții defi- 
nite pe varietăţi, În acest caz WF(u) va fi situat în fibratul cotangent. Proiecția 
lui WF(u) pe bază (în cazul considerat iniţial pe R”) este exact suportul sin- 
gular al lui u. Se pot da diferite rafinări ale acestei noţiuni, de pildă se poate 
defini £.u. în raport cu clase de funcții indefinit derivabile (în particular, în 
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raport cu funcţiile analitice reale). Importanța acestei noțiuni rezultă și din 
faptul că prin intermediul ei se pot defini noi distribuții; astfel, în unele 
cazuri se poate defini urma unei distribuții pe o subvarictate, sau produsul 
a doud distribuții dacă f.u. respective sint bine situate. Formularea. naturală a 
propagării singularităților soluțiilor ecuaţiilor cu derivate parțiale Pu = f 
se face în termeni de f.u. ale lui f ṣi u. (G.G.) 

frontiera Choquet Fie T un spațiu topologic compact și Co(7) algebra 
funcţiilor continue definite pe T cu valori în ©. Fie 4cC-(7) o subalgebră 
care conţine funcțiile constante și separă punctele lui T. Prin é > F, Faf) = 
=f(0), fe A, spaţiul T este homeomort cu o submulțime compactă a dualului 4* 
înzestrat cu topologia slabă. Mulțimea punctelor extremale ale înfășurătorii 
convexe și inchise a lui T, considerat ca inclus în A*, se numește f.C. a lui 7 
relativ la A, O măsură Radon pozitivă u pe T se va numi măsură de repre- 


zentare pentru punctul te T dacă f(î) = 7 du, VfeA. Funcţionala Dirac 


eff) = f(t) este o măsură de reprezentare pentru f. Dacă 8, este singura 
măsură do reprezentare pentru ż, atunci acest punct se numeşte punct Choquet. 
Mulțimea punctelor Choquet este f.C. a lui T relativ la A. F.C. coincide cu 
închiderea frontierei Silov.  (Gk.Gr.) 

frontiera ideală v, element frontieră 

frontiere unei mulțimi (într-un spațiu topologic) v. punct frontieră 

frontieră a algebrei C_(7) (a funcţiilor complexe continne pe spațiul 


compact T), submulțime F a lui 7 astfel încit orice funcție din algebră își 
atinge maximul modulului pe F. Printre frontierele închise ale lui Co (7) 
există, şi este unică, una minimală (în raport cu incluziunea), numită frontiera 
Șilov a lui Ce(7). Definiţia cît şi existența frontierei Șilov funcționează dacă 
A este doar o subalgebră în Co (7) care separă, punctele lui T și conține funcțiile 
constante şi, do asemenea, dacă T este doar local compact iar A este o algebră 
de funcţii complexe continue pe T, care se anulează la infinit, separă punctele 
lui T şi nu se anulează toate într-un același punct (se spune, pe scurt, în aceste 
cazuri că A este o algebră de funcţii). Frontiera Șilov a algebrei de funcții A 
coincide cu frontiera Şilov a închiderii A (în raport cu topologia convergenței 
uniforme). Un punct x aparţine frontierei Şilov a algebrei de funcții A dacă 
şi numai dacă pentru orice vecinătate deschisă U a lui x există fe Æ astfel 
încit | f(s} | < max |f(£) | pentru orice se TNU. Frontiera Şilov este egală cu 
eT 


închiderea frontierei Choquet. Frontiera Șilov a unei algebre Banach complexe 
comutative este, prin definiție, frontiera Silov a algebrei funcțiilor complexe 
continue definite pe spațiul caracterelor (idealelor maximale) algebrei conside- 
rate. Modelul cel mai uzual este algebra funcțiilor complexe continue pe discul 
(|z!s eC, olomorfe în interior, algebră a cărci frontieră Șiiov este cercul 
i|zi = I} (Gh.Gr.} 

frontieră distinsă v, funcție olomorfă (de mai multe variabile complexe) 

functor Fie € și €’ două categorii. Un f. (sau f. covariant) F de la € la 
E” este definit de următoarele date: 1) O aplicație de la clasa Ob(C) la clasa 
Ob(€’), notată A > F(4); 2) Pentru orice pereche de obiecte A, B în €, 
o aplicaţie de la mulțimea Homo(4, B) în mulțimea Homor(F(4), F(B)), 
notată ui-> F(u). Se presupune că sint verificate următoarele axiome: 
a) Pentru orice obiect A în €, F duce identitatea lui A în identitatea lui F(A), 
i.e. Flida) =idp(q; b) F păstrează compunerea morfismetor, t.e. dacă 


FUNCTOR 128 


u:A = B şi v: B—C sint morfisme în E, atunci F(vou) = F(v)oF(u). Se 


utilizează notația F: e -+ C’ sau € ară E” pentru a desemna un f, F de la € 
la €’. Prin cofunctov sau f. contravariant de la categoria E la categoria O! se 
înțelege orice f, F: C — Q’, unde E? este categoria opusă lui E. Astfel un f. 
contravariant de la € la @ constă dintr-o aplicație A i> F(4) de la Ob{@) la 
Ob(0”) și, pentru orice pereche de obiecte A, B in C, dintr-o aplicație u > F(u) 
de la multimea Homo(4, B) în mulţimea Home (F(B}, F(4)) cu proprietatea, 
că Pada) = iâgta) pentru A e Ob(0) şi F(vou) = F(u)o F(u) cînd compunerea 
vou are sens în C. Ex. : 1° Există unf. F : Top — Ens, şi anume f, care „uită“ 
topologia obiectelor din Tep şi proprietatea de continnitate a morfismelor 
din Top. Aceasta înseamnă că pentru orice spaţiu topologic (X, 7), F(X, 7): = X, 
și, similar, pentru orice morfism de spaţii topologice f:(X,7) > (X,t) 
Ff): == f. Există numeroase exemple de f. de acest tip, de pildă de Ia varietăți 
dilerențiabile la spații topologice, de la grupuri topologice la grupuri etc. 
Dacă F : 0 — E este un astfel de f. și A un obiect în E, atunci se spune despre 
obiectul F(4) al lui E! că este subiacent obiectului A al lui €. Astfel se poate 
vorbi despre mulțimea subiacentă unui spatiu /opologic, despre spațiul topologie 
subiacent unei varietăţi diferențiabi ile etc. 2° Fic @ o categorie fixată. Orică ări 
obicct A din € i se asociază un f. 44 şi un cofunctor ha, amb ele de la E în Ens, 
deci 44: 0 = Ens, ha: C° — Ens. Anume, pentru orice obiect X din € se 
pune hâ(X): = = Homo(A X) Si Aa): = Homolă, á). Apoi, dacă u: X > Y 
este un morfism în E, atunci k” (u) : Homoļd, X) > Home(4, Y) este apii- 
cația fi> nof, Je Homg(4, X). Similar, dau): HomgalY, A) = Homotă, Ay 
este aplicaţii f > fou, fe HomplY, A ). 3° Dacă E, C şi C” sînt trei categorii 
iar F : € =~ şiG: 0 — Er sint. compunerea GoF af. G cu f. F este un f.s 
H:C0>2 C, definit prin H(A): =C(F(4}}) şi Ha) := G(F(u)) pentru orice 
obiect A și orice morfism u din @. 4° Pentru orice categorie 0, f. F : € => ©, 
definit prin F(A) := A și F(u) := u, se numește identitatea lui E și se notează 
ido. 3 Fie 7 o mulțime preordonată și € o categorie. F. covarianți de la Z în € 
se numesc sisteme inductive de obiecte din E iar f. contravarianți de la I în @ 
se numesc sisteme protective de obicete din E (indexate pe mulțimea preordo- 
nată I). Un sistem inductiv (proiectiv) indexat pe 7 se numeşte filtrant cînd 
mulțimea preordonată I cste filtrantă crescător. Fie Z o categorie mică și € 
o categorie oarecare. O diagramă de tip I în categoria E este, prin definiţie, 
un f, D: — €. De pildă, dacă I este o categorie cu două obiecte, să, zicem 
0 și 1, şi cu un morfism de la 0 la 1, plus identitățile respective, o diagramă 
de tip Z este o săgeată D: D(0) = D(1) în C. Similar, se definesc săgețile 
duble, triple etc. Apoi, dacă I este categorie cu patru obiecte 1, 2, 3, 4 şi cu 
morfisme 4: 1 — 2, v:2 = 3, fi 14 sig:4->3, plus morfismele Vou, 
gof și identitățile respective, atunci o diagramă de tip I în € este un pătrat 


D(1) —— D(2) 


Il 


D(4) =———> D(3) ete, 


D 


Notăm de asemenea că, sistemele inductive și sistemele proicctive sînt diagrame. 
O diagramă D : I — € se numeşte comutativă dacă D(uw) = D{v) pentru orice 
pereche de morfisme + și v din Z astfel încît s(u) = s(u) și c(a) = 6(0) (v. ca- 
tegorie). De exemplu, pătratul considerat mai sus este comutativ dacă și numai 
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dacă D{uo u) = D(gef). Dacă F șiG sînt doi f. de la categoria E în categoria ©’, 
un morfism functorial (sau transformare naturală de f.) de la F la G este o fanii- 
lie 0 = (0aac wO de morfisme 64: F(4) —G(A4) cu proprietatea că, 
pentru orice săgeată u :A — B din €, diagrama 


par MGA) 


Flu) G(u) 


Ry tii ace BI 


este comutativă, i.e. G(u)o 04 = Opo Flu). Pentru a desemna un morfism 
functorial de la f. F la f. G se utilizează din nou o săgeată, anume se serie 


9 g = 5 ; 
8: F —G sau F —> G. Un morfism functorial 9: F— G se numește izomorfism 
functorial dacă Q4 este izomorfism în C’ pentru orice obiect A din 0. Dacă 
0:F >G şi 0:G H sînt morfisme functoriale, familia 0” == (04) 4 e one 


definită prin 64 := 010 0, este un morfism functorial de la f. F în f. H, notat 
prin ^o 0 și numit compunerea lui 0’ cu 0. Fie T o categorie mică și C o categorie 
oarecare. Diagrarmele de tip 7 în E sînt obiectele unei noi categorii, notată. © r 
ale cărei morfisme sînt morfismele functoriale, În cazul particular cind 7 este 
o categorie cu două obiecte 0 și 1 și o săgeată 0 — 1, plus identitățile respective, 
categoria de diagrame C? se notează s(0) și se numeste categoria săgeților lui €. 
Un f. F: € — @ se numește fidel (resp. deplin fidel) dacă, pentru orice cupla 
de obiecte 4, B din E, aplicaţia u > F(u) de la mulțimea Homet4, RB) în mul- 
țimea Homo(F{4), F(B)) este injectivă (resp. bijectivă). F. F: E -> E” se numeste 
esențial surgectiv dacă orice obiect A? al categoriei @ este izomorf cu un ohicct 
de forma F(A) pentru on obiect A al categoriei E. Un f. covariant care este 
simultan deplin fidel ṣi esențial surjectiv se numește echivalență de categorii. 
Ex.: Fie E categoria avînd ca obiecte suprafeţele riemanniene şi ca moriisme 
aplicaţiile olomorie neconstanie. Fic, de asemenea, E categoria cu obiecte 
suprafețele topologice orientabile și cu bază numărabilă și morlisme aplicațiile 
interioare, Deoarece orice suprafață riemanniană este orientabilă si cu bază, 
numărabilă, există un f. canonic F: € — @ care asociază oricărei suprafețe 
riemamniene R suprafața topologică subiacentă lui R și oricărei aplicații olo- 
morfe neconstante f : R > R’, R şi R’ suprafețe riemanniene, acceaşi apli- 
cație f considerată ca morfism în €. 
Teorema 1 (Radó), F. F: € — E este esențial surjectiv. . 
Această teorema afirmă deci că pe orice suprafață topologică orientabili şi 
cu bază numărabilă există structuri de suprafață riemanniană. Pentru Cag 
ca mai sus și § un obiect din €, să considerăm categoriile relative EjS și CiS- 
F. F induce un f. evident FIS : CIS = @'JS. 
Teorema 2 (Stoilow), F. FS: JS — jS este o echivalență de categorii, 
Această, teoremă, afirmă deci în esență echivalența topologică între aplicaţiile 
interioare de suprafeţe topologice orientabile si cu bază numărabilă și apiica= 
tiile olomorfe neconstante de suprafețe riemanniene. Teorema lui Stoilow poate 
fi interpretată de asemenea ca fiind un fel de versiune relativă a teoremei t 
și atunci ea sc enunță astfel: Find dată o suprafață riemanniană S, o supra- 
față topologică X și o aplicație interioară p: X — S, există o structură de supra- 
față riemanniană pe X astfel încît aplicaţia p să fie olomoriă (şi această, struc- 
tură este atunci unică). (M.J) 

functor contravaviant v., functor 

functor covariant v. functor 
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funcţia Airy v, funcții speciale definite cu ajutorul unor ecuații diferențiale 
funcția argument v. logaritmul complex, funcție analitică globală 
funcția B (beta), integrala euleriană de prima speță 


1 

B(x, y) = (; t-11 — t)Y- dt. 
o 

Funcţia B: ((+,y) |z > 0, y> 0} este continuă și are proprietăţile: 


als 
Bix, y) = B(x, y); Bir, y) = E Bi, y + 1), r y> 0; 
y 


(n — 1)! 


B(x, n) = „ X>0, neN; 
x(x + l)e (x+n — 1) 
B(x, y) = ITa To, unde T este funcția lui Euler; 
T(x + y) 


Biz, ==, Oac. (GhGr.) 
sın my 


funcția Bessel v. funcții speciale definite cu ajutorul unor ecuații diferen- 
țiale 

funcția caracteristică a unei mulțimi, funcția pa: T —40, 1}, unde T 
este o mulțime nevidă și ÆA c T, dată prin alt) = 1 dacă te 4 și paf) = 0 
dacă tg A. Se mai folosesc şi notaţiile ya sau pa. Sin.: indicatoarea mulţimii A. 
Avem relațiile: 


Pang = VA?e = pa APR = inf (pa pB)? 
Paus = Pa + PR — PaPe = PAV Prl = Sup (Pa PB) 
şi PoF 1— pa unde (a este complementara lui A. Uneori se consideră că 


pa: T =T, unde T este corpul numerelor reale sau complexe, (T .C.) 

funcția exponențială, funcția complexă exp, definită pe C și avînd pro- 
prietățile următoare: 1) exp este o funcție întreagă; 2) exp’ = exp, î.e. exp 
se reproduce prin derivare; 3) exp (0) = 1. Un calcul elementar arată că f.e. 
există, este unică, și admite dezvoltarea în serie de puteri 


n 
exp(2) = X 2S 1+ KA +. Ph zel, 
ngon! 1t n! 

formulă care poate fi luată ca o definiție explicită a f.e. O proprietate remar- 
cabilă a f.e. este exprimată prin 

Teorema de adunare. exp(z + 2) = exp(2) exp(z). 
Cum exp (0) = 1, se deduce că exp(z)z0 și exp(—z) = exp(z)-i pentru 
orice z eC. Prin urmare f.e, induce un morfism de grupuri de la grupul aditiv © 
al tuturor numerelor complexe la grupul multiplicativ C* al numerelor com- 
plexe diferite de zero, De aceea, se consideră uneori f.e. ca o aplicație de la C 
cu valori în C*, i.e. exp: C — C*, Deoarece exp (1) este numărul e al iui Euler 
și f.e. satisface teorema de adunare, se utilizează de asemenea notația alterna- 
tivă e? pentru exp (2), zeC. Pentru x real rezultă ez >0, deci f.e, induce un 
morfism de grupuri de la grupul aditiv R al tuturor numerelor reale la 

grupul multiplicativ (0, co) al numerelor reale > 0. Aplicația R — (0, co) 
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indusă de f.e. este strict crescătoare și bijectivă, în particular un izomorfism 
de grupuri. Inversa acestei aplicaţii se notează log și se numește /ogaritmul 
real (uneori, în special în texte cu caracter aplicativ, se utilizează notația In 
cu denumirea de logaritm natural). Din definiție rezultă că funcția log: (0, 00) — 
— R este un omeomorfism crescător și un morfism de grupuri, t.e. satisface 
relaţia fundamentală 


log-(4y) = log x + log y, x,y > 07 


în particular log 1} = 0; de asemenea, log e = 1. F.e. poate fi folosită pentru 
introducerea funcțiilor trigonometrice. Mai întîi funcțiile trigonometrice funda- 
mentale cos (cosinus) şi sin (sinus) se definesc prin formulele: 


elz + e-iz z2 f 
cos z = 1 — Hani 
2 2! 
; et — et 2 za 
sin g = — ~ = + o 
2i t 3! 


Cos și sin sint deci funcţii întregi la fel ca f.e., prima este pară, a doua impară, 
și avem 
el? = cos z + isinz, zeC (formula lui Euler) R 


și formula cos?z-+-sin2z= 1, ze. Celelalte funcții trigonometrice, 
tg (tangenta), ctg (cotangenta), sec (secanta), cosec (cosecanta) sînt funcții 
meromorfe pe C și se definesc prin: 
sin z 1 cos z 
tg z = 3 secz = ; ctg z= — j COSEC Z = — 
cos z cos z sin z sin z 


Din teorema de adunare pentru f.e. se deduc imediat teoreme de adunare 
pentru funcții trigonometrice, și anume: 
cos (2 + 7’) = cos z cos z’ — sin z sin z’; 
sin (z + 2’) = sin z cos z’ + coszsinz ete, 
şi, în particular, 
cos 22 = cos? z — sin2z; sin 2z = 2sinzcosa etc. 

Pentru orice număr complex z = x + iy, formula lui Euler dă e? = efe == 
= e? (cos y +i sin y), în particular | e? | = ez. Deoarece cos 0= 1 şi cos4/3< 0, 
ecuația cos z = 0 admite rădăcini reale > 0, Este convenabil să se definească 
numărul v al lui Pitagora prin egalitatea m: = 2y, unde yọ este cea mai mică 
rădăcină reală pozitivă a ecuației cos z = 0; în particular avem 0 < m < 24/3. 
Cu această definiție a numărului 7 se obține imediat formula remarcabilă 

i x AE o ia 
e? = 1 care leagă între ele patru numere importante ale analizei, şi anume: 
1, i zie. De aici și din teorema de adunare se obține egalitatea exp (2 + 2zi)= 
= exp 2, ZEC, ie. 2mi este o perioadă a f.e., deci 27 o perioadă a funcției e"? = 
= cos z + isin z, t.e. a funcţiilor cos și sin. Folosind acum procedeele uzuale 
de calcul diferenţial se obține imediat tabloul cunoscut de variație pentru 
funcțiile reale cos şi sin, f.e. pentru z = x real, inclusiv formulele de forma 


"e E ; T = 
COS ( + >) = — Sinz, sin (=+ =) = cosz etc. 


şi de asemenea că 2x este cea mai mică perioadă >O pentru fiecare din func- 
ţiile cos y, sin z, el, xeR. Apoi se vede că toate zerourile funcţiilor complexe 
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ig ai , i ; m 
cos şi sin sînt simple şi reale, şi anume în punctele nr + —, ne Z, pentru 
2 


funcţia cos și în punctele uz, ne Z pentru funcția sin, și, în fine, că aplicația 
exp : C —C* este surjectivă și {zeC |e? = 1} = 2nZi. Un rezultat neele- 
mentar este stabilirea formulelor de reprezentare euleriană, î.e. ca produse 
infinite pentru funcţiile întregi cos și sin și de reprezentare în serie de funcții 
raţionale pentru celelalte funcţii trigonometrice. De pildă, pentru funcția sin 
avem reprezentarea ca produs infinit 


2 
: z z z 
sinz=z [I [1- — e" =p fi- , 
n0 AT na n?n? 
iar pentru funcția ctg reprezentarea în serie de funcții raționale 


atif 1 ee Eo y (41.].) 
n0 


z Z—nAT AT Z nol 22 — nên? 


funcția T (a Iui Euler) Cea mai simplă definiție a f. I a lui Euler în domeniul 
complex este furnizată de formula lui Weierstrass 
3 
i ze [] (i 4 ze ” zel, 
T (2) nl n 
unde y este constanta lui Euler, definită prin 
1 
i == 
et: = [I (1+ e "de 


„> n 


y:= lim (: -+ t +.. + îi — log ») = 0,577215664 ... 
2 n 


5.200 
Formula lui Wcierstrass se poate scrie și astfel: 
zZ(z +... (+a 
l -z II TOA exp [2 log 2 ) lim 6+9 ( ) 
T (2) "zi n n1 n> nin? 
cu zeC; în particular I (1) = 1. Din definiție rezultă imediat că 1/T este o 
funcție întreagă de gen 1 cu zerouri simple în punctele z := —n pentru n întreg 
>0, deci F este o funcție meromorfa pe C cu poluri simple în punctele z = —n, 
n întreg >0, dar fără zerouri, F. I satisface 
T(z + 1) =2T(z) (ecuația funcțională a lui Euler); 

în particular T(n + i) =n! deci T apare ca o generalizare a factorialului 
De asemenea, f. [ verifică 


Tie) TU-—2) = 


(formula complemențilov a lui Euler); 


1 == 
în particular T (=) = Nazi 


N (22) = 222-1 T (2) T (- + =) (formula de duplicatie a lui Legendre) 


n—i 1 


(27), 7 Tia) =n “ip (re re =) 
n 


n n 
(formula Legendre-Gauss) 
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pentru orice ne N. Să notăm prin D semiplanul Re z >O, prin log z ramura 
principală pe D a logaritmului complex şi prin log P unica funcție ọ 
olomoriă pe D și reală pe intersecţia cu D a axei reale care verifică 
ecuația e?) = T(2), ze D. Atunci funcția J pe D, definită prin 


1 
Jie): = log iz) + 2 — zlog z -+ FiS ~ log 27, 


este olomorfă și verifică formula Iui Stirling: lim J(2) = 0 cînd |z]— œ 
și Re z2c pentru orice număr real c > 0. Deoarece 


1 
— => 
Th) =N2nz ? ee, zeD, 


yj 
formula lui Stirling se mai scrie: D(z) ~42nz 2 e? cid |z| => și 
Re 23c pentru orice număr real c> 0. Funcţia J admite dezvoltarea 
asimptotică 


CI (nB, 1 


Ji = ŞI, 


a ZR(2k — 1) 221 


+ Jal) zeD, nèl, 


unde B,, Bp,- Ba: ... sînt numerele lui Bernoulli și unde, pentru orice număr 
real c > 0, Jp{z) = o(| z |7”) cînd | z| — œ și Re zzc> 0, te. lim 2?” Jp(2)=0 
cînd |z| = œ şi Rez>c> 0. Menționăm că, pe semiplanul Re z>0, f. T 
admite reprezentarea integrală 


i [2 9] 
T (2) = | e7471 di, zeD. 
o 


În particular, restricția lui Į la semiaxa reală x> 0 coincide cu integrala 
euleriană de speța a dona. F.T : (0, + 00) — R este de clasă Ce și 


I()> 0, x> 0, 


mi = b iz e= T(x) (>) 
T(x) = | (log t(n) e di, x> 0, Biz, y) = (MI) 
o T{x+y) că 


funcția putere Fie « un număr complex arbitrar. Notăm prin e”, we € 
funcția exponențială și prin log funcția logaritm în sensul de funcție analitică 
globală. Mulțimea (4 = e% | pelog} este o funcție analitică globală pe 
C* = CN40), numită f.p. de ordin g și notată 2%, Dacă D = CN (~o, 0]x {0} 
și dacă po: D—C este ramura principală a funcției logaritm, i.e. ramură 
care ia valori reale pe axa reală pozitivă, atunci bg: == e%?0 se numește ramura 
Sincai a f.p. de ordin g; pe discul |z—1| < 1 funcţia je admite dezvoltarea 

aylor: 


dota) = 1+ ({)e-» (em m [ee za 


a x 
unde ( } = (a — 1)... (x —n-+ 1)/n!. Notația 2% este folosită uneori pentru 
n 


a desemna ramura principală a f.p., î.e. 2% = pole), ze D. F.p. z% este constantă 
(egală cu 1) pentru a = 0, uniformă pentru a = n un număr întreg (cînd coin- 
cide cu puterea n-a uzuală) şi o funcție algebrică pentru « rațional. (M.J.} 
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funcția p (a lui Weierstrass) v. funcție eliptică 

funcția spectrală (a unui element într-un spaţiu liniar reticulat cu unitate) 
y. Spațiu liniar reticulat cu unitate 

funcţia spectrală (a unui operator autoadjunct) v. operator autoadjunct 

funcția c (a lui Weierstrass} v. funcţie eliptică 

funcția ( (a lui Riemann), funcție analitică transcendentă, introdusă de 
Riemann în scopul estimării numărului numerelor prime inferioare unui număr 
real dat. F. [ se defineşte mai întii pe semiplanul a > 1 prin seria Dirichlet 


1 F 
zo) = 3 —, s=orii, o,teR, (1) 
ngl n? 
unde nê: = e*1%" (jogaritmul real). Această serie este normal convergentă 


pe orice semiplan închis 6209. Cu 09> 1, deci f.[ este olomoriă în semiplanul 
o> 1. De asemenea, în semiplanul o > 1, Ç admite reprezentarea integrală 


1 (o s-a 
t(s) = : 
a y: da (2) 


integrala din membrul drept fiind absolut convergentă pentru o > 1. (Notăm 
că această reprezentare integrală a f. ( este o consecință mai mult sau mai 
puțin imediată a formulei de reprezentare integrală a funcției P.) Al doilea 
pas important în definirea f. Ķ este prelungirea ei analitică dincolo de semiplanul 
o > 1. Există numeroase procedee de realizare a acestei prelungiri analitice. 
Unul din ele, datorat lui Riemann, pleacă de la observația că ipoteza o > 1 
este necesară doar pentru convergența în punctul x = 0 a integralei din for- 
mula (2). Ideea este deci să se înlocuiască integrala reală din formula (2) 
printr-o integrală complexă pe un drum convenabil care să evite punctul 
0eC. Un astfel de drum este, de pildă, drumul C obținut parcurgiînd mai 
întîi intervalul [t, œ) al axei reale în sens negativ, i.e. descrescător, apoi 
cercul |z |=1 în sens direct și, în fine, din nou intervalul{[1, oo) al axei reale, 
de data aceasta în sens pozitiv. Se obţine atunci fără dificultate formula de 
reprezentare integrală 


ds) = 


(3) 


pentrus > 1. Integrala complexă care intervine în această formulă este absolut 
convergentă uniform (în raport cu s) pe orice compact al planului complex C, 
așa, încît formula (3) realizează prelungirea analitică a f, [ ca funcție olomortă 
de s pe întreg C, cu excepția punctului s = 1, unde ea are un pol simplu 
cu reziduu egal cu 1. Cind s este întreg, funcția z5-1/(e2— 1) este meromorfă pe 
C, deci integrala din formula (3) poate fi calculată prin metoda reziduurilor 


e”issT(1 — s) zi „d 
2i ce? —l 


y : 1 
şi furnizează valorile: (0) = — zit =0; 
—1)”*B 220-1 B y2n 
ta 2n = LD e pn = Bn 
2n (2n)! 
pentru n întreg > 1, unde B, Bo, o Bn, sînt numerele lui Bernoulli. DÊ 


ase menea, tot din formula (3) și tot prin metoda reziduurilor, se poate obțin? 
fără dificultate ecuația funcțională a lui Riemann 


s 1—s 
= er>) ts=m 2 7 k 


aa 
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F. (a lui Riemann, care poartă în sine o lume întreagă, joacă un rol fundamental 
în teoria analitică a numerelor, cum rezultă din identitatea lui Euler 


~1 

t(s) = moe) , s>, 
> p* 

unde p parcurge mulțimea numerelor prime, Această identitate este în fapt 

o formă sofisticată a teoremei fundamentale a aritmeticii, după care orice 

număr întreg n > 1 admite o descompunere unică într-un produs de numere 

prime. O consecință a identității lui Euler este faptul că seria 


1 1 1 1 . 
y — = — + — + + n p număr prim, 
p Ê 2 3 5 


este divergentă, ceea ce reprezintă, o versiune întărită a teoremei lui Euclid 
după care mulțimea numerelor prime este infinită. În legătură cu studiul f. 
d a lui Riemann se introduce de asemenea funcţia £, definită prin 


Els) = a i T (=) ((s), sec, 


care este o funcție întreagă de ordin 1, deci admite o reprezentare euleriană 


de forma 
s 


ge = HTT [1 E) e°, 
e fl. 
unde b și b, sînt constante iar p parcurge mulțimea zerourilor lui &. În plus, 
ecuaţia funcțională a lui Riemann se rescrie în forma simplă 
Es) = E(1—s), seC. 


Din identitatea lui Euler rezultă că £.( nu are zerouri în semiplanul o > 1, 
iar din ecuația funcțională, se deduce că singurele zerouri ale f. č situate în 
semiplanul o < 0 sînt așa-numitele zerouri triviale s= —2n, n întreg >. 
Astfel zerourile netriviale ale f. [ sînt toate conţinute în banda. 0sosl, 
numită banda critică a funcției [ şi, mai mult, ele sînt aşezate simetric în raport 


i 
cu axa reală £ = 0 și în raport cu aga critică o = ra De asemenea, deoarece 


LO z0 și 
1 
(1 — 28-1} t(s) = y (— 171 — pentru o>0 
nzi ms 


rezultă ((o)g0 pentru 0<os 1, încît 'singurele zerouri reale ale funcției v 
sînt zerourile triviale, Repartiția zerourilor f. & în banda critică este legată de 
legea distribuţiei asimptolice a numerelor prime. Această lege, cunoscută, și 


cînd 


sub denumirea de teorema numerelor prime, afirmă că n(x) ~ : 
og ¥ 
A 3 rix) 3 
z= 00, ie lim — d = 1, unde pentru orice număr real x>0, a(2) 
z>% xjlog x 
x>0 
este numărul numerelor prime care nu depășesc pe x. Deoarece 


z du x ( x 
= + o 
| log u log x log x 


pentru 4-— 00, 
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în enunţul teoremei numerelor prime funcția, x/log x poate fi înlocuită prin 
logaritmul integral, i.e. prin funcția 


1—e x 
li = lim | Su +f că) E E E A 
z>0 o log 4 l+e log u 2 log u 


O<e<l 


Conjecturată deja de Gauss, teorema numerelor prime a putut fi demonstrată 
abia în 1896, în mod independent, de J. Hadamard și Ch. de la Vallée Poussin. 
În aceste demonstraţii (la fel ca în versiunile ulterioare simplificate) f. Ọ inter- 
vine printr-o proprietate remarcabilă (datorată tot lui Hadamard și de la Vallée 
Poussin), și anume că nu are zerouri pe axa o = 1, deci zerourile ei netriviale 
sînt toate conținute în banda critică deschisă 0 <o < 1. Rezultate ulterioare 
au furnizat treptat regiuni posibile tot mai restrinse în care sînt situate toate 


zerourile netriviale ale f. (. Aceste regiuni conțin toate axa critică a = — și 
fiecare dintre ele conduce la o estimare a „restului“ în teorema numerelor prime, 
i.e. a diferenței r(x) — li x. Rezultatul ideal ar fi realizat prin demonstrarea 
următoarei conjecturi, cunoscută sub numele de ipoteza Iui Riemann: zerou- 


: 3 A PI 1 i 
rile netriviale ale f. £ sînt toate situate pe axa critică o = —. Ipoteza lui 
2 


Riemann care implică estimarea n(x) — li x = ofat? log x) (von Koch, 1901) 
este una din marile probleme deschise ale matematicii, Un răspuns parțial, 
important, datorat lui Hardy (1914), afirmă că există o infinitate de zerouri 


ale f. pe axa critică o = —. În prezent se cunosc de asemenea demonstraţii 
2 


așa-zise clementare, i.e. demonstrații care nu utilizează f. Č, ale teoremei 
numerelor prime: Erdös (1949), Selberg (1949), Wirsing (1962), Bombieri 
(1962). (M.J) 3 
functie, triplet A, B, f, unde A şi B sînt mulțimi iar f este o regulă care 
asociază fiecărui element din A un element unic în B. Se folosește de obicei 
notația f: A — B; o notație mai veche: y = f(x). F. înjectivă (sau injecție), 
f. cu proprietatea: dacă x,yeA, xy, atunci f(x) + f(y). F. surzectivă 
(sau surjecție), f£. f: A —B cu proprietatea: f(4) = B. F. bijectivă (sau bijectie), 
f. injectivă. şi surjectivă. ($.M.) 
funcţie a lui Hamel, orice soluție discontinuă a ecuației funcționale a lui 
Cauchy f(x + y) = f(x)+f(y), unde f: R — R. F.H. sînt nemăsurabile Lebesgue 
şi lipsite de proprietatea lui Baire. Existența f.H. este stabilită cu ajutorul 
axiomei alegerii. (S.M.) 
funcție absolut continuă, funcție f:[a,b]—-R cu proprietatea 
că pentru orice s>0 există &> 0 astfel încît pentru orice 
n 
San <br Sb cu AZ — a) <Ñ să avem 
i= 


a <a <b, Sa < b S 


X [Fib — flad | <e. Se obține o definiție echivalentă dacă folosim 


n 
inegalitatea mai slabă X fiè) — fia) | < e. Se arată că funcțiile lipschit- 
i=1 
ziene sint fac. Se spune că o funcție f:[a, b] — R are proprietatea (N) 
dacă pentru orice mulțime neglijabilă Lebesgue M c [a,b] mulțimea f(M) 
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este neglijabilă Lebesgue. Sc arată că f : Ta, b]— N este t.a.c. dacă şi numai dacă 

f este continuă, cu variație mărginită şi are proprietatea (N), Se mai arată că 
b 

o funcție crescătoare ṣi continui este f.a.c. dacă şi numai dacă} f(x)dx = 


4 
= f(b} — ta). Dacă f : [a,b] — R este fac. ea este derivabilă a.p.t. (v. deri- 
varea fune fiilor menotene) şi avem, pentru orice y din fa, d], reprezentarea 
x 
Fix) = fia) J “(Pl (teorema de reprezentare a fac.) (I.C,) 


K3 

functie absclat continuă generalizată în seas larg Funcţia f:EcR >R 
este f.a.c.g.s.]. pe E dacă E este o reuniune cel mult numărabilă de mulțimi 
astfel încit pe fiecare mulțime în parte f este absolut continuă în sens larg. 
Orice funcție f: S — R diferențiabilă este f.2.¢.g.s.4. Functia F: S — R este 
integrala Denjoy-Hincin a lui f : $ — R dacă F este f.a.c.g.s.]. pe S iar derivata 
aproximativă, a Iui F este egală a.p.t. pe S cu f. Aici SaR este un interval. 
(5.M.) 

funcție absolut continuă generalizată în sens restrins Funcţia f: [a, b] >R 
este f.a.c.p.s.r, pe Eche, bj dacă E se poate scrie ca o reuniune cel mult 
numărabilă de mulțimi astfel încît pe fiecare mulțime în parte f este absolut 
continuă în sens restrins. Dacă E = [a, 3], f este f.a.c.g.s.r. pe E exact atunci 
cînd este absolut continuă generalizată în sens larg pe E. Funcţia Fi[a, JR 
este integrala Denjoy-Perron a lui f: La, bi h dacă F este fa.c.g sur. pe [a,b] 
şi F’ = f apt. pe [a,b]. ($S.M.) 

fúnené absolut continuă în sens larg Funcția f: EcR — R este f.a.c.s.l. 
pe E dacă fiecărui e > 0 ii corespunde y> 0 astfel încît pentru orice 
şir de intervale fan, bal! Tai puncte interioare comune avind extremitățile 


“e 


în E şi satisfăcind condiţia PR (banan) < y avem: y |En) — flan)! < e. 
#=1 

Functia F:I =R cR, interval) este integrala Lebesgue a lui f: >R 

dacă F este f.a.c.s.l. pe Z şi F’ =fapit. pe Z Condiţie echivalentă: aceeaşi 

ca mai sus, dar înlocuind seriile convergente prin sume finite, (S.M.) 
funcție absolut continuă în sens restrins Funcţia f:(a,b]—-R este 

f.a.c.s.r. pe Ecla,b] dacă pentru orice număr e > 0 există n >0 astfel încît 

oricare ar fi sistemut finit de intervale {[x;p yj} |sisn, fără puncte inte- 

n 
rioare comune, avind extremitățile in E şi satisfăcind condiția y (yi xi) <n 


i=ł 


aven So: [xp ya) ce. Dacă E 
i=l 

numai dacă f este absolut continuă în sens larg pe fa, bj. {S.M.) 

funcție afină v, măsuri afine şi măsuri cilindrice 

funcţie algebrică v. funcţie analitică globală 

funcția analitică v. funcţie olomortă (de o variabilă complexă), funcție 
olomorfă (de mai multe variabile complexe), serie Taylor. 

funcție analitică globală Fie S o suprafață riemanniană fixată, Prin 
element analilic (sau element “de funcție analitică) pe S se înţelege o funcție 
olomoriă ọ : Dg =» U definită pe o mulțime deschisă nevidă conexă Doc. 
O f.a.g. pe S este o mulțime nevidă f de elemente analitice pe S cu proprietă- 
jile următoare: 1) Dacă p, pe f, atunci | se poate obține din e prin prelungire 
analitică; 2) Dacă qef şi dacă «4 este un clement analitic care se poate 
obține din ọ prin prelungire analitică, atunci je f. Orice f.a.g. f este univoc 
definită de oricare din elementele sale q; dacă q e f se spune că f este f.a.g. 


=: [a, b], atunci f este f.a.c.s.r. dacă şi 


A 
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generată de elementul ọ. O f.a.g. f se numește uniformă dacă admite un cel mał 
mare element, i.e. dacă există un clement €f astfel încît Dọ < Dag şi 
P=Po | De pentru orice clement ș e f; în acest caz identificăm f.a.g. f cu eo. 
O reprezentare a f.a.g, f este o familie {Pz}; e y de elemente de funcție analitică 
cu proprietățile următoare: 1} Pentru orice ie T, q;e f; 2) Pentru orice ele- 
ment pef și orice punct a € Dy există f€ I astfel incit a € Dei și astfel încit 
germenii definiți de funcţiile ọ şi Pio în punctul a să fie egali. De exemplu, e 
funcţie uniformă admite o reprezentare formată dintr-un singur element, 
O reprezentare {Pi}; ez & lui f se numeşte (cel mult) numărabilă dacă mulțimea 
I este (cel mult) numărabilă, 

Teorema Poincare-Volterra-Rado. Orice f.a.g. f pe S admite o reprezentare 
cel mult numărabilă, 

În general, este dificil să controlăm o f.a.g. în totalitatea ei si trebuie 
să ne mulțumim să cunoaștem anumite părți ale acestei funcţii. Dacă 4 
este o mulțime deschisă nevidă și conexă în S, atunci Q este o suprafață 
riemanniană (cu structura indusă) și putem considera f.a.g. pe O. Dacă f 
este o f.a.g. pe S, se numește ramură a lui f orice submulțime F a lui f cn pro- 
prictatea, că există o mulțime deschisă nevidă şi conexă Q alui S astfel încit F 
să fie o f.a.g. pe Q. Ca mai sus, dacă ramura F a lui f are un cel mai mare ele- 
ment ọ, spunem că F este o ramură uniformă a lui f și o identiticăm cu elementul 
analitic q. in acord cu această identificare, se foloseşte de asemenea termenul 
de ramură uniformă, a lui f pentru a desemna un element analitic ọ € f. Ex.: 
1 Funcţia logaritm. Dacă S = C*, mulțimea, 


log: =îp|PoeC*, eP =z pentru ze De) 


este o f.a.g. numită funcția logaritm. O reprezentare a funcției logaritm este 
furnizată de famifia {py}, eg Pi: Dy, — C, definită prin condiţiile următoare: 
1) Do: = (zeC| Re 2>0), ppelog și q(1)=0; 2) Pentru orice vez, 
a T 
l— 

Dyp: =€ 2Dy și pui este o prelungire analitică directă a lui py. 2° Funcție 
algebrică. O fag. f pe S = C se numește funcție algebrică dacă există un 
polinom analitic P:CxC—C, neidentic zero, astfel încît 7(p(3),2)=0 
pentru orice pef și orice ze Cf De. 
Teovemă. Pentru orice polinom analitic ireductibil P în două variabile 
complexe, mulțimea (de elemente analitice pe C) f: = 19| ?'(p(2), z) =0 cind 
zeC nDo} este o f.a.g., deci o funcție algebrică, 
Obs. În absența oricărei altei precizări, suprafaţa riemanniană § se consi- 
deră a îi sfera lui Riemann S2=€. (M.].) 

funcție aproape periodică Funcţia continuă f:R—R este aproape 
periodică dacă pentru orice e > 0 există un număr pozitiv a(e) astfel încit 
orice interval compact de lungime a(g} conține un număr (e) = cu pro- 
prietatea. | f(x +- 1) — f(x) | <s pentru orice xe R. Numărul (e) este o aproape- 
perioadă relativă la e sau o e-aproape perioadă. Orice funcție continuă și pe- 
riodică, este aproape periodică, Orice funcție aproape periodică este mărginită 
și uniform continuă pe R. Convergența uniformă pe R păstrează aproape- 
periodicitatea (S.M.) 

funcție aproape total măsurabilă v. funcție total măsurabilă 

funcţie armonică, orice soluție a ecuației Au = 0. Operatorul Iui Laplace 

22 2 


z4 cae E 


fiind analitic hipoeliptic, f.a. rezultă că sint real 
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analitice și se bucură de unele proprietăți remarcabile. Fie Q o mulțime deschisă 
mărginită din RP, 50 frontiera sa. Atunci: 1) Principiul maximului si mini- 
mului. Dacă u este armonică în Q și continuă pe Q, sup ugsup u, infuintu, 
Q 29 Q ôn 
egalitatea într-unul din aceste cazuri implicînd faptul că u este constantă 
în Q. 2) Proprietatea de medie. Valoarea unci f.a, într-un punct xe Q este 
egală cu media sa pe orice sferă centrată în x și cuprinsă în Q. 3) Teorema 1 
a lui Harnack. Dacă şirul {un} de f.a. în Q și continue pe Ü este uniform con- 
vergent pe 30, el rezultă uniform convergent în Q şi limita sa este armonică 
în Q. 4) Teorema 2 a lui Harnack. Dacă şirul {un} de f.a. şi nenegative în Q 
converge într-un punct pe Q, atunci șirul converge în intreg Q către o f.a., 
convergența fiind uniformă pe compactele din Q. 5) Teorema singularității 
removabile, Dacă u este definită și armonică în oN 4o e fiind o vecinătate a 
punctului «g, atunci ca poate fi prelungită în x, astfel ca funcția prelungită 
să fie armonică în întreaga vecinătate œw. 6) Teorema lui Liouville. Dacă w 
este armonică în R” și este superior (sau inferior mărginită) rezultă că este 


constantă. 7) Dacă m este armonică în Q și continuă în Q, atunci ( 2 dy=0, 
ĉn 
du . i Aa ză 
unde — este derivata normală, F.a. și generalizările lor (funcțiile subarmo- 
dn 
nice, superarmonice, plurisubarmonice) intervin în numeroase domenii ale 
matematicii (analiză complexă, teoria potențialului etc.). (G.G.) 
funcţie boreliană v. funcţie măsurabilă 
funcţie C-diferenţiabilă v. funcție oiomorfă (de o variabilă complexă), 
funcţie complexă derivabilă 
funcție complexă, orice aplicație avînd drept codomeniu mulţimea C 
a numerelor complexe, î.e. orice aplicaţie de forma f: S >C, unde 5 ceste o 
mulțime oarecare. (M.7.) 
funcţie complexă derivabilă Fie 4 o mulțime deschisă din planul complex C, 
fi: A —C și ze A. Funcţia f se numește derivabilă sau C-diferențiabilă în zg 


dacă există lim La 2 fa ec. Dacă, există, această limită se notează 
z—20 2 — žo 

f(z) și se numește derivata lui f în punctul z}. Dacă f este derivabilă în orice 

punct din A, se spune că f este derivabilă pe A. Vuncţia giA >R se 

numeşte diferențiabilă în zo dacă există g, Be R astfel încît 


lim g(2) — gla) — a(x — xa) — BY — Yo 
z—žo |2 — zoj 


= 0, 


unde z= x + iy, Zo = xot iyo x, Y, Xo Yoe R. Dacă g este diferențiabilă 


i f 2 . Ji . : 
în Za, atunci g = 28. (29) şi B = 2: (20). Pentru f: A—C fie f{z)=u{z)+ir{z), 
üx ôy 

unde u,v:A—R sint respectiv, partea reală și partea imaginară a 
ini f, notate uneori u = Re f, v = Im f. Funcţia f se numește R-diferentiabilä 
fn za dacă u şi v sînt diferențiabile în zp Funcția f: A —C este derivabilă 
în zo dacă și numai dacă este R-diferențiabilä în zy și 

â 


Pi 


u 97 u v ; . 

(a = (zo) 4 (20) = — AG, (20) (ecuațiile Cauchy-Riemann). 
x 8y ĉy ax 
Dacă D este un domeniu iar f: D — C este derivabilă, atunci afirmaţiile urmă- 
toare sint echivalente: i) f este constantă; ii) f'=0; iii) Ref este con- 
stantă; iv) Im f este constantă; v) |f] este constantă. Dacă D este dome- 
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niu, atunci f este derivabilă pe D dacă și numai dacă este olomortă pe D 
(v. și funcţie olomerfă (de o variabilă complexă)). (GH.Gr.) 

funcție constructivă, regulă explicită, finită, mecanică de asociere a unui 
element f(a) din B fiecărui clement a din 4. Regula este exprimată printr-un 
algoritm. (S-M.) 

funcție continuă Fie (X, T) şi (3,6) două spaţii topologice, f: X—Y și 
xE X. Se spune că funcția f este continuă în punctul xp dacă pentru orice 
vecinătate V a lui f(x0) există, U o vecinătate a lui xọ astiel încît f(U)eV. 
Dacă este necesară precizarea, topologiei lui X, se spune că feste r-continuă în 
xp. Fie Pito o bază de vecinătăți a lui f(x). Afirmațiile următoare sint echi- 


valente: i) f este continuă în punctul x; ii) Pentru orice vecinătate V a 
lui f(x0), f-*(V) este o vecinătate a lui xg; iii) Pentru orice V € Bara FIV) 


este o vecinătate a hui xg; iv) Oricare ar fi șirul generalizat (x5)gca convergent 
către xp şirul (f(%5)y3 ea converge către f(xo); v) Baza de filtru (/(V) |V e Piy 
converge către (xo) (Y, este mulțimea vecinătăților punctului xo). Multimea 


punctelor în care f este continuă se numește muljimea punctelor de continuitate 
a funcției f. Funcţia f se numește continuă pe X dacă este continuă în orice 
punct al lui X. Se spune, pe scurt, că f este continuă sau, precizînd topologia, 
că f este t-continud. ST W o bază pentru topologia lui Yy. Afirmațiile urmă- 
toare sînt echivalente: i) f este continuă; ii) Pentru orice mulțime deschisă 
De, -1(D) este deschisă în X; iii) Pentru orice mulțime De B, MDY} 
este deschisă î în X; iv) Pentru orice mulțime închisă să Fey, JF ) este închisă 


în X; v) fi A)ef(4) pentru orice AcX; vi) Fi) cf-1(B) a orice 
Bey. Fie AcX. Se spune că f este continuă pe mulțimea A dacă re- 
stricția lui f la A este continuă pe mulţimea 4 înzestrată cu topologia indusă. 
Dacă funcția f este continuă pe X atune i f este continuă pe orice submulțime 
a lui X. Funcția f poate fi continuă pe o mulțime A (#0) fără a fi continuă 
în vreun punct al lui X (v. Ex. 2°). Imaginea printr-o f.c. a unei mulţimi 
cvasicompacte este o mulțime cvasicompactă. Dacă, spațiile în carc acționează 
funcția sînt separate această afirmație devine: imaginea printr-o f.c. a unei 
mulțimi compacte este o mulțime compactă. Imaginea printr-o f.c. a unei 
mulțimi conexe este o mulțime conexă. Compunerea a două f.c. este o f.e 
O funcție continuă, pijectivă, și pentru care f-1 este continuă se numește 
homeomorți sm (sau omeomorfism). Dacă funcția f are proprietatea că pentru 
orice șir (xn) EN convergent către xg şirul {f(xa) În eN converge către f(x), 
se spune că f este secvențial continuă în punctul xo Dacă f este secvențial 
continuă în orice punct, se spune că f este secvențial continuă (pe X). Pentru 
precizarea topologiei se spune secvențial z-continuă. Dacă funcția f este con- 
tinuă în punctul xp atunci ea este secvențial continuă în acel punct. Dacă 
în xo este satisfăcută prima axiomă de numärabilitate iar funcţia f este 
secvențial continuă în punctul vo, atunci f este continuă in žo. Ex.: 1° Fic pe 
mulţimea X topologiile Ti $ip Aplicația identică (2) = v, î: (X, ti} — (X, Ta? 
este continuă dacă şi numai dacă t, <T]. 2° Funcția cazacteristică a mulțimii 
numerelor raţionale este continuă pe mulțimea numerelor raționale și este 
discontinuă în orice punct. 3 Fie X o mulțime infinită şi s topologia pe X 
în care mulțimile deschise sint mulțimea vidă şi multimii a căror comple- 
mentară este cel mult numărabilă. Fie o topologia discretă pe X. Atunci apli- 
caţia, identică i{x) = x, i: (X, to) — (X, o) este secvențial continuă dar nu 
este continuă. (GA.Gr.) 

funcţie crescătoare v. funcție monotonă 

functie cu proprietatea lui Darboux, funcție f: —R (I intervale) 
pentru care fiind date x, y €T și o valoare a cuprinsă între f(x) și f(y), există 
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nn punct z între x și y astfel incit f(z) = a. Orice funcție f: I = R este suma 
a două f.p.D. şi limita unui şir convergent de f.p.D. (W. Sierpiński). 
f.p.D. nu admite discontinuități de prima speță. Există f.p.D. discontinue în 
fiecare punct, dar orice funcție f: 7 - R continuă are proprietatea lui Dar- 
boux. (S.M.) 
funcție cu variație mărginită generalizată în sens larg, funcție f: EcR->R, 
unde Æ este o reuniune cel mult numărabilă de mulțimi astfel încit pe fiecare 
mulțime în parte f este cu variaţie mărginită în sens larg. Orice funcție dife- 
rențiabilă fi I = AR este f.v.m.g.s.l. pe Z, unde Z este interval. Dacă f este 
măsurabilă Lebesgue și este f.v.m.g.s.l. pe E, atunci f este aproximativ deri- 
vabilă a.p.t. pe K. (S.M.) 
funcție cu variație mărginită în sens larg (pe E), funcție fEcR ->R 
[ZA] 
astiel ca sup 2 | f(bu) — Jlan) |} <0% pentru toate șirurile {[aæn, balne 
2 
intervale fără, puncte interioare comune, cu extremitățile în E. Condiţie echi- 
valentă: Există un număr rcal M astfel incit pentru orice sistem finit de in- 
tervale [e bi], Isis, cu extremităţile în E şi fără puncte interioare 
comune avem $} f(ba) — fila | M. (S.M) 
funcţie cu variaţie mărginită în sens restrins Fie fi[a,b} >R și fie 
[ie] 
E <[a, b]. Funcţia f este f.v.m.s.r. pe E dacă sup y w(f;[an, ba] p< co pentru 
n=l 
rile {[an, balin cN de intervale fără puncte interioare comune, cu 
extremitățile în E. (Prin o(f; Lan, 0n]) s-a notat oscilația funcției f pe (an, bal) 
pae E = [a,b], atunci f este f.v.m.s.r. dacă și numai dacă f este cu variație 
mărginită în sens larg pe E. Proprictatea f.v.m.s.r. angajează nu numai com- 
portamentul lui f pe E, ci și comportamentul lui f pe [a, BINE. Se poate lucra 
și cu sume finite, ca în definiția funcţiei cu variatie mărginită. în sens larg. 
(5.M.) 
funcţie cu variație mărginită pe un interval din R, funcție f: [a,b] > R 
astfel incit mulțimea variațiilor lui f relative la diferite diviziuni ale lui (a, b] 
a 
să fie majorată. Punem val) = y Jixin) — firi) |, unde A= (a= 0 n4. 
= 
„ai L Xij Co Lip =b) Proprietatea revine la existența unui M 
real astfel încît v4(f) < M pentru orice A. Conform unei teoreme a lui Jordan, 
arice funcție cu variaţie mărginită pe [a,b] este diferența a două funcții mono- 
tone pe [a,b]. O teoremă a lui Lebesgue, după care orice funcţie reală mo- 
notonă pe fa, b] este derivabilă a.p.t. pe [a, b], conduce la derivabilitatea a.p.t. 
a funcțiilor cu variație mărginită, (S.M.) 
funcţie cvasiintegrabilă în raport cu o măsură Radon v. integrala supe- 
rioară şi integrala interioară (în raport cu o măsură Radon) 
funcție de definiţie (pentru o mulțime deschisă cu frontiera de clasă 07) 
psevdoconvexitate 
functie de exhaustiune v. pseudoconvexitate, problema lui Levi 
funcție de latice v. funcție e modalară 


de 


toate şir 


a aia U amr 


funrție de” mulțime, funcţie n m: S X, unde d esteo Clasă de Părți ale 
unei mulțimi 7 și X este o mulțime oarecare, Vom presupune că X are struc- 
tură, de semigrup comutativ cu clement unitate: operația internă se va nota, 


cu +, iar elementul unitate cu 0. De exemplu, putem “ua x SR, (cu 
convenția, a+ oo=00+a == 00), în care caz m se numește f.m. pozitivă. Putem 
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lua X = RN(—o0) (cu convenția, co + a = a + 00 = 00) sau X = RN (00) 
(cu convenția — œ -+ a = @ -+ (—00) = — o0). In aceste cazuri obținem o 
f.m. cu semn. Dacă XER spunem că m este o f.m. finită. O f.m. m: di — X 
se numește: 

a) F.m. aditivă dacă m(A U B) = m{(4A) + m(B) pentru orice două mul- 
țimi A şi B din si care au proprietățile A NB = Ø şi AU Best 


b) F.m. finit aditivă dacă "(U á 97 y m(A4) pentru orice familie finită 
ter ter 
(A ie r de mulțimi A; din sd care sînt mutual disjuncte (ie. AN4; = Ø, 
pentru orice i și f în J, i47) și care an reuniunea în gf. Aici să presupune 
că familia de mulțimi este nevidă (i.e. 140). Dacă I =11,2,...,n) atunci 
n n 
scriem de multe ori | _} 4; în toc de |] 4; și y m(A) în loc de Yma P 


j= iel i=l se? 


n n 
şi egalitatea din definiție devine m (04) = X m{(Ai). 
i=1 i=] 

c) F.m. crescătoare dacă XcR și avem implicația: 4, B în si și 
4 e Bom(A)sm(B). 

d) F.m. subaditivă dacă XcR, şi avem m(A4U B)sm(A4)+m(2B) pentru 
orice A, B în ct eu AuBed. 

d’) F.m. supraaditivă dacă AchR și avem m{A U B)am{(4) + m(B) 
pentru orice A, B în 4 cu ANB =Ø și AUBE dA. 

e) F.m. finit subaditivä dacă XcR și avem m (4 ai n Y mas 

tel iel 
pentru orice familie finită nevidă {#4}; e p de mulțimi A4 din st cu U Are a 
iel 


n 
Dacă Z ={1,2,.., n}, inegalitatea precedentă se mai scrie m | Ua ) 


i=1 


n 
< X, mlda) 
i=1 
e) F.m. finit supraaditivă dacă XcR și avem m (9 42 X m(Ap 
iel iel 
pentru orice familie finită nevidă (A+); ey de mulțimi 4; din st, mutual dis- 


juncte, cu U AE dd. Dacă I = 11,2,..., n), inegalitatea, precedentă se mai 
iel 


n n 
scrie m (U 1) y m(43). 
i=1 i=l 
î) F.m. substractivă dacă pentru orice mulțime A, B din si cu BcA și 
AN BEd avem m(ANB) = m(4) — m(B), în cazul cînd scăderea m(A) — 
— m(B) arc sens, i.e. există un element unic ye X astfel încât x +m{B) = 
= m(A4); în acest caz se ia, prin definiție, m(A) — m(B) = x. 
Celelalte tipuri de f.m. se vor defini împunind condiţii suplimentare asupra 
(s) 
lui X. Anume, este necesar să putem defini serii de forma g xn, unde (pi 
n=i 
este un şir de elemente din X. De exemplu: i) Cazul X =R}; atunci atribuim 
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Q 
seriei Ş, xp Suna -|- oo dacă există un 4p= co, sau dacă toți xp sint finiți și seria, 
= 
[es 
este divergentă. Atribuim seriei £ xn suma sa obişnuită dacă toți yy sint 
n=i 


finiți şi seria este convergentă; ii) Cazul X = RN{- co) sau X = INN (oo? 
* 


Fie, de exemplu, X =- RN(— co). Atunci atribuim seriei y Xp Suma +œ 
n=l 
dacă există un xa == 00. Dacă toţi termenii xp sînt finiti, atunci sau seria este 
divergentă cu limita șirului sumelor parțiale egală cu œo, în care caz i se atri- 
buie suma + œ, sau seria este convergentă şi suma sa este suma obișnuită) 
iii) Cazul cînd X este un grup topologic față de operația + (in particular X 
00 


poate fi spațiu normat). Atunci atribuim seriei ` Xp Suma sa obișnuită dacă 
s=] 
seria este convergentă. 
g) F.m. numărabil aditivă (sau f.m. o-aditivă, sau f.m. complet aditivă) 


[si kel 
dacă m | U 4a] = 5 m({(An) pentru orice şir (Ann de mulțimi mutual dis- 
vel n=1 
0 
juncte format cu mulțimi Ayn € A și astfel încit U A pe si. Se remarcă o pro- 
n=1 
prietate de comutativitate: dacă p: N— N este o bijecţie, atunci, în condițiile 
(oa [a 
de mai sus, trebuie să avem X m(A pin) = y m(Aa). 
n=l n=l 
h) Fm, număvabil subaditivă (resp. supraaditivă) dacă X = R, și 


œ œ © w 
„(Ù an) ` m(dn) f resp. mf U 4213 X man) 
n=l n=] n=i n=l 
pentru orice șir de mulțimi (Apa format cu mulțimi Ane A și astfel încît 
[e să 
U Ainest. Altă denumire: f.m. o-subaditivă (resp. o-supraaditivă). 
n=1 
ee] 
îi F.m. continuă superior (resp. inferior) dacă m ( U Ant= lim m(An) 
n=1 i 

pentru orice şir crescător de mulțimi {A na format cu mulțimi Ag € A şi astfel 


Z p 
incit |] Ane si (resp m | DE- - = tim m(Aa) pentru orice șir descrescător 
1 H: 


n X 1=l 


a EI m sl 
Dacă X este una din mulțimile Rp RN — 00), RN(co) sau X este un spaţiu 
naormat, vom spune că f.m. m: si — X este o f.m. mărginită dacă, mulțimea, 
im(A4) | 4e s} este mărginită. Vom spune că m este f.m. local mărginită 
dacă De A și pentru orice A e si mulțimea {m(B)| Be di, BcA} este măr- 


sinit, O fum, m: dd — Ry se numește f.m. c-finilä dacă pentru orice A eg 


w 
de mulțimi (Apa format cu mulțimi Age d şi astfel încît ()} Ane a): 
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w 

există un şir {4n}a de mulțimi din sf cu |] AndA şi m(An) <0 pentru 
n=l 

orice n; m se numește f.m. total o-finită dacă există un şir (A nn de mulţimi 


90 
din si cu |] Aa =T șim(An) <œ pentru orice n. Pentru orice f.m. m: A>X 
n=l 

şi orice A e si putem considera clasa de părți sl4 ={Be d | BZA}. Atunci, 
dacă gf 4 este nevidă, f.m. m4: d4—X, definită prin m 4(B} == m(B) se numeste 
restricjia lui m la A sau relativizarea lui m la A. Dacă si şi %® sint clase de 
părți ale lui T și avem se, vom spune că of.m. n: Y > X extinde pe 
m: AX sau că n este o extensie a lui m dacă m{(A)=n{(4) pentru orice A€ s. 
Cel mai important exemplu de f.m. este măsura (v. măsuri pozitive și măsuri 
cu Semn, măsură vectorială. (J.C.) 

funcție de pătrat integrabil (în raport cu o măsură) v. spaţii L? 

funcţie de pătrat integrabil (in raport cu o măsură Radon) v. spaţii L”, 
spații 2?(u) şi LP{u) (în raport cu o măsură Radon) i 

funcţie de prima clasă Baire (pe X), funcție f: X = Y, unde X si Y sint 
spaţii topologice astfel încît să existe un șir UnbneN de funcții continue care 
tinde către f pe X. În cazul X =R”, Y =R, René Baire a demonstrat că punctele 
de discontinuitate ale unei f.p.c.B. formează o mulțime slabă (== de prima 
categorie). Funcțiile cu variație mărginită şi derivatele finite sînt f.p.e.B. (5...) 

funcție de putere p-integrabilă (în raport cu o măsură) v. spatii Le 

funcție de putere p-integrabilă (în raport cu o măsură Radon) v. spații 
£L”(u) şi LP{u) (în raport cu o măsură Radon) 

funcție de tip pozitiv Fie 4 o algebră Banach complexă cu involuție x 1 2%. 
O aplicaţie liniară T: 4 — C se numește funcțională de tip pozitiv pe A dacă 
are proprietatea că T(xx*)>0 pentru orice y în 4. Vom considera un grup 
topologic local compact separat și comutativ G cu unitate e și măsura Haar u. 
Acesta ne furnizează algebra grupală A = Li{u) (v. algebră grupală) înzestrată 
cu involuția fi f* definită de F* =, unde ge LH), g(x) = f(t) pentru 
orice x în G (aici 3 este conjugatul numărului complex 2). Măsurile Radon pe 
G care, ca funcționale liniare pe Z1(u) (prin prelungire) sînt funcționale de tip 
pozitiv, se numesc mäsuri de tip pozitiv (pe G). De exemplu, măsura Hoar p 
este de tip pozitiv. O funcția f: G = C se numește f.t.p. (pe G) dacă este local 
u-integrabilă şi măsura m — fp este de tip pozitiv. Este clar că dacă f’ -= fu-a. 
p-t., rezultă, că și f’ este de tip pozitiv, de aceea vom vorbi și de clase de cchi- 


valentă de tip pozitiv. Orice caracter v din grupul caracterelor Cal Ini G este 
o ftp. pe G. Dacă felLi(u), atunci f*eLi(u) și sc arată că F + F* este 
o clasă de echivalență de tip pozitiv. 

Teorema lui Bochner. Există o aplicaţie bijectivă V: MUĜ) — BCG), unde 
O(G) este mulţimea tuturor măsurilor Radon pozitive și mărginite pe Ĝ, iar 
“BE,(G) este mulțimea tuturor funcțiilor continue şi mărginite de tip pozitiv 


A 


peG. Anume, pentru orice m din WHC) avem V(m)=/f, uncef(a)= ulr) am(u). 


Ex.: Luäm G = R” cu structura de grup aditiv şi măsura Lebesgue drept 
măsură Haar. Folosind teorema lui Bochner, obținem funcțiile continue și 
mărginite de tip pozitiv f după cum urmează, Se consideră o măsură Radon 
pozitivă pe pe R” şi această măsură generează funcția f: R? — C, f(x) = 


a el “%%> am(y). (I.C) 
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funcţie derivabilă Funcţia f: AcR >R este derivabilă într-un punct æ 
gin A de acumulare pentru A dacă există și este finită limita în a a funcției 


fa) — fia) 
x —a 

pretare fizică: viteza instantanee a unui mobil, densitatea punctuală a unei 
distribuții de masă; interpretare geomctrică: panta tangentei la curbă. Înlo- 
cuind mai sus limita prin limita ia stînga, respectiv limita la dreapta, obținem. 
derivabilitatea, la stînga şi derivabilitatea la dreapta. (S.M.) 

functie derivată Fie 7 un interval din R. Funcţia f: J — R este o deri- 
vată finită dacă există o funcție F: Z -+ R, derivabilă, astfel încît F’ = f 
pe I. Funcţia f: I—>R este o derivată dacă există F: I-AR care admite în 
fiecare punct din Z derivată finită sau infinită ṣi F'=f pe I. F.d. linito au pro- 
prietatea lni Darboux, sînt de prima clasă Baire și au proprietatea lui Denjoy: 
Orice mulțime de forma (x; xe 1, a < f(x) < B} este sau vidă sau de măsura 
Lebesgue strict pozitivă. (S.M.) 

funcţie descrescătoare v. funcție monotoră 

funcție diferențiabilă v. diferenţiala, diferenţiala funcțiilor numerice 

funcție dublu periodică v, funcție eliptică 

funcţie cliptică, o funcţie meromoriă f pe C cu proprietatea că există o 
latice I în € astfel încât f(z + y) = (2) pentru ze C șivyel, ie. f factori- 
zează la o aplicație olomorfă f: CJ — Ù; mai precis, în această situație, se 
spune că f este eliptică relativ la T sau D-eliphică. Sin.: functie dublu periodică, 
Astfel, o f.e. este în esenţă acelaşi lucru cu o funcție meromorfă pe un tor com- 
plex de dimensiune 1, i.e. pe o curbă eliptică. Fie F o latice fixată în C. O bază 
a lui F este o pereche (yı, Yo) de elemente din I cu proprietatea că I = Zy, O 
@ Zyg ie. pentru orice yeI, există numere întregi m, și m, univoc determi- 
vate de y, astfel încât y == myy + May, Existența unci haze a lui T este un 
fapt gencral (v. latice de perioade). Fie (y, Yẹ) o bază fixată a lui IP, nu în 
mod necesar canonică. Cousiderăm paralelogramul P == (ze C |z = iyi -d taf 
cu Oil, Ostia 1) Ut). Dacă f este o funcție I-eliptică se mai spune 
că P este un paralelogram pericadă al lui f. Tată citeva proprietăți ge- 
nerale ale funcțiilor P-eliptice: 1) Orice funcție T-eliptică fără poluri este © 
constantă; 2) Suma reziduurilor polurilor lui f conținute în P este zero; 3) Fie 
j o funcție F-eliptică neconstantă, aj, ..., dn zorourile lui f conținute in P 
Şi bi, bm polurile lui f conținute în P. Presupunem că fiecare zero și fiecare 
pol apare în această scriere de atitea ori cit este ordinul său de multiphicitate, 


„ Orice f.d. este continuă, dar reciproca nu este adevărată. Inter- 


n n 
Atunci m = şi y ai — Si bic I. Numărul întreg n astfel definit se numeşte 
i=l i=l 


ordinul funcţiei T-eliptice neconstante f. Din 1) şi 2) reultă imediat că n2 
și că o funcţie de ordin 2 arc fie un pol dublu cu reziduu zero, fie două poluri 
simple cu reziduuri opuse. Datorăm lui K. Weicrsirass o tecrie eleganută, cla- 
sică, a funcţiilor V-eliptice avînd ca funcție fundamentală o funcție T'-eliptică 
de ordin 2 cu pol dublu. Această, funcție fundamentală este funcția p a lui 
Weierstrass și se definește prin dezvoltarea euleriană: 


ir ae a) 
a yerle- T 


2 ver 
unde simbolul $’ are semnificaţia că sumarea se face după toți indicii ye T 
astfel incit y#0. Este ușor de văzut că, pentru orice compact KcU, dacă în 
seria din dreapta omitem termenii care corespund polilor ye K, atunei seria 
rămasă este uniform convergentă pe A. Astfel funcţia p este definită și este o 
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funcție meromorță pe C. În plus, se vede uşor că p este o funcție T-eliptică 
de ordin n = 2 cu pol dublu. O proprictate remarcabilă a funcției p este că ca 
verifică ecuația diferențială i 


d 2 
E 2) = 4ple) — gpl?) — ga 
dz 


unde g, = 60G, și g, = 1400,, iar G = y = „ k=2,3. Dacă punem 
T o 
w = p(2), ecuația diferențială a lui p se sorie 
dz = dw T 


Aceasta înscamnă că funcţia, p este inversa integralei eliptice de prima speţă 
cu myarianții g, și g} Funcţia p joacă în teoria f.e. un rol analog celui jucat 


de funcția, aa în teoria, funcțiilor simplu periodice cu perioada 2m., Analogia 
aceasta poate fi continuată prin construcția unor analoage ale funcţiilor ctg z 
şi sin z. Acestea sint funcțiile își a ale lui Weierstrass definite prin 


Gz): = Z + y E ez ki -+ =) + 


Rezultă că € este o funcție meromortă cu poluri simple în punctele pe, iar 
5 o funcție întreagă cu zerouri în punctele lui I. Funcţiile &(z -+ yı) — (2) 
Şi Ci + ya) — Giz) sînt V-eliptice şi fără poluri, deci constante. Aceste con- 
stante se notează 7, și ma; ele satisfac relația lui Legendre: hyfsa of = ri. 
ma [+ na |+ X) 
De asemenea, avem a{z+y;)=—øo(2) e și ofz- Ya)== —o(2) e A 
Rezultă că funcția o este un exemplu de funcţie „theta“. Ò funcţie theta (relativ 
la T) este o funcție intreagă cu proprietatea că, pentru orice yE F, @z+y}) = 
=B(zjeazt?, zeC, cu a, beC depinzînd de y- Orice funcție D-eliptică este egală, 


PE aW o(z — 
pină la un factor constant, cu un produs finit de forma, II ( an) . 


î n G(z — bn) 
De asemenea au loc următoarele două teoreme: 
Teorema de adunare, 


funcţie esențial integrabilă (în raport cu o măsură Radon) v. integrala 
esențială (în raport cu o măsură Radon), măsură Radon vectorială 

funcţie esențial p-integrabilă, integrala esențială (în raport cu o măsură 
TI a Z 
Radon) 

funcție esențial mărginită v. spații L? 
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funcție esențial mărginită (în raport cu o măsură Radon}. wv. spații 
EP(a) și LP(u) (în raport cu o măsură Radon) 

funcție etajată v. funcție măsurabilă 

funcție etajată u-integrabilă v. integrala Lebesgue abstractă 

funcţie integrabilă (în raport cu o măsură) v. integrala Lebesgue abstractă, 
integrala Bochner, integrala Bartle, integrala Dobrakov, integralele Dunford; 
Glefand; Pettis 

funcție integrabilă (în raport cu o măsură Radon) v. spații 2P?(u) și LP(u) 
(în raport cu o măsură Radon) 

funcţie y-integrabilă v. integrala Lebesgue abstractă, spaţii £”(p) și 
L?(u) (în raport cu o măsură Radon) 

funcţie integrabilă Lebesgue v. integrala Lebesgue abstractă 

funcție integrabilă Pettis (în raport cu o măsură) v. integrala Dunford; 
Gelfand; Pettis 

functie invariantă (la o transformare) v. teorie ergodică 

funcție în scară O funcție f: (a, b) — R este o f.s. dacă există o diviziune 
a = ap < ay Coe < Aig Cai Sa. Cap =b a intervalului (a,b) în inter- 
vale parţiale (a-p, ai), astfel încît f((aş-u, ai) = {yi} i= 12, Altfek 
spus, f este constantă în fiecare dintre intervalele (az, ai). (S.M.) 

funcţie întreagă, o funcţie olomorfă pe C, t.e. o funcție f: C—C reprezen- 
tabilă printr-o seric de puteri f(2) = y, anz”, zeC, cu raza de convergență 

n=0 

R = œ. Polinoamele în z sint cele mai simple £.î. Funcţia exponențială și func- 
tiile trigonometrice cos z și sin z sint de asemenea f.î. F.î. pot fi considerate ca 
un fel de „polinoame“ de grad infinit. În acest sens, proprietățile simple ale 
polinoamelor de o variabilă complexă sugerează probleme, în general dificile, 
pentru teoria f.î. Una dintre cele mai importante este problema existenţei 
de f.î. cu zerouri date şi multiplicități ale zerourilor date şi, în legătură cu 
accasta, problema factorizării f.î. în factori simpli, similare factorizării P(z) = 
= ao(2 — zı) = (Z — Zn) a unui polinom de grad n. Să observăm pentru început 
că mulțimea f-1(0) a zerourilor unei f.f. neconstante este închisă și în plus 
discretă, (principiul zerourilor izolate), în particular cel mult numărabilă. În 
cazul cînd această mulțime este finită, problema factorizării Imi f este simplă 
și avem: 


N 
pe = zero TI [i- 2). 
n1 an 
unde m este un număr întreg >0, g o £.î. iar an numere complexe, n = Í, ..., N. 
Pentru cazul general, se consideră f.i Ep, peNu{0}, definite prim 
Ez) = 1—z şi 


„a p 
Eple) = (1— 2} exp (+ F ese F z] pentru pÈ l; 
È 


aceste functii se numesc factori elementari ai lui Weierstrass. Cu aceste pregătiri, 
răspunsul la problemele de mai sus sînt date de următoarele două teoreme ale 
lui Weierstrass. 

Teorema de existență. Fie (an), un şir de numere complexe nenule astfel 


incit lim |an | = œ, şi fie (pa) un şir de numere întregi 20 astfel încît 


1 R Pnt! f 
— ( ) < co pentru orice număr real R > 0. Atunci: 1} Pro- 
"Zina + lan] 


SSE z 2 i 
dusul infinit |] E -— | este normal convergent pe orice mulțime compactă 
nl da 
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KeC care nu conține puncte ay; 2) Funcţia f(2):= |] E pn (5) este întreagă, 
n zl Ga 

F(z)st0 cînd zan, ne N, iar dacă numărul complex a apare în șirul {ap} 

de p ori exact, atunci a este un zero de ordin p al lui f. 

F.î. f Gin teorema precedentă se numeşte produsul canonic al lui Weierstrass 

asociat șirului (anl eN- 


Teorema de factovizare. Orice £.î. f admite o factorizare de forma 


Hd = me? |] E( 2) , 


n=l Ga 


unde m este un număr întreg =0, g o f.f., ap numere complexe nenule ȘI Pa 
numere întregi >0 convenabile. 

Factorizarea lui f nu este unică, ea depinde de alegerea șirului {pa}; se observă, 
că se poate lua, de exemplu, pa = n. Cazul cel mai interesant este acela cînd 
putem lua pentru șirul {pp} un șir constant. În această direcție Hadamard a 
obținut o teoremă de factorizare remarcabilă pe care a utilizat-o în demon- 
strația sa celebră a teoremei numerelor prime (v. funcția (). Teorema lui Ha- 
damard se exprimă printr-o relaţie între doi invariauți asociați unei f.i., și 
anume genul Și ordinul. O f.î. f se spune că este de gen finit dacă există un număr 
întreg 430 astfel încit f să admită o factorizare Wcierstrass de forma 


so = Peel mf Z), 


nl an 


unde m este un număr întreg iar g un polinom de grad <k; cel mai mic dintre 
aceste numere k sc numește genul lui f. Dacă nu existi, numere întregi k cu 
proprietatea indicată mai sus, atunci se spune că f este de gen infinit; în 
acest caz genul k al Ii f se definește prin k: == 00. Ordinul Iui f este elemen- 
tul àe (0, œ] definit prin 


: log M 
A: = lim sup Jog 10g Ar „ nude M(r) = sup Hef, 70. 


r>% log r | z |= 


De pildă, cos z, sin z şi e? sînt f.f. de ordin 1; cos N, z o f.i. de ordin 1/2 şi, 
pentru orice p> 1, e7” 0 f.f. de ordin m, 
Teorema lui Hadamard. Genul h şi ordinul A ale unei f.î. satisfac inegalitatea 


dublă hsish + 1. În particular, orice f.î, de ordin finit admite o facto- 
rizare Weierstrass de forma 


Ja = mes F] Er Fa 
nl An 

cu A = [A], partea întreagă a lui A, m un număr întreg >0 și g un polinom 
de grad <k. (M.J.) 

funcție local integrabilă (Bochrer) v. integrala Bochner 

funcţie local integrabilă (în raport cu o măsură) v. măsuri definite prin 
densități 

funcţie local integrabilă (în raport cu o măsură Radon) v. măsuri Radon 
definite prin densități 

funcție local u-integrabilă v. măsuri definite prin densități, măsuri Radon 
definite prin densități 

funcție local lipschitziană în al doilea argument v. problema lui Cauchy 
pentru sisteme de ecuații diferențiale 
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funcţie local neglijabilă (în raport cu o măsură) v. prelungirea măsurilor 
pozitive definite pe vn clan l 

functie local neglijabilă (în raport cu o măsură Radon) v. prelungirea 
măsurilor Raden 

functie măsurabilă Vom considera două spații măsurabile (T, 7) şi (S, c5). 
O funcție J:T = S care are proprietatea că f-i(A4)e 7 pentru orice Aeg 
se numeşte funcție (T, S)-mäsurabilă sau aplicație (J, Sj-măsurabilă sau 
f.m. în raport cu c-algebrele F și $. Dacă, ai este o clasă de părți ale lui S astfel 
încât c$ coincide cu o-algebra generată de si, atunci f este (7 » <$)-măsuratiiă 
dacă și numai dacă f-i(4)eT pentru orice A din d. De obicei S este un 
spațiu topologie iar S tribul părților boreliene ale lui S. In acest caz se spune 
că f este o funcție T-măsurabilă sau E.m. în vapori cu F. Dacă T și S sînt spații 
topologice iar J și c5 sint respectivele triburi ale mulțimilor boreliene, o func- 
ție (7, 5)-măsurabilă se mai numește funcție boreliană sau E.m, Borel. (Ín parti- 
cular, orice functie continuă este boreliană.) Cazul cel mai întilnit în aplicații 
este acela cind (7, J) este un spatiu măsurabil abstract iar S este unul din 
spaţiile topologice R, C sau R (de exemplu, dacă S = R, funcția f este J-mă- 
surabilă dacă și numai dacă f-1(f00)), f-((— oo!) și fta, co) (sînt mulțimi din 
7 pentru orice număr real a). Vom nota cu I corpul numerelor (n sau C) 
Revenind la cazul general, vom considera o multime nevidă 4e și vom 
spune că o funcție f: T—S este o funcție (7, S}-mäsurabilä pe A dacă restricția, 
lui f la A este functie (F N A, d)-măsurabilă, unde F nA = {B n á |BeF} 
Dacă S este spațiu topologic și œ este tribul părților boreliene avem o 
iunctio Y-măsurabilă pe A iar dacă T,S sînt spaţii topulogice, 7 şi œ$ 
respectivele tribari ale mulțimilor boreliene iar Æ este mulțime borelianä, 
avem o funefie boreliană pe A (sau o f.m. Borel pe A). Dacă c-algobrele F si 
d sint subînpelese, vorbim de o f.m. Unii autori consideră un spațiu măsurabil 
(T, 7) în sensul mai general, anume Ş este un trib de părți ale lui T cu pro- 
prietatea că reuniunea tuturor mulțimilor din F este T și numesc fuacție 
J-măsurabilă orice funcţie f: T — R (sau C) cu proprietatea că JA MO) EF 
pentru orice mulțime boreliană A. În cazul cînd F este o-algebră, noțiunea 
coincide cu cea introdusă anterior. Dacă (T, 7) este un spațiu măsurabil, 
f.g:T >R (sau I) sint funcţii T-măsurabile şi ae T rezultă că funcțiile 
f +g, f—g, af şi jg sint de asemenea funcții Y-măsurahile (er convențiile 
de calcul co — œ = 0, 0- oœ = 0etc.). În cazul cind f: T = este o funcție 
J-măsurabilă, rezultă că partea pozitivă ft şi partea negativă f7, precum Şt 
modulul |f| sînt fm. Aici ft: Tok, f(x) = max (fiz) 0); PTR, 
Fà = — min (fi) 0; I ET>R, Vl) = jiria) | = max (2), fa). 
Fie acum o mulțime nevidă X și un clan Jẹ de părți ale lai F. O funcție 
J: T — X se numește functie Toctajatä cu valori în X sau funcție Jo-simplă cu 
valori în X (san, simplu, funcție etajată cu valori în X, funcţie etajată, funcţie 
simplă cu valori în X, funcție simplă) dacă f ia numai un număr finit de valori 
Xi Xg eo Xn Și mulțimile de nivel A; = fiUz), i= 1,2, n, sint din Te 


n n 
O funcţie etajată se scrie de obicei sub forma f = 5 Dai sau y, xip a; (aici 
i= i=1 
a, este funcția caracteristică a mulțimii 44). Scrierea aceasta este folosită 
uneori și atunci cînd X nu este spațiu vectorial. De obicei, dacă X =T vorbim 
de funcții Jyetajate, sau funcții etajate, precum şi de funcții Fy măsurabile 
sau f.m. Se arată că dacă f: T-R([') este o funcție 7-măsurabilă, există 
un şir (fan de funcţii -etajate astfel încît f este limita punctuală a 
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şirului (fa), î-e. lim fa(£)=—f(2) pentru orice te T. Dacă f este funcție pozitivă, 
pia 


s.e. ia valori în R}, atunci șirul {/n}n poate fi ales crescător şi format cu funcții 
J-etajate pozitive (finite !), iar dacă f este mărginită, putem alege şirul 
{fn}n uniform convergent la f. In general, limita punctuală a unui şir de 
funcții -măsurabile este J-mäsurabilä (schematic: fa — f, fa J-măsurabile => 
=> fT-măsurabilă). Mai gencral, dacă fr, f: T — R, avem schematic: fa >f 
JnT-mäsurabile => lim sup fnJ-măsurabilä şi tim inf faJ-măsurabilă. Aici 


lim SUP fa: T =R se = defineşte prin (im sup fr) © = lim Sup fali) etc. și se 


ai imeată limita superioară a șirului de funcții Ía Similar. se defineste limita 
inferioară a unui şir de funcții. {I.C.) 
funcție măsurabilă Borel v. funcție măsurabilă 
funcție măsurabilă în raport cu o măsură Fie (7, J, u) un spaţiu cu mă- 

sură și f: T — R (sau C) o funcţie. Se spune că feste o funcție u-măsurabilă 
sau f este măsurabilă în vapori cu u dacă f este T-măsurabilă. Dacă u este 
o măsură probabilistică, se spune că f este o variabilă aleatoare. Mai general, 
dacă € este un clan de părți ale iui T și u: @ > R, este o măsură pozitivă 
(deci numărabil aditivă), vom spune că o funcție f: T — R (sau C) este funcţie 
u-măsurabilă dacă f este z(p)-măsurabilă, unde z(p) este c-algebra mulțimilor 
u-măsurabile (v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan). În particular, 
dacă T cR” este o mulțime măsurabilă Lebesgue și f: TR (sau C) este o func- 
ție, se spune că f este o funcție măsurabilă Lebesgue dacă f este u-măsurabilă, 
unde u este măsura Lebesgue pe T. Mai general, să considerăm un spațiu 
cu măsură (7,7, p) şi un spațiu topologic separat. O funcţie f: T —> X se 
numește funcție p-măsurabilă cu valori în X sau funcție u-măsurabilă dacă, 
are proprietăţile: 1) Pentru orice mulțime deschisă (sau închisă) AcX, 
avem f-(4)e F (deci feste Ț-măsurabilă); 2) Pentru orice Be] cu u(B)< oo, 
există o mulțime MeF cu u(M) =0 și o mulțime cel mult numiărabilă, 
HcĂ astfel încît f(BNM)e HA (se spune că f(B) este o mulțime u-esențial 
separabilă sau o mulțime esenţial separabilă). Este clar că o funcţie -ctajată 
{v. funcție măsurabilă) este u-măsurabilă. În cazul particular cînd X este un 
spațiu metrizabii, o funcție f: T — X este u-măsurabilă aen şi numai dacă: 
1) Pentru orice bilă deschisă (sau inchisă) A cX avem f-ii(4)eT; 2) Pentru 
orice Be 7 cu p(B) < co, J(B) este o mulțime u-esenția! separabilă. 
Teorema de măsurabilitaie a lui Fettis. Dacă X este un spațiu vectorial normat 
peste I = R (sau C), o funcţie f: T => X este u-măsurabilă, dacă şi numai 
dacă: 1) Pentru orice funcțională liniară și continuă x’ din X*, funcția 
xof: T =T este o funcție u-măsurabilă (se spune că f este scalar u-măswra- 
bilă); 2) Pentru orice Be 7 cu p(B) < œ, f(B) este o mulţime u-esențial 
separabilă, 
Alte denumiri: în cazul cind X este un spațiu normat, o funcție f: T -> X 
u-măsurabilă se mai numește și funcție tare u-măsuvabilă (sau funcție tave mă- 
surabilă în vapori cu p, sau simplu, funcţie tare măsurabilă). O funcție scalar 
u-măsarabilă mai este denumită uneori și funcţie slab u-măsurabilă, sau funcţie 
slab măsurabilă în raport cu u sau, simplu, funcție slab măsurabilă. Unii autori 
denumesc o funcție f: T — X funcţie slab p-măsurabilă o funcție (7, B)-măsu- 
rabilă unde % = tribul părților boreliene pentru topologia slabă o(X, X’) 
pe X (v. funcţie măsurabilă). Revenind la cazul cind X este spațiu metrizabil, 

presupunem în plus că p este măsură total o-finită şi considerăm o funcție 
f: T = X. Dacă pentru orice mulțime A e F cu u(A) <œ% există un șir (fala 
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format cu funcții y-măsurabile fa: T — X astfel încit fylt) >r u-a.p.t. pe A 


(v. tipuri de convergență folosite în teoria măsurii), rezoltá că f este p-măsu- 
rabil. Invers, dacă f este u-măsurabilă, atunci pentru orice mulțime 4 €F 

cu u(A4) < co, există un şir {fn}n format cu funcții fa: T — X care sînt F-eta- 
jate și astfel încît fn(2) —> flt) p-a.p-t. pe A. Dacă X este chiar spațiu normat, 


putem alege funcţiile fn astfel încât || fad is] f() ) || pentru orice n şi te 7. 
Dacă X este metrizabil și f(T) este mulțime relativ compactă, există un şir 
ffn}n ormat cu funcții fa: T=>X, J-etajate, care converge uniform la 
Dacă X este chiar spațiu normat, putem alege {fn}a astfel ca || falt) ISIA l: 
pentru orice neN site T. (LC.) 

funcție măsurabilă Lebesgue v. funcție măsurabilă în raport cu o măsură 


funcţie meromorfă, funcție continuă f : D — [Și (D este un domeniu în C) 
pentru care există h, g: D — C, două funcții olomorfe, 4 diferită de funcție 
nulă, astfel încît f(z) = g(z)/h(2) pentru orice punct z în care h(z2)#0. Mulți- 
mea Pri este o parte discretă a Iui D (fără puncte de acumulare în D) iar 
f: DNfl(oo) = C este olomorfă şi are numai singularități „Polare. Această 
proprietate se pita da a fi definitorie căci dacă f: DÐ > este o funcție 
continuă peniru care f-1(00) este discretă iar f: DN f (00) — C este olomorfă, 
atunci f este meromorfă pe an Altfel spus, dacă A c D este o mulțime discretă 
iar f : DNA =» C este o funcție olomorfă avînd numai singularități polare, ea 
se poate prelungi Ja o f.m. pe D. Ex.: Dacă DeC este un disc deschis cu centrul 


în a, h(2) = (2—a)}”h (2), a(2) = (z— a)", (2), unde ” meN, h şi g sînt olomorfe 
şi nenule în B, atunci funcția f, definită pria fz) = = h(e)jgl j dacă zfa, z€ B, 
fla) = 00 dacă n < m, fla) = 0 dacă n> m și fia) = hila) /g la) dacă n=m, 


este o f.m. pe B. Dacă f.m. g coincid pe o mulțime care are un punct de acu- 
mulare în domeniul D, atunci f=g (teorema de identitate pentru f.m.). Cu 
operațiile de adunare și înmulțire definite punctual (doar pentru punctele în 
care funcțiile nu iau valoarea co), mulțimea E(D} a f.m. pe domeniul D este 
corp comulativ. Dacă Q este o mulțime deschisă în C, se spune că funcția, 
continuă f: Q — T este meromorjă pe Q dacă ca este meromorfă pe orice com- 
ponentă conexă a lui Q (în sensul definiţici precedente), ceea ce este echivalent 
cu faptul că, pentru orice ae Q există Ve un disc deschis cu centrul în a 
și g,h: V — C două funcții olomorfe, A(z) #0, Vzza, ze V și astfel ca f(z} = 
= g(2)/h(2) pentru orice za, ze V. Se pot construi f.m. corespunzătoare 
unor date inițiale. Astfel, dacă A este o parte discretă a mulțimii deschise 
O <C şi dacă pentru fiecare ae A este dată 
"a 
Fate) = Y esta) e—a, crtaje€ 
îl 

atunci există fe (0) astfel încît f : QNA—>C să fie olomoriă, fiecare ae A 
să fie pol pentru f, iar partea principală a dezvoltării Laurent a funcției f în 
punctul a să fie fa. Altfel spus, funcţia f este oiomorfă pe QNA şi pentru orice 
ae A, funcția f—fa este olomorlă pe o verinătate a lui a (teorema Mittag- 
Leffler). Fie, ca mai sus, A o parte discreti. a mulţimii deschise Oc și 
pentru fiecare ae A numărul întreg nenul sg. Există atunci fe W(Q) astfel 
ca f: QNA = C să fie olomorfă, nenulă (in ficcare punct) iar f(2)/(2 — a)”e 
să fie olomorfă și nenulă (în fiecare punct) într-o vecinătate a lui q, Există 
deci o f.m. pe Q ale cărei zerouri și poluri sînt date apriori (teorema lui Weiers- 
trass}. {Gh.Gr.) 

funcție meromorfă (pe o varietate complexă M}, o funcție m e O(D(m)) 
definită pe o submulțime deschisă densă Dim) a lui M şi avînd proprietăţile 
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în sensul că m(x) == J(x)ig(x) cînd ze U şi g(s)#0; 2) Dacă ae S(m) := 
= MN Dim) și dacă m= fjg pe o vecinătate deschisă conexă U alui a cuf, 
ge OU) si gÆ0, atunci pla) ==0. Fie mo f.m. pe M; mulţimea S{m) se nu- 
mește pinllimeca singulară a lui m iar elemenicele ci puncte singulare ale lui m. 
Dacă a este nn punct singular al Ixi 2, atunci are loc una din situaţiile următoare: 
î) lim m(x) = co; îi) Pentru orice punct bet =cu (oo), există un 
Dn) 3 x->a 
şir de puncte zye D(m) astfel încît xy — a şi m(ay) = b. Punctul singular al 
lui m se numește pol în cazul i) şi punct de nedeterminare în cazul ii). Dacă 
varietatea M este de dimensiune complexă n= 1, orice punct singular al lui m 
este un pol. Mulțimea (M) a tuturor f.m. pe M are o structură evidentă de 
incl; inelul O(M) al funcțiilor olomorie pe M este nn subinel al lui (M). 
Notăm că UM} este un corp dacă şi numai dacă varietatea M este conexă. 
Noţiunea, de f.m. pe o varictate complexă este legată de trei probleme clasice 
care au jucat un rol important în dezvoltarea teoriei funcțiilor de mai multe 
variabile complexe. Este vorba de problemele (aditivă și multiplicativă ale) 
iui Cousin și de problema, lui Poincaré; denumirile au fost introduse de H. Car- 
tan. Notăm că problemele aditivă și multiplicativă ale lui Cousin sint analoage 
pluridimensionale ale problemelor Mittag-Leffler și respectiv Weierstrass din 
teoria funcțiilor de o variabilă complexă. 
Problema aditivă (sau prima problemă) a lui Cousin. Fie (Use p 0 acope- 
rire deschisă a varietății complexe M și, pentru ficcare ¿€ I, m o f.m. pe Ui, 
że. mi e MU). Presupunem că m; — my este o funcţie olomorfă pe UnU; 
pentru orice pereche de indici î,ze ] astfel incit U; NU. Se cere să, se 
găsească, o f.m. m pe M astfel încît funcția, m—m; să fie olomorfă pe U; pentru 
orice ie. 
Se notează prin 9H*(M) mulțimea elementelor inversabile ale inelului Y(M) 
și prin O*(M) mulțimea elementelor inversabile ale inelului O(M). 
Troblema multiplicativă (sau a doua problemă) a lui Cousin. Fie {Uih}er 
o acoperire deschisă, a varictăţii complexe M și, pentru fiecare ¿e T, m; o f.m. 
inversabilă pe Us, i.e. m; e "N*(U). Presupunem că mmit este o funcție olo- 
morfă inversabilă pe U; N U;, te. mmt e O*(U,nNU)), pentru orice pereche 
de indici i, jel astfel încit U; N UjÆØ. Se cere să se găsească o f.m. m 
pe M astfel încît funcţia mmy! să fie olomoriă inversabilă pe Ug ie. 
m myte OY(U3), pentru orice jel. 
Problema lui Foincaré. Fiind dată o f.m. m pe M, să se găsească două funcții 
olomorfe f, ge OLM) cu gÆ0 pe orice componentă conexă a lui M astfel incit 
m=fjg în sensul că m(x) = f(x)/g(x) pentru orice punct x e D(m) pentru care 
Bla) 0. 
Notăm că orice problemă Cousin aditivă pe M are o soluție dacă 
H (M, O) = 0; această condiție este îndeplinită de pildă cînd M este o varietate 
Stein. De asemenea, orice problemă Cousin multiplicativă pe M arc soluție 
dacă M este o varietate Stein satisfăcînd condiția topologică suplimentară 
H?(M, Z) = 0; această condiție topologică este îndeplinită de pildă pentru 
M = Ç? sau M un polidisc deschis în ©”, În fine, orice problemă Poincaré are 
soluţie pe o varietate Stein. (M.7/.) 
funcție modulară Transformările Mobius de forma 
az -+ b 


giz) = „a,b,c,deZ și ad—bc=l 
cz + d 


natia ce EAI Dar 
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formează un grup G, numit grupul modular. Dacă notăm SL(2, Z) grupul 
mairicilor de forma 


m=[ „a,b,c deZ şi ad-be=1, 
cd 


se vede că G — SL(2, Z) {7, --I}, unde Z este matricea unitate. Se arată că 


translormările S(2): =: — -- și T(3): =z-+1 generează grupul G. Fie H 
semiplanul superior aj lui ©, ie. H : ==(ze Cj Imz >0}. Se verifică fără difin 
cultate că semiplanul H este stabil la acțiunea grupului modular G, i.e. g(H)c H 
pentru orice geG. Vom considera G ca grup de automorfisme (analitice) ale 


PER , 1) 

lui H. Mulțimea D: == 4ze H |jz|>1, [Rez| < —¢$ iormează un domeniu 
i 2 

fundamental al lui G (considerat ca grup de automorfisme ale lui H), t.e. are 

proprietățile următoare: 1) Pentru orice ze H, există geG astfel încît 

sie D, 2) Dacă z,z'e D şi dacă g(2) = 2" pentru un ge, atunci z și 2 


"= z—l 


sînt puncte frontieră ale lui D; mai precis Re g= — şi z 
2 


„ sau 


Ür: : 1 | 
Re z= = — şi 27 =z +1, sau |a| =l și z == — — . Fie k un număr întreg. 
2 


Se numește funcție slab modulară de pondere 2k orice funcție meromortă 


fi — C = Cu {œo} cu proprietatea că f(a(2)) = (cz + d)?* f(2) pentru orice 


4-b E OA A f 
geG, unde g(2) = EI, (Alternativ în această situație ponderea lui f se 


ca+ d 
defineste ca fiind k, sau —2k). Deoarece transformările S și T generează 
grupul G, este suficient să cerem verificarea, condiției din definiţia precedentă 
pentru S şi T, ie. f(— lja) = 22%f(2) şi fr 1) = f(z}, ze H. În particular 


l log 
A PE S 
definește o funcție meromorfă f în discul puncturat 0 < |g | < 1. Se spune că 


funcția slab moduiară f cste o f.m. dacă funcţia asociată F este meromorfă pe 
discul unitate |g | <1, î-e. dacă punctul g = 0 este un pol pentru funcția Y, 
şi că f este o formă modulară dacă funcția F este olomorfä în discul |q] < t 
Dacă f este o formă modulară, se pune f(00): = 710). O funcție F definită pe 
mulțimea, tuturor laticilor de perioade ale lui C, cu valori în T, se numește 
functie de latice de pondere 2k dacă FOT) = 1 2%f([') pentru orice latice T 
în C şi orice număr complex nenul d. Oricărei f.m. f, de pondere 2k, i se poate 
asocia, o funcție de latice, F, de pondere 2k, definită, pentru orice latice T 
în ©, prin egalitatea 


funcția f este periodică cu perioada 1, deci egalitatea Fl) = Í 


FT) = Flop o) = og foo) (*) 


unde (W, o) este o bază oarecare a laticii T. Formula (+) permite identificarea 
f.m. de pondere 2k cu funcții de latice de aceeași pondere; în particular, se 
scrie F(z} pentru f(2): = F(z, 1), unde f este o f.m. ṣi F funcția de latice asociată 


lui f. Ex.: 1° Pentru k > 1, seria lui Eisenstein Gẹ(I') = y 
yer yY 


1 A 
pă unde simbo- 
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lul $7 are semnificația că sumarea se face după toate elementele nenule din T, 
este o formă modulară de pondere 2% (i.e. este funcția de latice asociată unei 
forme modulare de pondere 2k) şi Gz(00) = 2%(2k), unde este funcția zeta 
a lui Riemann. 2° g,: = 60 G, și ga: = 140 G, sînt forme modulare de pondere 4 
și 6 respectiv, și avem: g,({00) = 4nt/3 și galoo) = 86/27. 3° A:=— g3 — 2782 

1728 g3 


este o formă modulară de pondere 12 şi A(00) = 0. P j: = este © 


i 


f.m. de pondere zero. Notăm că j este olomoriă pe H și că F are în g = C 
un pol simplu cu reziduu 1. Interesulf.m. j este legat de imprejurarea că această 
funcție clasifică curbele eliptice (torurile complexe de dimensiune 1). Mai precis, 
are loc următoarea teoremă: 1) Două curbe eliptice C/F și C/I” sint analitic 
izomorte dacă și numai dacă I” = AI pentru un de C* (ie. I şi I” sint omo- 
tetice); 2) Aplicația (w, 62) > oua induce o bijecţie între clasele de Iatică 
(modulo omoțetia) și grupul cît H/G; 3) T.m. j induce o bijecţie HJG — C. 
Astfel, curbele eliptice C/T și C/T” sint izomorfe dacă și numai dacă (04/03) = 
= j(œ logh unde (e, to) este o bază oarecare a lui I și (wi, a) o bază oarecare 
a îi I”. (MJ) 

funcţie modulară (relativ la o măsură Haar) v. măsura Haar, măsura 
(Radon) Haar 

functie monotonă, funcție reală f de o variabilă reală, pentru care prodasut 
(fix) — J(y)) (x — y) păstrează același semn. Discontinuităţile unei f.m. sint 
întotdeauna de prima speţă şi (deci) formează o mulțime cel mult numărabilă, 
O teoremă a lui Lebesgue afirmă că orice f.m. este derivabilă a.p.t. O f.m. 
fiR—>R pentru care produsul (f(x) — f(y) (x — y) este pozitiv se numeşte 
funcție crescătoare {R poate fi înlocuit cu un interval). O f.m. pentru care pro- 
dusul (f(x) — fiy) {x — y) este negativ se numește funcție descrescătoare. 
O f.m. şi injectivă se numește functie strici monotonă. O funcție strict monotonă 
şi crescătoare (sau descrescătoare) se numește funcție strict crescătoare (resp. 
strict descrescătoare).  (5.M.) 

funcţie neglijabilă (în raport cu o măsură) v. integrala Lebesgue abstractă, 
integrala Bochner 

funcție neglijabilă (în raport cu o măsură Radon) v. prelungirea măsurilor 
Radon 

funcție p-neglijabilă v. integrala Lebesgue abstractă, integrala Bochner, 
spaţii L”, prelungirea măsurilor Radon 

funcţie olomorfă (de mai multe variabile complexe) Pentru orice număr 
natural m, se identifică spaţiul numeric complex C? cu spațiul numeric 
real N22 punind C? 3 (zp en Zn) = (4p Yu ee Fa Yn)e R?”, unde zj = Rez 
şi y; = Imz, j= Lun. Fie Q o mulțime deschisă în C” și fe CHQ, 0), 
Diferențiala lui f este dată de formula 

n a 
ja 22% yi 

Dacă aplicăm această formulă funcţiilor z; = x4 + iy; și Žž; = 23 — ivi unde i 
este unitatea imaginară, obținem: dz; == dz; +idyz şi dē; = dz — idy}, 
j= 1,... n. Rezultă că putem exprima forma diferențială df ca o combinație 
liniară de dz și dz: 
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unde 
AEE 2) af iat af 
pi ii cai =: = +i a 
éz; 2 Ox 2] 02; 2 (ex z) 
n af 
aa A edr ial e 
Forma diferențială af: = £ 2 dz; se numește partea de tip (1,0) a lui df, 
i 82 i 
: z ~egi. 
iar forma diferențială af: == y --—— d27 partea de tip (0,1) a lui df. Operatorii 
j=1 čZj 


2 și d astfel definiți (uveori sint notați prin d’ și d”, respectiv) sînt C-liniari 


verifică formula, lui Leibniz, î.e. â(fg) = gaf + fêg, (fa) = gâf + fög, şi avem 
d = ë+ a. Funcția feCH{Q, C) se numește olomorfă dacă f = 0, ie. dacă 


verifică ecuațiile Cauchy-Riemann EA = 0, j= Lin. Mulțimea funcțiilor 
LEI) l i 

otomorte pe Q se notează 0(0). Obs. Dacă f= u + iv cu u şi v funcții reale pe Q, 
atunci ecuațiile Cauchy-Riemann se seriu sub forma 

du av ĉu öv ; 

aea i e a E RE, EL 

dj Oyy îY7 a; 
O fur ie c 5 t ARER 
O funcție complexă f definită pe Q se numește separat olomorfă dacă pentru 
arice punct a = (ai, .., d) e Q și orice je (1,.., n}, funcţia zj I> flaa, o au 
Zh Aaa ue an) este olomorfă în variabila z; pe o vecinătate a lui aş în C. O funcție 
complexă f difinită pe Q se numeşte funcție analitică (mai exact, C-analitică) 
dacă există o serie de puteri X ag7% cu domeniul de convergență nevid, astfel 

x 
îucit f(z) = y da (z — a)% pentru z într-o vecinătate a lui a. (Notăm că seria 
pă 

de puteri Ş, ag2% care apare în definiția precedentă este univoc determinată 


x 
de funcția f} Mulțimea funcțiilor analitice pe Q se notează prin 4(0). În fapt 
f.o. coincid cu funcțiile separat olomorfe și cu funcțiile analitice. Partea dificilă 
în acest enunț este i 
Teorema lui Hartogs. Orice funcție separat olomorfă pe O este olomorfă pe Q. 
Prin polidisc în C” se înțelege o mulțime deschisă de forma D = D,x...xD 
unde D,, ..., Dy sînt discuri deschise în C; mulţimea 3D: = D a êD 
se numește frontiera distinsă a lui D. i ° a j 
Formula integrală a lui Cauchy pentru polidisc. Fie D un polidisc în C? și f 
o funcție complexă continuă, pe Î) și separat olomorfă pe D. Atunci pentru 
orice punct GeD: i 


1 { F2) 
fË) = - j l dz A ț Adn 
(2zi)? JoD (2, — Ci) o (2n — Gn) a 
Această formulă are numeroase consecințe importante în analiza complexă, 
dintre care menționăm aici cîteva: 1) Dacă f este continuă și separat olomorfă 
peo, atunci f este olomorfă pe Q. (Acest enunț este un prim pas în demonstra- 
ţia teoremei lui Hartogs.) 2) Dacă feO(Q), atunci fe C*(0, C) și, pentru orice 
a = (ay n) E (N u {0})", dafe 0(0), unde 


ze — | 2 y (2 
GERI Zn 
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3) Teorema de convergență a lui Weierstrass. Dacă {fv} eyy este un șir de 
f.o. pe Q şi dacă lim f = f, uniform pe orice mulțime compactă din Q, atunci 
funcția f este olomorfă pe Q și, pentru orice a, lim atfy= 6%f, uniform pe 
orice mulțime compactă din Q. 4) Teorema int Montel. Fie { Phen un șir de 
f.o. pe Q cu proprietatea că, pentru orice mulțime compactă K cQ, există 
M = M(R) >0 astfel încît | fy(2) | SM pentra veN și ze E. Atunci există 
un subșir i fi } pep Care converge uniform pe orice mulțime compactă a lul Q 
2 


la o funcţie f olomortă pe Q. 5) Dezvoltarea Taylor a unei functii olomorfe. 
Considerăm polidiscul 
Q= gzec?||z— al <r j= baan 


unde a = (aj, -.., ap) este un punct în c Si r; număr real >0, 3 = 1, un 
Dacă f este o f.o. pe Q, seria Taylor X Hro {z—a)* este norma] convergentă 
e3 &: 

pe orice mulțime compactă din Q şi are ca sumă pe J{2) în orice punct z€ Q. 
(Obs. Egalitatea O(Q) = A(0) rezultă din 3) și 5)). O aplicație f = (ofa): 
Q — C?, unde p este un număr natural, se numește aplicatie olomorfă (sau 
aplicație C-analitică) dacă funcţiile f,, ..., fp sînt toate ploriorie.: Dacă Q < C™ 
si Q’cC? sînt mulțimi deschise, iar f : Q — 0? şi g: Q-C sint aplicații 
olomorfe, f(Q)e Q’, atunci aplicația compusă gof: Q — C? este olo- 
morfă. Un punct oarecare în C? va fi notat prin w = (Ww ne Wp) 

Teorema functiilor implicite. Fie Q o mulțime deschisă în C*xC?, (Zo Wo 


un punct din Q șif = (fe e- Jp) : Q — CP o aplicație olomorfă. Presupunem 
#0. Atunci există mulțimi 


că f(zow)=0 și că aet [2 (zo wo) Ra 
dwj ISi, ip T 
deschise Uc C” şi V în C? și o aplicație olomorfá g: U — CP astfel încit: 
1) (pw) EU xVeQ:; 2)o(U)eY şi f(z, e(2)) = 0 pentru orice ze U; 
3) Dacă (2,w)eU x V și f(z, w) = 0, atunci w = (2). A A 
Fie QC? și (Ve CP submulțimi deschise. O aplicație o: Q — Q’ se numește 
olomorfă (sau C-analitică) dacă aplicația f: Q — CP sia olomorfă, node 
fle): = ẹl)} ze Q. În cazul p = n aplicația q se numește izomorfism aná iy 
(mai exact, izomorfism C-analitic) dacă q este bijectivă iar ọ şi ọ™ sin 
olomorfe. (M.J. f A 
funcție tc Al ă (de o variabilă complexă) Fie Q o mulțime deschisă în C. 
(0) funcție complexă f = u + iv definită pe Q se numește C-diferenfiabilă în 


— fiz ZA 
punctul ze Q dacă există (în C) lim L) — Ja) ; această, limită se no- 
zzo 2 — 20 

a ENN {z0} A 
tează atunci prin f'(29) şi se numește derivata lui f în punctul zo Funcţia f 
se numeşte olomorfă pe Q dacă este C-diferențiabilă în orice punct 74E Q; 
orice f.o. f pe Q admite deci o derivată f’ : Q — C. Mulțimea f.o. pe Q $ no- 
tează prin O(0). F.o. pe întreg planul complex © se numesc funcții întregi. 
Ex.: 1° O funcție P: C—C se pureste polinom C-analitic dacă există un 
număr întreg 120 și numere comp Se Ag». On astfel încît P(2) = ao + 
+4 az. + anz” pentru orice z€ C; „iacă an f0 se spune că polinomui dee 
litic P este de grad n, Orice polinom C-anatitic P este o f.o. pe C, t.e. o sunete 
întreagă. 2° Dacă f și g sînt f.o. pe Q, atunci suma f + g și produsul fg sînt 
f.o. pe Q. 3° Dacă f este o f.o. pe Q și f(2)70 pentru orice ze Q, atuna 
g = 1jf este o f.o. pe Q. 4° Dacă y anz” este o serie de puteri cu coeficienți 

nzo i s 
ane C, n20, şi cu domeniu de convergență D, atunci funcţia f:D— C de- 
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finită prin f(2) = £ anz”, ze D, este olomorfă pe D (rezultă din lema lui Abel), 
n 0 
5° Funcţiile exp. cos, sin sint funcţii întregi. 6° O funcție complexă f pe Q 
este local constantă (że. constantă pe fiecare componentă conexă a lui Q) 
dacă și numai dacă f este olomorfă și f'(2) = 0 pentru orice ze Q. 7° Să pre- 
supunem că mulțimea deschisă Q este conținută în C* = CN {0}. Se numește 
ramură continuă a logaritmului complex orice aplicație continuă f: Q -C 
cu proprietatea că f(z) e log z, î.e. ef?) = z, pentru orice ze Q. Dacă f:0-C 
este o ramură continuă a logaritmului complex, atunci f este o f.o. pe Q şi 


1 x g , 
f'(2) = — pentru orice ze Q. De pildă, dacă Q = CN(— c, 0]x {0}, atunci 
z 
funcția f : Q — C definită prin f(z) = log |z| + i Arg z, ze Q, este o ramură 
continuă a logaritmului complex numită ramura principală. Din Ex. 1° şi 


Ex. 2° rezultă că O(0) este o algebră peste numerele complexe. Pentru orice 
funcție R-diferențiabilă f : Q — C se pune 


E AQ pnl, ai (3e del 
az 2 (2x 2y 2 | 2x ĉy 


ZA (2 aie 2-2) ie), 
22 2 az 8y 2 | x 8y 2 (əx ay 


Această, definiție este motivată de faptul că diferenţiala lui f admite scrierea 


a aag rapa da 2 aa, 
ax 2y 82 04 
2 


SIE d 
Reamintim că operatorii — şi 


= 7 sînt legaţi de numele matematicianului 
z 82 


P 2 : 
romin D. Pompeiu; — este în esență operatorul de derivare areolară al lui 
3 


D. Pompeiu. 


Teorema fundamentală (Cauchy-Morera-Goursat). Dacă f este o funcție com- 
plexă pe Q, condițiile următoare sint echivalente: i) f este olomorfă; ii) f 
a 
este R-diferențiabilă și satisface ecuaţiile  Cauchy-Riemann Di 2 008 și 
dx y 
du o, ; ait ; ; ; : 
EA , i.e. ecuația IA = 0; iii) f este continuă și forma diferențială 
y a EA 
o = f dz este închisă, że. | w = 0 pentru orice dreptunghi compact (sau 
OK 
orice disc compact) KeQ; iv) f este continuă și pentru orice compact 


Kc 0), cu frontiera de clasă C! pe porțiuni, | © == 0, o = fdz; v) feste con- 
OK 

tinuă și pentru orice compact KcQ cu frontiera de clasă Cl pe porțiuni 

și orice punct le K are loc formula integrală a lui Cauchy. 


a lada, 


2zi jok a — k% 


F9 = 
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Obs. Implicaţiile i) => iy) și i) => v) aparţin lui Cauchy în cazul particular 
cînd f este presupusă de clasă C? pe Q {teorema lui Cauchy) și lui Goursat 
în cazul general. Implicaţia iii) = i) aparține lui Morera (și este cunoscută 
sub numele de teorema lui Morera). Teorema fundamentală are numeroase 
consecințe dintre care menționăm aici următoarele: 

Teorema de regularitate a f.o. Dacă fe 0(9) atunci fe CQ) şi fe (Q). 
Teorema de convergență a lui Weierstrass. Dacă un şir Yi de funcții 
fue 0(0) converge la funcția, complexă f, aniform pe orice mulțime compactă 
a lui Q, atunci fe Ô(Q) iar şirul {J } converge la f’, uniform pe orice mulțime 
compactă din Q. 

Teorema de compacitate (sau de normalitate) a lui Montel, Dacă un șir za 
de f.o. pe Q este local mărginit pe Q (i.e. dacă pentru orice mulțime compactă 
Kc O, există un număr real M = M(K) > 0 astfel încît | fy (2) Su Droo 
ze K șiv> 1), atunci există un șir de numere naturale y) < Yg < e < Yp <. 
astfel încit şirul de funcții { f, „at să fie uniform convergent pe orice aia aibe 
compactă a lui Q la o f.o. f pe Q. 

O funcție f : Q — C se numește analitică TEN exact, C-analitică) dacă pentru 
orice punct 7€ Q, există un șir (cvh>o de numere complexe cu proprietățile 


următoare: a) Seria de puteri X cy2 are o rază de convergență R> 0; b) f(2)= 
v20 
= g Cu(2 — 29)” pe o vecinätate a lui zọ (coeficienții cy sînt atunci univoc de- 
v0 
terminați de funcția f) Mulțimea tuturor funcțiilor analitice pe Q se notează 
prin 4(9Q). 
Teorema de echivalență între olomorfie și C-analiticitate. Funcţiile analitice 
coincid cu f.o., ie. A(9) = G(Q) pentru orice mulțime deschisă Qcc. În 
plus, dacă f este o f.o. definită pe Q și dacă zp€ Q, atunci dezvoltarea Taylor 


y 
a lui f, i.e. seria F o) 0) (7 
v0 v! 
pact K centrat în zg şi conținut în Q și are ca sumă pe f(z) pentru orice punct z 
în acest disc. 
Teorema mediei. Fie f of.o. pe Q, EQ și r un număr real astfel încît 


0< r < dz, DQ). Atunci 
1 (237 i8 
fleo) = z Hea + re) d, 
2r Jo 


— 29)”, este normal convergentă pe orice disc com- 


TE 


Principiul maximului modulului. Fie K o mulțime compactă în C și f o funcție 


complexă continuă pe K şi olomorfă pe K. În aceste condiții: 1) sup Ifl = 
z 


= sup |f) ; 
ge IK 

tate Uc K a lui z în K, atunci f este constantă pe componenta conexă I a 

lui Æ astfel încît zel. 


Lema lui Schwarz. Fie f of.o. pe discul D = {z | |z| < r} astfel încit 7(0) = © 
i |f(z)|sa pentru un număr real 4> 0 și orice zeD. Atunci: 


2) Dacă | (20) | = sup | f(2) | pentru un punct zọE K și o vecină- 
ze 


i) Ifas Č | z | pentru orice ze D; ii) Dacă există we D, w#0, astfel încît 
y 


fæ = = |w |, atunci există A e C cu proprietatea f(z) = àz pentru orice ze D. 
r 


pann a om RER a E A Zi a 
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Din teorema mediei rezultă că funcţiile reale u și v sînt armonice pe Q dacă 
f= u + iv este olomoriă pe Q. Acest rezultat poate fi obținut de asemenea 
folosind teorema de regularitate şi ecuaţiile Canchy-Riemann. În legătură cu 
acest fapt menționăm şi rezultatul următor. 

Teoremă, Dacă mulțimea deschisă QcC este simplu conexă, atunci pentru 
orice funcție armonică u pe Q există o funcție armonică v pe Q, unică pină 
ia o constantă, adițională, astfel încât funcția = = u + iv să fie olomorfá pe Q. 
În fapt, dacă f este armonică pe Q, forma diferențială œw = edu: = 


ga dx FI. — Z ay este închisă pe Q şi se poate lua pentru v orice pri- 


„2y ax 
mitivă a acestei forme diferențiale. (M.J) 
funcție olomorfă pe o coroană circulară Fie a € i. Osr <r”, D o malţime 
deschisă în C astfel încît coroana circulară Ba; Hr) =f] s|z—a | <r} 
să fie inclusă în D. Fie f: D —C o funcție SEN Atunci: 


bedas 
2B(a, r’) anta, r”) 


1 FO y 1 ES 
dz rac Aula IC) ar, vzeB 
OT za TE ba Rri or ae FARNO 


S-a notat cu 2B(a,r) drumul î > a+r e”, te[0, 1]. Există, și sînt unice, 
[ss] © 


seriile de puteri 5 anz” şi X bnz”, cu razele de convergență p >y”, res- 
n=0 n=l 


; 1 
pectiv p, >— , astfel încît 
x 
„ Vze Blai v, r’). (+) 


Pentru orice drum rectificabil și închis à, cu suportul inclus în B{a; v’, r”), 
au loc relațiile: 


1 O any 

peh a i NU 
l | 

mlaba = bor, ne, 


unde n (a) este indexul drumului à relativ la a. O serie de forma 


ŞI ani az — a) DR a a 


n=1 A =a 
[zal 
se numeşte serie Laurent în punctul a; seria X an(z—a)? se numește partea 
n=0 
[22] 
vegulatd, iar X u a” partea principală a seriei Laurent. Dezvoltarea (+) 
n= T 


se numrşte dezvoltare în serie Laurent a funcției f în jurul luia. În particular, 
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dacă D este un domeniu în C, f : D — C o funcție clomoriă, pe D şia un punet 


izolat al lui CN Ð, există atunci 7 > 0 și seriile de puteri 5 anz” iȘ bnz” 


#=0 n=l 
astfel incit 
2 2 bn 
I= Panat Şi a Pentru 0 a ar (o) 
n=0 n=l (2 — a) 
Pentru coeficienții an, bn au loc 
1 (4) 
PER Să du | L at, neNu{0, 
2zi Jopta, a) (E — a)” "i 
1 
EREA | (C—a)" E) dt, neN, 
2mi JëBla, e) 


unde 0 < e< r. Coeficientul b) se numește reziduul funcției f în punctul æ 
și se notează Rez (f; a) (v. reziduu). Conform formulelor precedente Rez (f; a) =- 
1 E s 
= — f. Dacă partea principală a dezvoltării (++) este zero, æ se nu- 
271 Inte, e) 
meşte punct singular aparent (sau singularitate aparentă) pentru f şi în acest 
caz f se poate prelungi la o funcție olomoriă pe DU {a}. Afirmațiile următoare 
sint echivalente: i) a este punct singular aparent pentru f; îi) Există iim f{2) eC; 
z—a 
iii) Există V o vecinătate a lui a astlel încât f este mărginită pe VN {a}. Pre- 
luugi;ca lui f în a se face prin f(a)=:lim f(z} (de exemplu, 0 este punct singular 
z—a 


sin z 


aparent pentru f(z) = —). Dacă partea principală a dezroltării (x) este 
un polinom de grad nè 1, tunti a se numește pol de ordin n pentru f (saw 
singularitate polară). Afirmațiile următoare sint echivalente: i) a este pol 
pentru f; îi) lim |/(2)] = co; îi) Există neN și g o funcție olomoriă pe 
za 

DU fa), pla) 0 şi astfel incit f(2) = a()i(e —- a)" pentru orice ze D. Perechea, 
(n, g) din iii) este unică, n fiind ordinul polului a. Dacă a este pol de ordin 7, 
atunci 


l ţţz — a) fehe, 


SA 


Rez( f; a) = lim - 
za (2 = 1)! 
Dacă partea principală a dezvoltării (++) nu cste zero și nu este polinom, deci 
dacă ba #0 pentru o infinitate de indici, atunci a se numește punct singular 
esențial pentru f (sau singularitate esenţială). Afirmațiile următoare sint echi- 
valente: i) a este punct singular esențial; ii) lim f(2) nu există în © (spre exem- 
z—a 
plu, zero este punct singular esențial pentru f(z) = pula Definiţiile precedente 
se extind în cazul funcțiilor definite și olomorfe pe {s| R < |z]) şi a = %0. 
co 
ba 
: p y 
Astfel co este punet singular aparent dacă f(z) == 2 — „ceea ce este echivalent 


y 
n==0 a 
cu există lim f(2) e C; co este pol de ordin n pentru f dacă f(z)= anz” -b . Fagot 
z-»0 
(za) 
n 
+ y —7, an#0, şi aceasta se întimplă dacă și numai dacă lim | BG ) | =œ. 


E 
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: Z O ba a za Daia 

În fine, dacă f(z) = X anz?” + 5 Zi Și an 0 pentru o infinitate de indici, se 
n=l n=0 2 

spune că oo este punct singular esențial pentru f. Coeficientul lui z din dezvol- 

tarea lui f în jurul lui co este, prin definiție, reziduul lui f în co, se notează 


- J, unde p> R şi 918B(a, p) 
2ni JoBia, p) 


Rez (f; co) şi are loc: Rez (f; œ) = 


este inversul drumului 2B(a, p). 

Teorema reziduurilor. Fie D un domeniu în C și f: D — C o funcție olomortă 
pentru care Z, --., Zn sînt puncte singulare izolate. Fie A un drum rectificabil 
şi închis în D, omotop cu zero în D U {z} =., Zn}. Atunci 


n 


(= 2ni X n; (zp) Rez (f; zx) (v. și reziduu). 
d k=i 


Dacă a este punct singular esenţial pentru f, atunci pentru orice we C există 
Za e D astfel ca lim zp = a și lim f(n) = w (teorema lui Weierstrass}. Fie D 
n> 0 n=c0 

un domeniu, a€ D şi f o funcţie olomorfă pe DN {a} astfel încît a este punct 
singular esențial pentru f. Atunci CNJ(DN4a)) conţine cel mult un punct 
(marea teoremă a lui Picard). Din această afirmație rezultă mica teoremă a 
lui Picard: dacă f este o funcţie întreagă neconstantă, atunci complementara 
în C a mulțimii valorilor ei conține cel mult un punct. (Gh.Gr). 

funcţie periodică Funcţia f : R — R este periodică dacă există un număr 
real q astfel încît f(x+a) = f(x) pentru orice yve R; a se numește perioadă a 
lui f. O condiție necesară ca o funcție neconstantă să aibă perioade oricât 
de mici este ca ea să fie discontinuă peste tot. (S$.M.) 

funcţie plurisubarmonică, o funcție u: Q =R, unde Q este o mulțime 
deschisă în C”, care satisface următoarele condiții: a) u(2) < oo pentru orice 
ze 9; b) u este superior semicontinuă; c) Pentru orice punct ze Q şi orice 
w e C?, funcția î i-> u(z+ tw) este subarmonică, pe mulțimea, deschisă Qz, w:= 
= fteC | z+ we Q} în C. Mulțimea tuturor f.p. pe Q se notează prin P(Q). 
Plurisubarmonicitatea este o proprietate locală. Funcţia 4= — co se consideră 
plurisubarmonică, Dacă mulțimea Q este conexă și dacă ve P(Q) și už — œ, 
atunci ue Z1 (Q, loc), î.e. u este local integrabilă pe Q. Pentru orice mulțime 
deschisă Q în C? și orice e > 0, se pune Os: = {ze C” | d(z, CQ) >e}, unde 4 
este distanța euclidiană. Fie ye C”(C%) astfel încât 420, (2) —0 cind- 


zi > t, (za eee 20) = xl z h za) și xo dà(z) = 1, unde prin à s-a notat 


măsura Lebesgue în C? = R?”, Pentru orice funcție u e L} (Q, loc), se definește 
funcția ue pe Qe prin 


E (ee — ew) g(w) Aw) = = (re x k = =) drw). 


e 

Teorema de aproximare. Dacă ue P(O)NLI(Q, loc), atunci use P(Q) n 

N C% (Qe), 2 Sus pe Qe, usssua pe Qs cind Oce și lim ug = u punctual 
pe Q cind s = 0, s >00. 

O funcție reală ueC?(Q) este plurisubarmonică dacă și numai dacă 

gu 


i, j=1 824023 
se numeşte s?rict plurisubarmonică dacă, pentru orice ze Q și we CNO), 


(2) wim; > 0, pentru orice zeQ și orice we C”. Funcţia, reală ue C?(0) 
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n 3u 


- — (2) wD; > 0. Dacă Q este o mulțime deschisă, in CP sipi Q — Q 
i j=1 224033 
o aplicaţie olomorfă, atunci pentru orice ue P(Q), poue P(Q). Dacă aplica- 
ţia olomorfă ọ este o imersie și dacă u este o funcție strict plurisubarmonică 
pe Q, atunci ue e este strict plurisubarmonică pe Q’. În particular, dacă p 
este un izomorfism analitic (ceea, ce implică n = p), funcția u este plurisubar- 
monică (resp. strict plurisubarmonică) pe Q dacă și numai dacă funcția wo e 
este plurisubarmonică (resp. strict plurisubarmonică) pe Q’. Proprietatea de 
invarianță a plurisubarmonicității și a plurisubarmonicității stricte prin izo- 
morfisme analitice permite definirea f.p. şi a funcţiilor strict plurisubarmonice 
pe o varietate complexă oarecare. Anume, dacă X este o varietate complexă, 
o funcție u : X — R se numește plurisubarmonică (resp. strict plurisubarmonică) 
dacă, pentru orice hartă. locală a: U — C” a lui X, funcţia uoa”l este pluri- 
subarmonică (resp. strict plurisubarmonică) pe mulțimea deschisă a(U), şi 
este suficient ca această condiţie să fie îndeplinită pentru hărțile locale a 
aparținind unui atlas structural al varietăţii. Notăm că f.p. au fost introduse 
de P. Lelong și că ele joacă un rol important în analiza complexă pluridimen- 
sională, în special în teoria pseudoconvexității. (M.J.) 

funcţie R-analitică O funcție reală f definită pe o submulțime deschisă 
U a lui R” se numește f. R a. dacă, pentru orice punct a€ U, există o serie de 


puteri falx) = y, cax%, cu domeniu de convergență Da nevid, şi o vecinătate 


æ 
Ua a lui a în U astfel încît f(x) = falx — a) cind xeUa ṣi x — ae Da. (Am 
folosit notația standard x% pentru produsul 431, ..., sa”, unde a=(a;, = Qn) € 
e (N u {0}”). Dacă f este o f. R a. pe U, atunci fe C* (U) și toate derivatele D*/ 


1 
ale lui f sînt f. R a. pe U ; în plus, cu notațiile de mai sus, rezultă ca == ~ Dof(a), 
a! 


unde a! =al.. gn! F. R a. pe U formează un inel, în fapt o R-algebrä. 
Polinoamele cu coeficienți reali în variabilele «,, ..-, Xa sînt f. Ra. pe R”. 
În cazul n = 1, funcțiile elementare e7, sin x, cos x sînt f. R a. 
Teorema de aproximare a lui Whitney. Fie ge C*(U) şi e o funcție reală con- 
tinuă pe U astfel încît e(x) >0 pentru toți xe U. Atunci există o f. Ra. f 
pe U cu proprietatea că | D(x) — D“g(x)! < e(a) pentru orice xe U şi orice 
ae (Nu (03)* astfel încît [a | < 1/e(2). 
O aplicație f = (fp fm): U > R” se numește R-analitică dacă compo- 
nentele sale f,, .... fm sînt toate f. Ra. Pentru V o submulțime deschisă a 
lui R”, o aplicație ọ : U — V se numește R-analitică dacă aplicația f: U — R”, 
definită prin f(x) : = p(x) pentru orice xe U, este R-analitică. O aplicație 
p: U>V se numește izomorfism R-analitic dacă ọ este bijectivă iar ọ 
şi g-1 sînt aplicații R-analitice (ceea ce implică m = n), Mulțimile deschise 
în spaţii numerice reale R”, n>0, şi aplicaţiile R-analitice între asemenea 
mulțimi formează o categorie; izomorfismsle acestei categorii sînt exact 
izomorfismele R-analitice. Prin localizarea acestei categorii se obține categoria 
varietăţilor R-analitice. (M.J.) 

funcție rapid descrescătoare la infinit v. transformarea Fourier (în R”) 

funcție reală, orice aplicaţie avind drept codomeniu mulțimea R a nume- 
relor reale î.e. orice aplicație de forma f: S—R, unde S este o mulțime 
oarecare. (M.J.) 

funcţie reală convexă, funcție f:IcR-—R cu proprietatea că pentru 
orice pereche de numere p,q, +g = 1, p>0=sg, avem f(px+gy) ss pfix)+ 
-+ gf(y) oricare ar fi x şi y în intervalul Z. Dacă în plus f(pz + gy) < pita) + 
+ afiy) pentru p4Oq şi oricare ar fi x, ye T, atunci f se numeşte strict 


163 FUNCȚIE SEMICONTINU A 


convexă. Orice f „rc. este continuă și mărginită. O funcţie strict convexă pe I 
își atinge marginea inferioară în cel mult un punct din Z. (5.M.) 
funcție reală convexă în sensul lui Jensen, funcţie f : I -> R cu proprieta- 


x+ 
tea că f (a i 3 oricare ar fi x, ye I. O f.r.c.s.]. nu admite, 


în interiorul intervalului de definiţie, discontinuități de pri 
i ral r i prima speță. Dacă 
este superior mărginită, atunci este continuă (şi convexă). Dacă T discon- 
tinuă într-un punct este discontinuă peste tot. (S.M.) 
„funcţie reală de clasă C”, funcție f:I =- R (I = interval) care admite 
a a Se ae pe T; f este de clasă C” pe intervalul I cR” 
» dacă admite derivate parțiale de orice fel de ordin t inue 
T OM parț n, toate continue 
funcție reală de clasă C”, funcție f : IcR >R (I = inte i 
| ție C”, ; = rval) care admite, 
e finită de orice ordin pe 7; f reală este de clasă C” în intervalul Je R” 
n a > . . è . pi d 
sei pă la în I derivate parțiale continue de orice fel și de orice 
funcție riglată, funcție f : R >R cu i i i i 
_ functi è R> proprietatea că nu admite disconti- 
natai de a doua spoji, O funcție este riglată dacă și numai dacă este limita 
ui șir convergent de funcții în scară. Limi icărui și i 
papă e ara t r. imita oricărui șir uniform convergent 
functie scalar esențial integrabilă (în raport cu o măsură Radon) v. integrala 
unei f uncții vectoriale (în raport cu o măsură Radon scalară) 
funcție scalar esențial neglijabilă (în raport cu o măsură Radon) v. integrala 
ice a vectoriale (în raport cu o măsură Radon scalară) 
uncție scalar integrabilă (în ra; B ; 
FE din ra ( port cu o măsură) v. integralele Dunford ; 
funcţie scalar local integrabilă v. măsură Radon vectorială 


funcție scalar măsurabilă (în raport cu o măsură) v. funcție măsurabilă 
în raport cu o măsură 


a pa iy rentei Fie X un spațiu topologic și f: X =R. Se spune 
e Ani Jeste semicontinuă inferior (superior) în punctul xpe X dacă pentru 
m PR l ca pentru orice q > f(49)) există o vecinătate V a lui x 
dial Ac) (resp. a > f(a)) pentru orice xe V. Funcţia f se numeşte 
pie) or (superior) pe X dacă este semicontinuă inferior (superior) 

ice punct x € X. O funcţie este continuă într-un punct dacă și numai dacă 
este în același timp semicontinuă inferior şi superior în acel punct. Funcţia f 
este semicontinuă inferior „dacă şi numai dacă funcția -f ste semicontinuă 
superior. Pentru f: XR şi pe X se notează: 


fanstza] = înt| sep Jls) | e Yap 


Jmin(*o) = sup | ifla) Ye Pa): 


unde Y : i j i i i 
să ZA Aan mulțimea vecinătăților lui 40. Atunci f este semicontinu su- 
le X aa şi numai dacă fmax = J și semicontinuă inferior dacă şi numai 
că fmin = f. Dacă { filie 7 este o familie de funcții continue pe X (cu valori 


in R), atunei sop fi este o f.s. inferior pe X iar inf f; este semicontinuă superior 
eI iel 
pe X. Fie pe R topologia ts ale cărei mulțimi i R șii 
mi deschise sint Ø, R și intervalele 
de fommna; (a, + co] unde ae R. O funcție f definită pe spaţiul topologie X, 
cu valori în R este semicontinuă inferior în punctul X9€ X dacă şi numai dacă 


este continuă în 4, în raport cu topologia ts pe R. Topologia Ts se mai numeşte 
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Li 


şi topologia inferioară a lui R. Fie pe R topologia za ale cărei mulțimi deschise 
sînt Ø, R şi intervalele de forma [— %0, a), unde aeR. O funcție f definită 
pe spaţiul topologic %X cu valori în R este semicontinuă, superior în punctul 
xp€ X dacă şi numai dacă este continuă în xo relativ la topologia ra pe R. 
Topologia tą se numește topologia superioară a lui R. Cu aceleaşi definiții se 
introduc f.s. cu valori în R. Topologiile corespunzătoare (induse) în R se nu- 
mesc topologia inferioară (resp. topologia superioară) a lui R. Orice f. s. de- 
finită pe R” este de prima clasă Baire. (Gh.Gr.}. 

funcție simplă v. funcție măsurabilă S 

funcție simplă măsurabilă (în raport cu o măsură Radon) v. funcții și 
mulțimi măsurabile (în raport cu o măsură Radon) f 

functie slab u-integrabilă v. integralele Dunford; Gelfand; Pettis . 

funcție slab u-măsurabilă v. funcţie măsurabilă în raport cu o măsură 

funcţie subarmonică, o funcţie u : Q — R, unde Q este o mulțime des- 
chisă, în planul complex C, care satisface condițiile următoare: a) u(z) < % 
pentru orice ze Q; b) u este superior semicontinuă,; c) Pentru orice mulțime 
compactă Kc 9 şi orice funcţie reală k e C(K) astfel încît A să fie armonică 


pe k și k>u pe ðH, rezultă h>u pe K. Este suficient ca această condiție 
să fie îndeplinită pentru funcții 4 de forma h == Re f, unde f este un polinom 
C-analitic. Funcţia u= — oo se consideră subarmonică. Orice f.s. este mărgi- 
nită superior pe orice mulțime compactă a lui Q. Subarmonicitatea, este o pro- 
prietate locală: u este subarmonică pe Q dacă și numai dacă pentru orice z € Q, 
u este subarmonică pe o vecinătate deschisă a lui z în Q. 

Teoremă. Dacă u este subarmonică pe 0 şi dacă p este o măsură Radon 
pozitivă şi cu suport nevid pe intervalul închis 1 = [9, e], e > 9, atunci, pentru 
orice ze Q., are loc inegalitatea 


ijai y | uz + re) 46 dulr), (=) 
Zmyu(Ie) 0 Ie 


unde Q, : =(zeC|d(z, GQ) > e}, d fiind distanţa, euclidiană. Invers, dacă u 
satisface condițiile a) și b) și dacă, pentru orice e > 0 și orice z€ O, există 
o măsură, Radon pozitivă pe Z, cu suport conținînd puncte în intervalul semi- 
deschis (0, e] şi astfel încît să fie verificată inegalitatea (+), atunci u este sub- 
armonică pe Q. 
Printre măsurile Radon pozitive pe J, utile în acest context se remarcă în pri- 
mul rînd măsura, Dirac în punctul s şi măsura p dată de du(r) = v dr. În primul 
caz, inegalitatea, (+) se scrie (pentru z€ Qe) sub forma 


gjat (ug + ce?) d9,- 
27 9 


iar în al doilea caz 


u(z) < (0) dia(0), 


ms? an 


unde à; este măsura Lebesgue în C. Folosind inegalitatea (+) în această ultimă 
variantă se obține, de exemplu, în cazul (Q conexă, că orice f.s. vu — 0 pe 
Q este local integrabilă. Iată acum cîteva proprietăți generale de stabilitate 
ale f.s.: 1) O funcție u e C?(Q) este subarmonică dacă și numai dacă Au =0i 
în particular funcţiile armonice sînt subarmonice. 2) Dacă (ue peste o 
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familie de f.s. pe Q și dacă funcția u: = sup u; satisface condițiile a) şi b) 
(de exemplu, dacă mulţimea 7 este finită), atunci u este subarmonică pe Q. 
3) Dacă {uy}, en ste un șir descrescător de f.s. pe Q, atunci w: = infu 
este subarmonică pe Q. 4) Dacă funcţiile zu sint subarmonice pe Q, atunci 
u+v este subarmonică pe Q; de asemenea, dacă u este subarmonică pe Q și a 
un număr real > 0, atunci au este subarmonică pe Q. 5) Dacă q este o funcţie 
convexă crescătoare pe dreapta reală R și dacă punem q(— co):== inf p, atunci 
pentru orice f.s. 4 pe Q, funcţia pou este subarmonică pe Q. 6) Pentru orice 
funcție olomorfă f pe Q, funcțiile log | f | și | f|”, a > 0, sînt subarmonice pe Q. 
?) Dacă Q este o altă mulțime deschisă în C și o : O — Q o aplicaţie olomortă, 
atunci, pentru orice f.s, u pe Q, funcţia wog este subarmonică; în particular, 
dacă ọ este izomortism analitic, u este subarmonică dacă și numai dacă og 
este subarmonică. Proprietatea de invarianță a subarmonicității prin izo- 
morfisme analitice permite definirea, f.s. pe orice suprafață riemanniană,. 
Anume, dacă X este o suprafață riemanniană, o funcție u: X — R se numește 
subarmonică dacă, pentru orice hartă locală }:U >C a lui X, funcția uo di 
este subarmonică pe mulțimea deschisă (U) în C (și este suficient ca această 
condiție să fie îndeplinită pentru hărțile 4 aparținind unui atlas structural al 
pai X}. (M.J) 

funcție J-etajată v. funcție măsurabilă 

funcție 7-simplă v. funcție măsurabilă 

funcție tare p-mäsurabilă v. funcție măsurabilă în raport cu o măsură 

funcție total măsurabilă Fie T o mulţime nevidă, € un clan de părți ale 
lui T, E un spațiu Banach și T corpul scalarilor (reali sau complecși). Vom 
numi funcție total C-măsurabilă (funcţie total măsurabilă în raport cu €) sau 
f.t.m. o funcție f: T — E care are proprietăţile: 1) Există AeC cu pro- 
prietatea, că f(t) = 0 pentru orice 4 A (dacă € este algebră, această condiție 
este superfină); 2) Există un șir (fam de funcții C-etajate cu valori în E care 
converge uniform la f. De exemplu, dacă € este c-aigebră de părți ale lui 
T şi E =T, f.t.m. sînt exact funcţiile C-măsurabile mărginite. Se observă că 
Op(0) =: T — E |f este total E-măsurabilă) este spațiu normat cu norma 
||£|| = suptilfi]| je T}. Acum vom presupune în plus existența unui trib 
ereditar X de părţi ale lui T. De exemplu, putem Ina X% = {Ø}. Dacă (T, 7, u) 
este un spațiu cu măsură, putem lua O = mulțimea părților u-neglijabile. 
Vom nota în acest caz O = Y(u). O funcţie f: T -E se numeşte funcţie 
“H-aproape total E-măsurabilă sau funcție aproape total măsurabilă dacă, există: 
a) O funcţie g: T — E care este total C-măsurabilă; b) O mulțime Me 
astfel încît f(t) = g(t) pentru orice tM. F.t.m. sînt mărginite, pe cind func- 
țiile aproape total măsurabile nu sint mărginite (sînt mărginite a.p.t.). Mai 
precis, putem introduce pentru orice funcţie f: T — E expresia || || o, y = 


= inf{A{f,M)| MEX}, unde A(f, M) = sup(|| fë) || |te TNM}. Se arată 
că dacă f este o funcție O-aproape total C-măsurabilä, avem || f lo, y< 
și există Me ss. ~ încît lilo, o = A{f, M). Pentru X = {Ø}, funcţiile 
total C-mäsurabile coincid cu cele X-aproape total C-măsurabile. Se arată că 
Mg (C, N) = {{:T —E |f este -aproape total C-măsurabilă} este spațiu 
seminormat cu seminorma || f ||, y: Dacă (T, 7, p) este un spaţiu cu măsură 


și X tribul mulțimilor p-neglijabile, se notează || f ||. = II ll. Se mai foto- 


sesc următoarele notații: jif ||, = ess sup f (supremul esențial al lui f) = 
= vr, max f {vrai max f) = ad. max f (adevăratul maxim al lui f) = p— supi, 
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Fie acum f: T >R. O astfel de funcție poate lua eventual şi valori infinite. 
Vom numi deci şi în acest caz o funcţie f: T —R funcție -aproape total 
E-măsurabilă, definiţia fiind aceeași ca înainte, numai că se înlocuiește E cu R. 
Să considerăm din nou o mulțime nevidă T, un clan @ de părți ale lui T şi 
spaţiile Banach X, E, F astfel încît X —> Q(Ẹ, F) (ie. X se scufundă în 
2(E, F}, v. variație; cvasivariație; semivariație). Vom considera o funcție 
f: T — E care este total C-măsurabilă şi o măsură aditivă m: € — X care are 
semivariație finită (relativ la scufundarea X => PIE, F)). Fie{fn}n un șir de 
k 


funcții C-etajate care converge uniform la f. Pentru fiecare fa = y Pa 2 
= 
definim 


k 
fyn dm = Și m(4:) zi 


i=1 
Prin definiție, \ f dm = lim f În dm. Se arată că această limită există și nu 


LLĂ 
depinde de şirul ales {fn}. În particular, dacă E = F = X =T şi scufundarea 
este cea obișnuită (v. variație; cvasivariație; semivariație) cerința ca m să fie 
cu semivariație finită revine la faptul că m să fie mărginită. În particular, 
dacă C este tribul mulțimilor boreliene ale unui spațiu topologic T și f: Tal 
este funcție măsurabilă Borel mărginită (resp. funcție continuă cu suport 
compact) iar y, este măsură scalară mărginită definită pe borelienele lui T 


(resp. măsură scalară) putem defini în acest mod | f du. Dacă p este și numă- 


rabil aditivă, integrala aceasta coincide cu integrala Lebesgue abstractă 
sau cu integrala Bochner. În același cadru de lucru, putem considera o mă- 
sură m: 6—X, aditivă cu semivariație finită relativ la scufundarea X «> (E, F) 
şi în plus m(4) = 0 pentru orice A din X, unde X este un trib ereditar. Atunci 


putem defini integrala lui f în raport cu m, | fm, ca fiind egală cu | gdm pentru 


orice funcție g care este total O-măsurabilă și pentru care există M e X astfel 
încit g{¿) = f(t) pentru orice t M (definiția este coerentă). Acum vom con- 
sidera că măsura m: E = X —> L(E, F) este numărabil aditivă și cu variație 
finită (deci cu atit mai mult cu semivariație finită), Efectuăm prelungirea 
măsurii finite |m |: @ -R, (v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un 
clan) şi obținem măsura p: F> R. +, unde 7 este g-algebra mulțimilor u-măsu- 
rabile. Vom lua drept X mulțimile p-negiijabile. Atunci, o funcție “Y-aproape 


total măsurabilă este m-integrabilă Bochner și avem ţ fn = (Bochner fdm. 


(Z.C.) 


funcție uniform continuă Fie (X, %) şi (Y, V} două spaţii uniforme. Se 
spune că funcția f definită pe X cu valori în Y este uniform continuă dacă 
BAE a împrejurime VeV există o împrejurime Ue% astfel încît 
(Fix), fiw)) e V pentru orice (x, y)e U. Orice f.u.c. este continuă. (in raport cu 
ds i d generate de structurile uniforme considerate). Prin particulari- 
zarea spaţiilor uniforme ce intervin, se găsesc diversele variante de continu- 
itate uniformă dintre care cele mai des întilnite sînt cele în care atît X cit şi Y 
sînt spații metrice sau sînt spaţii liniare topologice. Dacă {X, d) și (Y, o) sînt 
spatii metric functia f este uniform continuă dacă și numai dacă pentru orice 
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e > 0 există 7 > 0 astfel încît p(f(2),f(y))sse de îndată ce d(x, w)ssn. Dacă 
X și Y sînt spaţii liniare topologice aplicaţia f este uniform continuă dacă și 
numai dacă pentru orice vecinătate V a originii în Y există U o vecinătate 
a originii în X astfel încit x — ye U => f(x) —f(v)e V. Ultimele două afir- 
matii se iau de obicei drept definiții pentru continuitatea uniformă în spații 
metrice, respectiv în spaţii liniare topologice. Fie X un spațiu topologic com- 
pact şi pe X structura uniformă, compatibilă cu topologia spațiului. Fie (9,7) 
un spațiu uniform. Funcţia f este uniform continuă dacă și numai dacă pentru 
orice împrejurime V e Y există o acoperire deschisă {G}, .... Gața lui X astfel 
încît pentru orice 4€(1,...,n) și pentru orice z,yeGi; rezultă (ta), fie V. 
Orice funcție continuă definită pe spațiul compact X, cu valori în spațiul uni- 
form Y, este uniform continuă. Se spune, pe scurt, că orice funcție continuă 
pe un spațiu compact este uniform continuă. Funcţia f(x) = x? definită pe R 
și cu valori în R este continuă dar nu este uniform continuă, (Gâ.Gr.) 

funcţii hiperbolice, funcțiile ch, sh, th, cth, numite respectiv cosinus 
hiperbolic, sinus hiperbolic, tangentă hiperbolică, cotangentă  hiperbolică și 
definite prin: 


1 1 
ch x= 3 (ez + e-t}; shy = — (et? — e7); 
Zet z -z 
th, geR:; cthr= TET, 140, xeR. 
et 4- e-z ez — e-t 


Denumirea este legată de faptul că ecuațiile parametrice ale hiperbolei 
x? — y? == | sînt x= ch $; y = shź, precum și de o anumită analogie a pro- 
prietăților acestor funcții cu proprietățile funcțiilor trigonometrice. Astfel, 
au loc relațiile: 


ch? x — sh? x = 1; ch(x + y) =chxchy + shxshy; 


d 
sh (x + y) = sh zchy-t+-chashy; Se at 


xX 
d d 1 d 1 
— sh x = chy; — thx K cth x Lă 
dz da chê z. dx sh? x 


Se consideră de asemenea și f.h. inverse. Astfel ch: [0, co) => fi, œ) este in- 


versabilă, inversa ei fiind funcția arch y = În (x + 4%? = T), numită area 
cosinus hiperbolic. Apoi: 


arsh x = In (x +478 7 l) xeR; 


1 1 
arth x = a an z „Xe (— 1,1); 
2 l— x 
1 H 
aA E = in FE, xel—c, —1U(1,c0). 
2 s= 
Pe domeniile precizate, derivatele acestor funcții sînt respectiv: 
1 i 
arch x = ~= i| £ arsh ¥ = aj 
dx REZ — 1 dx Ja +1 
A ati pna a A poti pe aia 
dz 1— z? dx l— 22 
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n. prez litice de văaria- 
F.h reale prez ate si t restri tiile la R ale unor functi ana itice de o 1a 
ent sin stric © ) 
bilă com »lexă notate și numite la fel, definite prin aceleași formule (ae C , 
c J: E] ? 
său a suma unor serii de pu t > 
O ateri 
C S 


chz= X) ET BISE Qn +1)! 


n=0 


i le specifice: 
Se regăsesc proprietățile precedente, precum şi unele sp 
e Tegăise: |" $y i 
chiz = cosz; shiz=i1sina,; 
chz = cosiz; shz = -18510 17. 


i ij iperbolici (Gh.Gr}) 
i i introduc și fancțiile area... hiper k 
Folosind lojasi aius COR n iš 10, 1] = R funcţia identic egali ci pia 
i gi eg ia ra: [0,1] >R prin ra{x) = sgn (sin 270%). AS i 
orice n 


= z e 0, — r a jaci ste 1 SETI! 1 și r (x) =9 
r(x) = l dacă 7 est EI } (2) a 1 dacä ze te in ȘI 
da Ă 4 = a — ADOL, ol) = 1 dacă x es te in 0, mer Y (2) = — 1 dacă 
C ; 2 2 , p i, al ) „fa 
J in 40: Faţă) = 1 dacă x este în |7? z) r(x) = — Íl dacă xeste 
á aii ( 4 2 } ( ) ' i 2 4 
a == = te (x) =] 
n 1 Y, = 0da = 0, —> emoy 1. in ge eral, om avea Yy 
i ( a ) ȘI 2() dacă x s Y i 
n i- ? = — Í dacă x este în SR aa) ) 
L cu t par, rn(x) ste 
dacă x estei [ 
pi ar nde pentru n fixat, t poate lua valorile Ñ 2y 3, .... 2 ) și Tal) =0 
cu t Rp (u s 


o = 1. Funcţiile ry se numesc £.R. Sistemul {F n}n 
dacă s= 0, 77> gpl Za 
e i te complet, unde p este 
i în spatiul L2(4), dar nu es let, t 
ea pia arar Gai LN ER. formează un sistem pA 
ia tii dă ea orice alegere a numerelor intregi po e v ns a 
PTE a “legare a intervalelor Ip Ip =- Ip ale drep 
şi pen 


k 
(fre l0, Dirnt ETe î= 12) TI Me, H trap E Lo bar 
B LX , ni 


i=l 


n di A siile 
j cuaţii diferențiale Funcți 
ii i inite cu ajutorul unor ecuații (iiet dsr pe 
Eain e erat soluţii particulare ale unor bd i pci a 

speciale sînt ar adesea în probleme de fizică ate le A cuțit Bee 

ri Pic Bass de speta întii şi de indice vi solui 

ag” I la y?) w = 0, definite cu ajutorul seriilor 

pw” + zw + e 


00 (— DE E pe 
Ie) = ORT +Hre+y+DL2 


e (— WE ( F. | 
Iota) = DIR Te +UTe-—v+Dt2 


Atit z cât şi v sînt în general numere complexe. 
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2) Functia Bessel de spefa a doua (sau functia N 


eumann); soluție a ecuației 
lui Bessel, definită prin 
2) cos zy — J-,(z : 
Nda = Dle = 00 suge, 
sin rv 
3) Funcţii Bessel de speta a treia (sau funcții Hankel); soluţii ale ecuaţiei 
lui Bessel, definite prin 


HPH) = Jala) HINI), HP) = Ja) — iN). 


m 


4) Functii Bessel modificate; soluții ale ecuației zw” rw’ — (3% 1-v2) ap = 0, 
i 


definite prin 7,(2) = e d Jliz). 
5) Functii Bessel normale; soluții ale ecuației zw” + (1+ 2») w + zw = 0, 
y 
definite prin P(2) = F{v + 1) (=) Tyli 
z 


6) Funcţiile Airy: soluții ale ecuației lui Airy w” + 2 zw = 0, definite 


-eE eE 


dale) =Z Ee k y3 J 6 BD) 


7) Polinoame Legendre; soluții polinomiale ale ecuației ({1 — x$) yy 4 
-+ k{k + l)y = 0, date de formulele 


; l— x 
ZOET li ta 
Pute = li +1. = T 


unde F(x, B, y, z) este seria hipergeometrică, soluție a ecuaţiei lui Gauss. 
8) Polinoame Jacobi: P{>™®; soluții polinomiale ale ecuației 


(= APE E AYY + kp tgkt DU PU yan 
(pentru p = g = 0 se obțin polinoamele Le 
se pot scrie cu ajutorul seriei hipergeom 

1 2)... -- = 
peo = PEIES Cii pføtgtrtn= ept] =). 
2 


prin 


gendre). Ca și polinoamele Legendre, 
etrice 


1 A : 
Pentru parmi se obțin polinoamele Gta), numite polinoame 
Gegenbauer. Un caz particular îl reprezintă polinoamele  Cebisev T(x) = 
1 


(=F "a 
2, 4, su, 2k 
n ph (3), 
1.3... (2k — i) 


9) Polinoame Hermite: soluții polinomiale ale ecuației y” — 2xy'+2ny = 0, 
“finite prin Haz) = (~ 1)? e” e7 2), 


: COS (k arccos x) = 
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10) Folinoame Laguerre: soluţii polinomiale ale ecuației xy” + (à + 1.25 
— xy + ny =—0, definite prin 


LO (a) = a? ezite, i 


Sînt legate de polinoamele Hermite prin relațiile: 


1 1 


2 i 0 II 
Hala) = (HPI (02), Hala) = (— PRH (a°) (AH) 
funcții și mulțimi măsurabile (în raport cu o măsură Radon). Fie T un 
spațiu local compact separat, p. o măsură Radon pozitivă pe T şi F un spațiu 
topolagic. O funcție f: T > F se numește funcție p-măsurabilă (funcție mă- 
surabilă în vapori cu măsura Radon p) dacă pentru orice compact KaT 


există o mulțime p-neglijabilă M&K şi un șir {Ka} de compacte cu U Ka= 
i că 


= KNM, astfel încât restricția lui f la Ky este continuă pentru orice număr 
natural n. 3 


Teorema lui Luzin. Dacă T și F sint, ca mai sus, atunci J este u-măsurabilă, 
dacă și numai dacă pentru orice compact Ac T şi orice c> 0 există un com- 
pact K€ K astfel încit (KNK) < œ şi restricția lui f la K, este continuă. 
O mulțime Ac 7 se numeşte u-măsurabilă (sau măsuvabilă în raport cu p} 
dacă o, este u-măsurabilă (aici F = R). Orice mulțime închisă și orice mulțime 
deschisă, este p-măsurabilă. Dacă 4 c T, atunci A este p-măsurabilă dacă, și 
numai dacă pentru orice compact K&T, mulțimea A fK este p-integra- 
bilă (v. spaţii ?(p) și L2(u) (în raport cu o măsură Radon)). Dacă f: T => F 
este măsnrabilă, rezultă că f-1(4) este u-măsurabilă pentru orice mulţime 
deschisă sau închisă A. l 
Principiul localizării. Fie f: T — F. Se presupune că pentru orice punct 
¿din T există o vecinătate Vz; a lui £ care este p-integrabilă și există o funcție 
u-măsurabilă ge: V+—„F cu proprietatea că f(x) == gu(x) pentru orice x 
din Va Atunci f este p-măsurabilă. b 

Dacă A este o parte p-măsurabilă a lui T și F un spațiu topologic, vom con- 
sidera o funcție f: 4 —-F și vom spune că f este w-măsurabilă dacă există 
un element x din F cu proprietatea că funcția 4: T — F, definită prin A(t) = 
= f(t) dacă £ este în A și k(t) =x dacă £ este în TM, este de asemenea 
u-măsurabilă, (în sensul definiţiei anterioare). Definiţia nu depinde de x. 
Fie F un spaţiu topologic metrizabil. Pentru o funcție f: TF, următoa- 
rele afirmaţii sînt echivalente: 1) f este u-măsurabilă; 2) a) Pentru orice 
bilă închisă (sau deschisă) Be F, mulțimea f(B) este p-măsurabilă; b) Pen- 
tru orice compact KT, există o mulțime HcF, H cel mult numărabilă 
și o mulțime u-neglijabilă McK astfel încît JUN M)e E. (Aderenţa se 
caiculcază în F.) 

Teorema lui Egorov. Fie F un spațiu metrizabil, fa : T — F un şir de funcții 
-măsurabile și f: T —F o funcție. Se presupune că lim Jali) = fit) local 
apt. tot în raport cu p. Atunci: 1) Funcția f este w- măsurabilă ; 2) Pentru 
orice mulțime compactă He T şi orice e >0 există o submulțime compactă 
KicK cu proprietatea (NN) < e și astfel încît toate restricţiile func- 
țiilor fa ln K, sînt continue și fn converge uniform la f pe K, _ 

În nceluşi context (deci F spațiu metrizabil) o funcţie f: T — F este u-măsu- 
rabilă dacă şi numai dacă peniru orice compact Keo există, un şir {Enja 
do funcţii gp! T — F care sint funcţii etajate p-măsurabile sau funcții simple 
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k 

p-måsurabile (i.e. fiecare gn este de forma gy = Y paai cu EF şi A; 
i=1 


mulțimi u-măsurabile disjuncte) astfel încît ga —f u-a.p.t. pe K. Dacă spa- 
ţiul T este spaţiu 6-compact, șirul gą poate fi ales astfel încit gn >f a.p.t. 
(v. prelungirea măsurilor Radon). (7.C.) 

funcții trigonometrice v. funcția exponențială 

funcţii Walsh Definim două funcții pe mulțimea numerelor naturale N 
cu valori în mulțimea numerelor întregi pozitive N y {0}. Mai intti, fie L:N = 
Nu {0}, L(n): = [loga n], unde [x] reprezintă partea întreagă a numărului 
real x. Apoi, să fixăm un număr întreg pozitiv i, Definim funcția 64: N N y {0} 
prin 0;(n) = 0 dacă i > L(n), iar dacă issL(n), 0;(n) este dat în cele ce 


Lin) 
urmează. Știm că n se dezvoltă diadic în mod unic sub forma n = y ai2t, 
i=0 
Lin) 
unde a; sînt egale cu 0 sau cu 1. Atunci 0;(n) = a;. Așadar, n = X 6;(n) 2. 
î==0 


Reamintim că am notat cu yp funcțiile Rademacher. Acum putem defini 
£.W. ca fiind funcţiile din șirul {wn}n dat în cele ce urmează. Prin definiție, 
Wa = Yo Și w, =r; Dacă n>2, prin definiție, 


Definiție echivalentă: din nou w= rọ; apoi să luăm nl. Avem 
n = 214-272 4 + 2*2 (unde p depinde de n) cu m, >m, >... > mp 30. Cu 
alte cuvinte, scriem dezvoltarea diadică a lui » reținînd numai termenii nenuli. 
Atunci, prin definiție, wy = Ymyl mapi Ymp Ex.: Să luăm n=6 sisă 
construim wę după cele două definiții. Avem: 6 =1.-234+ 1-2140- 20, deci 
L(6) = 2, 0p(6) = 0, 0,(6) =1, 0,(6) =1 şi (6) =0 pentru i= 3, 4,... 
Atunci, după prima definiție, avem we = ra: (7971) = vara. Pe de altă parte, 
avem 6 = 2? -+ 24, deci m, = 2, m, = 1 şi D= 2. Aşadar, we = rara după 
a două definiție. Iată primele nouă £.W.: wg = 7o; hi pai Wg = 
= alui Wa = Pai Wy = F37]; We = Vata; WI = Yatati; Wg = 4. Avem relațiile 
Wery = YkpWi, valabile pentru k=0,1, 2, ... și (pentru k fixat) i=0,1, ..., 2¥— 1. 
În particular, Wor = Yey deci sistemul f.W. cuprinde sistemul funcțiilor 
Rademacher. De altfel, sistemul f. W. (du) este un sistem ortonormal 
complet în L?{u), unde u este măsura Lebesgue pe [0, 1]. Mai general, 
sistemul f. W. este complet în L?(u), 1sp < co, şi formează bază: Schauder 
fn spațiul L?(u), 1< p< oo (pentru notații v. spații LP). {I.C.) 
funcțiile lui Baire O funcție f :[a, b] = R este de clasă Baire zero dacă 
este continuă pe [a, b]; este de prima clasă Baire dacă nu este de clasă zero 
dar se poate reprezenta ca limită, a unui șir convergent de funcții de clasă 
zero pe [a, b] (aici intră, între altele, derivatele funcțiilor derivabile, funcțiile 
<u variație mărginită și funcțiile semicontinue pe fa, b]). Dacă f nu este nici de 
clasă zero nici de prima, clasă, dar se poate reprezenta ca, limită a unui șir con- 
vergent de funcții de prima clasă, atunci f se numește de a doua clasă Baire (aici 
întră funcția lui Dirichlet, egală cu zero în punctele iraționale şi egală cu 1 în 
punctele raționale). Presupunind că am definit funcţiile de clasă Baire n — 1, 
funcția f este considerată de clasa n dacă este limita unui șir convergent de fun- 
ţii de clasă m — 1. În acest fel se obțin toate funcțiile de clasă Baire finită. 
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Dacă f nu este de nici o clasă Baire finită, dar se poate reprezenta ca limită 
a unui şir convergent de funcții de clasă Baire finită, atunci f este conside- 
rată de clasa œ (prima clasă transfinită). Funcţiile de clasă o + 1 sînt, prin 
definiţie, limite de șiruri convergente de funcţii de clasă œ, fără a fi đe vreo 
clasă mai mică sau egală cu œ. Fie g un număr ordinal de clasa a doua. Să 
presupunem că am definit f.B. de orice clasă inferioară lui æ. Funcţia f este 
de clasă Baire œ dacă nu este de nici o clasă inferioară, dar se poate repre- 
zenta ca limită de funcţii de clase inferioare lui a. După cum se vedc, clasele 
Baire pot fi numere ordinale de prima sau de a dona clasă. Procedeul nu permite 
însă definirea funcţiilor de clasă Baire Q (cel mai mic număr ordinal de puterea 
continuului), Într-adevăr, oricare ar fi șirul {fyn} de £.B., unde indicele clasci 
Baire a lui fy este numărul ordinal gp < Q, există un număr ordinal y mai mare 
decit toate numerele aa(n = 1, 2, ...) și care este de asemenea de a dona clasă; 
rezultă că dacă {fa} converge, limita f va aparține unei-clase Baire de indice 
cel mult egal cu y < Q. Toate £.B. sînt măsurabile Lebesgue. Mulțimea, f.B. 
are puterea continuului. Orice funcție de clasă a se poate reprezenta ca limită 
de funcții mărginite, de clasă inferioară lui a. Suma, diferența, produsul și 
raportul (dacă funcția, de la numitor nu se anulează) a două f.B, de clasă a 
sint £.B. de clasă «. Limita unui șir uniform convergent de f.B. de clase mai 
mici sau egale cu « este of.B. de clasă mai mică sau egală cu œ. Prin 
compunerea. unei f.B. de clasă mai mică sau egală cu acu o f.B. de clasă 
mai mică sau egală cu f se obține o f.B. de clasă mai mică sau egală cu 
a + B H. Lebesgue a demonstrat că oricare ar fi numărul ordinai 
a < Q există funcţii de clasă Baire a. Tot el a arătat că pentru ca o funcție 
7 să fie de prima clasă, Baire este necesar și suficient ca mulțimile { xlas st, 
f(x) > A}, {x|a&x sb, f(x) < A) să fie de tipul borelian Fo. O teoremă 
fundamentală a lui R. Baire afirmă că funcția f este de prima clasă Baire 
dacă și numai dacă restrieția lui f la orice mulțime perfectă nevidă admite 
cel puțin un punct de continuitate. D. Preiss a arătat că orice funcție de a 
doua clasă Baire este limita unui șir de derivate finite (și chiar mărginite). Cea 
mai mare parte a consideraţiilor de mai sus rămîne valabilă și pentru funcții 
reale de mai multe variabile reale. Concomitent cu definiția constructivă pe 
care am prezentat-o, se pot introduce f.B. și pe cale descriptivă, axiomatică, 
globală, în felul următor: Familia f.B. este cea mai mică, familie care conține 
toate funcțiile continue și care este închisă față, de procesul de convergență, 
Pentru funcții reale definite în spațiul euclidian avem echivalență între £.B. 
si functiile boreliene. În spaţii topologice mai generale, această echivalență 
nu se păstiează.. De exemplu, dacă X este un spațiu metric conex conținînd 
cel puțin două puncte iar Y este spațiul format din elementele 0 și 1, unde 
singurele mulțimi deschise sînt (0), {1} şi (0, 1}, singurele funcții continue 
definite pe X, cu valori în Y, sînt funcția identic egală cu 1 și funcţia iden- 
tic nulă, deci acestea vor fi și singurele f.B. Însă, fixînd un element a în X, 
funcţia egală cu | în a și cu O în rest este o funcție boreliană, fără a fi 
f.B. În general, orice f.B. este boreliană, dar nu şi reciproc, (S. 4.) 
funcţiile lui Haar, sistemul de înncții reale definite pe (0, 1] prin: XD =; 
y@ = 1 dacă 0t< 1/2, —1dacă 1/2 < ¿< 1 şi 0 dacă t = 1/2; yP) = ZA 
dacă 2k — 2/21 gt < 2k — 1/22, —AJ2n dacă 2k — 1/2" <i<2k]20+, 0 în 
celelalte puncte din [0, 1], ke {1, 2, ...., 223. Sistemul precedent se scrie ca 
un șir prin %ı = 1; Xm = E pentru m = 2" + k, I&RS2”, me(2,3,...), 
neNu (0). Sistemul {Xm}m formează bază necondiționată în toate spațiile 


este bază Schauder în C[0, 1]. 


i 
I1? -, p>1. Sistemul gi %m(2) a») 
[0.1] ? o sl me{2, 3, ...) 


{Ch.Gr:} 
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funcţionala lui Minkowski v. funcțională 

funcţională, funcție definită pe un spaţiu liniar X sau pe o parte a lui X, 
su valori în corpul scalarilor spaţiului X. F. fiind cazuri particulare de opera- 
tori, noțiunile de f. aditivă, f. omogenă, f. liniară se obțin din definițiile date 
pentru operatori. Se numește f, subliniară, o funcție reală p definită pe un clin 
E şi avind proprietăţile: 1) p(x + y)sp(3) + p(y) Vz,yeE:; 2) px) = 
= f(x) VAz0, Vaze E. Se numește f. supraliniară o funcție reală q'definită 
pe un clin E astfel ca funcția —g să fie o f. subliniară. Dacă A este o sub- 
mulțime absorbantă a unui spaţiu liniar X, atunci funcția p4 definită pe X 
prin pa(x) = inff >0 | xe pA} se numește f. lui Minkovski asociată lui A. 
Dacă mulțimea absorbantă A este şi convexă, atunci pa este o f. subliniară, 
(R.C.) 

funcțională analitică Fie st = st{(C”) spațiul funcțiilor analitice întregi 
pe C”, înzestrat cu topologia convergenței uniforme pe mulțimile compacte 
(față de această topologie (0%) este un spațiu Fréchet), O f.a. u este, prin 
definiție, un element al dualului lui s((C2), deci o funcțională liniară și con- 
tinuă pe (0%). Funcţionala u se spune că este suportată de mulțimea compactă 
K dacă pentru orice vecinătate w a lui K există o constantă Ca astfel ca 
|u(J) |S Co sup |f|, fe A. Se notează cu s(K) spaţiul f.a. suportate de K. 


[7] 
SA(X) are în mod natural o topologie de spațiu Fréchet. Pentru orice f.a. 
u se definește transformata Laplace prin formula (4) = uzlet), te Cr. 
Are loc următoare caracterizare a funcţiilor întregi ce sînt transformate La- 
place de f.a. : 
Teorema P6lya-Ehrenpreis-Martineau. Funcţia M(() analitică întreagă este 


transformata Laplace a unei f.a. 4 suportate de mulțimea compactă K dacă 


pentru orice ò > 0 există o constantă Cp astfel ca | M() |< Ca exp (Zz(0) + 
+ 8 ||) pentru orice Ge C”, 
Aici Hg este funcția de sprijin a înfășurătorii convexe a lui X. În general, 
pentru o f.a. u nu există o cea mai mică mulțime compactă care să o suporte. 
Dar dacă ue AJ(R2), atunci acest compact minimal există și se numește 
suportul lui u. F.a. prezintă importanță și pentru că, local, orice hiperfuncție 
este sumă de f.a. (v. hiperfuncții). (G.G,) 

funcțională biaditivă v. operator biaditiv 

funcțională hiliniară v. operator biaditiv 

funcţională hermitiană, funcție p: XxX —T, unde X este un spațiu 
liniar cu scalari în corpul I (al numerelor reale sau complexe), cu următoarele 
proprietăți: 1) W(x, y) = w(y, x) (bara indicînd numărul conjugat); 2) plar + 
+ By, 2) = aglr, 2) + Bh(y, 2), Ya, BET. Se spune că of.h. 4 este pozitiv 
definită dacă p(x, x)20, Vze X. Dacă y este o f.h. pozitiv definită, atunci 
pentru orice elemente y, y ale lui X avem | (x, y) [2< W(x, 2) ply, y), numită 
inegalitatea Cauchy-Bumiahovshi-Schwarz. Dacă X este un spațiu liniar nor- 
mat iar p: XxX =T o f.h. și dacă există un număr p>0 astfel ca 
lesny iseli lol), Vz,yeX, atunci p se numeşte f.h. mărginiră. 
{R.C.) 


funcțională (o)-continuä v. operator regulat 
funcțională (w)-continuă v. operator regulat 
funcțională (0)-mărginită v. operator regulat 
funcțională pozitivă v. operator regulat 
funcțională regulată v. operator regulat 


generator infinitezimal (al unui semigrup de operatori) v. semigrup de 
operatori 

genul (unei suprafețe riemanniene compacte) v. divizor 

germen v. prefascicol, fascicol 

gradient v. analiză vectorială, integrare pe o varietate riemanniană orien- 
tată. 

graficul unui operator v. operator închis 

grup cu un parametru de difeomorfisme v. fibratul tangent 

grup de coomologie v. coomologia fascicolelor 

grup discret v. latice de perioade 

grup fundamental v. omotopie 


grup Lie, o varietate diferențială G de clasă C* înzestrată cu o struc- 
tură de grup astfel încît aplicaţia G XG 3 (x,y) > syteG să fie de clasă 
C”. Ex.: 1° Grupul aditiv RPXP ~ RIM al tuturor matricilor reale de tip 
nxm. 2° Grupul liniar general GL(n, R) =1A e RP? ~ Rr? |det A0} 
cu înmulțirea de matrici uzuală. 3 Grupul liniar special SL(n): = {A €e 
e GL(n, R) |det A = 1}. £ Grupul ortogonal O(n): ={4 e GL{n, RIAA = 
= I}, unde A este transpusa matricii A. P Grupul ortogonal special SO(n): = 
= (A e O(n) det A = 1}. (M.J.) 

grup Lie complex, o varietate complexă G înzestrată cu o structură de 
grup astfel încît aplicația GxG a {x, y) > syleG să fie olomorfă. Ex.: 
1° Grupul aditiv PX? C* al tuturor matricilor de numere complexe de 
tp nxm. 2° Grupul liniar general GL (n, C) = {4 e Cnxn m C” | det A #0} 
cu înmulțirea de matrici uzuală. 3° Pentru orice latice [F în C?, torut 
complex F: C*/L este un g.L.c. (M. J) 

grup propriu discontinuu Dacă M este o varietate complexă, se numește 
automorfism al lui M orice izomorfism analitic $: M — M. Automorfismele 
lui M formează, un grup, notat Aut(M), avind ca înmulțire compunerea. Un 
punct ae M se numește punct fix al unui automorfism k e Aut(M) dacă k(a) = 
= a. Se numește grup de automorfisme pe M orice subgrup al grupului Aut(M), 
Fie G un grup de automorfisme pe M. Pentru orice punct xe M, mulțimea 
Ga: = (g(x) |geG) se numeşte orbita lui G care trece prin punctul x; două 
orbite ale lui G sau coincid sau sînt disjuncte. Mulțimea tuturor orbitelor lui G 
se notează, prin M/G. Se spune că grupul de automorfisme G acționează liber 
pe M dacă identitatea lui M este singurul element din G care are puncte fixe. 
De asemenea, se spune că G este un g.p.d. (sau că G acționează propriu discon- 
tinuu pe M) dacă, pentru orice pereche de mulțimi compacte K, L c M, 
mulțimea (geG |g(K)NL#ÆØ} este finită. 
Teoremă. Dacă grupul de automorfisme G acționează liber și propriu discon- 
tinnu pe M, spațiul cit M/G are o unică structură complexă pentru care 
aplicația canonică 7: M — MJG este olomoriă. Ex.: Fie I o latice în C” și 
G: ={gy| yer} unde gy este translația C? 3zi—> z+ yeC”. Atunci G 
este un grup de automorfisme care acționează liber și propriu discontinuu pe 
C”; varietatea complexă cît C#/G coincide cu torul complex C%/I. (M.J) 
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grup topologic, grup G în care este dată o topologie în raport cu care apli- 
cația (x, y) — xy a lui GXG în G este continuă. Într-un g.t. G, pentru 
orice a e G, aplicațiile x — ax, x — xa, x > ax, x — xa™ sînt homeomorfisme 
ale lni G pe G. Dacă “B este o bază de vecinătăți ale unității g.t. G, atunci 
familiile {xB | Be B) şi {Bx | Be B) sint baze de vecinătäți ale punctului 
x (xB ={xy | ye B)). Fie V familia vecinătăților unității e şi pentru fiecare 
Ve fie 


Vs ={{x, y9) arie V} Va = {(x, y) | ystre V). 


Familiile W; ={V; | V = V} şi Wa = {Va | V = Y} sint atunci baze de 
împrejurimi pentru două structuri uniforme X, și Ug, ambele compatibile 
cu topologia g.t. G. Aceste două structuri uniforme coincid dacă grupul este 
comutativ sau compact. (Gh. Cr.) 

grup topologic local compact v. măsura (Radon) Haar 

grupul caracterelor unui grup comutativ Fie G un grup comutativ local 
compact. Se numeşte caracter pe G orice aplicație nenulă u: G — C, care este 
continuă și multiplicativă, i.e., u(st) = u(s) u(t) pentru orice s ṣi fin G. Se arată 
că |4(s5) | = 1 pentru orice s în G și w(2) = 1, unde e este elementul unitate 
în G. Mulțimea G a caracterelor lui G formează grup față de operația “v = w, 
unde w{s) = u(s) v{s), s în G. Fie u măsura Haar a lui G, Atunci să notăm 
prin Rep(G) mulțimea reprezentărilor nenule și continue V: Li(u) — C. Rea- 
mintim că Li(u} este privit ca algebră grupală (v. algebră grupală) și atunci 
o reprezentare a algebrei L'{u) în algebra C este o aplicație liniară şi multipli” 
cativă V:Li(u) = C, Rezultă că există o aplicație bijectivă Q: G — Rep(G) 


Poti 


definită prin Qiu) = V, urde V(f) = ro u(s) du(s) (aici Fe Li(y) este clasa 


lui fe £!{u) și definiția este coerentă). Se arată că Rep(G)e {x": Li(u) > 
— C |ă' este liniară, continuă și !x'i{= 1}. Putem considera pe Rep(G) 
topologia indusă de topologia slabă de dual c((Li(u)), L(u)). Prin transport, 


obținem topologia t pe G, pentru care un sistem fundamental de vecinătăți 
ale caracterului ug este dat de toate mulțimile de forma 


(ue 


unde e parcurge mulțimea numerelor strict pozitive, iar {fi} „peste o familie 


i] 
ro (u{s) — mo(s)) dus) j < €, ier} 
| 


finită arbitrară de elemente din i(u). Se arată că + coincide cu topologia t’ 
a convergenței uniforme pe mulțimile compacte ale lui G. În topologia 7, 
un sistem fundamental de vecinătăți pentru caracterul “g este format de 


toate mulțimile de forma fuel | las) — uols) | < e pentru orice s în K}, 
unde e parcurge mulțimea numerelor stiict pozitive iar K mulțimea tuturor 


părților compacte ale lui G. În plus, grupul G cu topologia t (sau 7”) este un 
grup topologic local compact separat comutativ. Se arată că G este compact 


dacă și numai dacă G este discret. Putem deci considera grupul topologic al 
caracterelor lui 6, pe care îl vom nota prin Ê. 

Teorema lui Pontriaghin. Grupurile G și â sînt izomorfe algebric și topologic 
prin aplicația V:G a, definită prin D(x) = X, unde X (u) = u(x), pentru 
orice caracter u din G. 
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Pe G se consideră topologia descrisă anterior pe g.c.g.c. (aici pe grupul 

í €.g.C. pul carac- 
terelor lui G), Ex.: Luăm G = R” cu structura de grup aditiv, Măsura Haar 
este măsura Lebesgue. Se arată că grupul G este izomorf cu Ĝ = R”, după cum 
urmează. Un prim exemplu de izomortism este T: R? — G: Toy = (Yi Yg 


eu Yn)) = Tye G, unde Ty{x = (#1, Zg ors 20)) = eil”, Am notat <x, yy = 
= Kyi F XaYa + --. + Zayn (este produsul scalar obișnuit în R”). „Compli- 
eind“ puțin acest exemplu, vom lua, pentru un număr real nenul fixat a, 
izomorfismul următor: T®: R” ê, Tâ(y = sa = Tae 
j up > (9 = (Yo Yz = Yn)) = TpeG, unde 

Ti) = e . (C) 

grupul liniar general v. grup Lie 

grupul modular v. funcție modulară 

grupul ortogonal v. grup Lie 


hartă complexă v. varietate analitică complexă 

hartă reală v. varietate diferențială 

hiperfuncție, cea mai largă clasă de funcții generalizate localizabile; ele 
au fost introduse de M, Sato și se pot defini în mai multe moduri. Cea mat 
simplă definiție se bazează pe noțiunea de funcțională analitică. Dacă Q este 
o mulțime deschisă și mărginită în R”, spațiul h. pe Q, W(Q) este, prin defi- 
nitie, (QAN); aici (Q) este spațiul functionalelor analitice purtate 
de Q, iar s4'(3Q) cele purtate de 39. Se defineşte astfel un prefascicol Q — 
-> 3 (4) care se dovedește a fi un fascicol, fascicolul h. pe R”, Cealaltă cale 
de a defini h. pornește de la ideea de valoare la bord a unei funcții analitice. 
În cazul n = 1, dacă Z este un interval din R, este natural să considerăm, 
pentru orice vecinătate œ din C a lui I, G(wN1)/O(w). Se constată că acest 
cît nu depinde de alegerea vecinătății œ a lui Z şi se notează B(]), h. pe I. 
Intnitiy o astfel de h. nu este decît saltul la trecerea prin J a unei funcții olo- 
morfe în vecinătatea lui 7. Generalizind la n > 1 se constată, că apar cituri 
mai complicate, dar care au o interpretare coomologică în termeni de coomo- 
logie relativă; după Sato, B(0) = HA(U, O) cu Q mulţime deschisă în RP, 
U deschis de olomorfie astfel ca U NR” = Q. Dacă se utilizează izomorfismut 
dintre acest grup de coomologie și H”(UY, W, O), unde Ô este fascicolul germe- 
ilor de funcții olomorfe pe C”, U deschis de olomorfie în C”, U NR? = Q 
lar (U, W’) este o acoperire relativă a lui (U, UN Q} de forma: U = (Ug Upe 
m Un) Vo U, W = (U. Un), iar Uz = UntzeC?, Im zÆ#0} 

j=1 


= ];..; 


"n 
se găsește că P(Q) = O(U n (CNR)”) X O(U,, ARE: n); aici s-a notat 
i 


su U, dusă no n = UNU NUza nUan m. NUn, deci o interpreiare con- 
cretă, în termeni de funcții olomorfe. Orice h. apărind ca o secțiune a unut 
fascicol, se poate defini natural suportul său. Faptul remarcabil este că 
fascicolul h. este flasc, î.e. orice h. definită pe un deschis se poate prelungi la 
intreg spațiul (fapt ce nu se întimplă cu distribuțiile, în general). Tot atit de 
remarcabil este faptul că cele două definiții, cea coomologică și cea prin func- 
tionale analitice coincid (fapt evidențiat de Martineau). Alegînd alte acoperiri 
relative se obțin alte reprezentări „concrete“ ale h. Astfel, dindu-se n + t 
vectori nenuli din R”, Yj,- nu cu proprietatea că reuniunea semispa- 
ților mi ={ye R”, (y, m) > 0} acoperă pe RNIU) și considerindu-se 
acoperirea, (V, Y’) a lui (U, UN Q) (cu U vecinătate complexă a lui Ñ, și 
domeniu de olomorfie), VY = (Vo Vy cc Vapp V = (Vp -o Vapi) unde 
Ya = U, V; = U N(R” + inb), j= 1, ... n, se găsește că 


n+i i 
L = A owa wrr | OV ea b enf, oun + 1) 
j=1 1Sj<j<n+1 


unde Ty este conul MAN... nata Any Mz Nap Fiecărei funcții 
olomorfe p în U n(R*” + iT) i se atașează h. valoare la bord-bp(ẹ) după 
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conul deschis I în modul următor: se aleg vectorii Tu a Ana astfel ca 
P | 1 caste A =e A y Pia 

Li = Ny N a N mayasă fie inclus în T și se consideră h, definită de func- 
viile pje OU A(R? Fi), j= Lun + 1, unde d, == ep IT sie = 1, 
după cum orientarea bazei mp, o, nay & Imi R” este pozitivă sau negativă, iar 
tb = 0 pzntru j= PI + L H. definită de cele (n + 1) funcții (P Pos- 
i Vana) (ep IT L0, -=e 0) nu depinde de alegerea vectorilor Ni ee fina ȘI 
se mai notează (x + î1'0). Moriismul òp: O(U A(R” + ir0) = BA) este 
anjectiv, Are loc următorul rezultat, care justifică considerarea h. ca valori la 
bord de funcții analitice: Dacă Q este o mulțime deschisă din R2, U un do- 
ueniu de olomoriie din C*, U AR” = Q și foh. în O, atunci, dacă Fe owa La 
sint conuri convexe deschise din R” cu proprictatea că dualcle lor Ti TŁ 

pispis 


acoperă pe R? (aici pa = (me RP, < E, q> > 0 pentru be T,)), există funcții 
m 
olomorfe e; e O(U N (RR? + if) j = La, m, astfel ca f = y pi lx +il;0) = 
j=1 

kii 

== X br, (93). H. se pot deriva și inmulți cu funcții analitice reale: ele sînt deci 
j=l 

diuc adaptate categoriei analitice. Aceste definiții se extind la varietăți anali- 
tise reale. H. s-au dovedit un instrument extrem de util în studiul ecuațiilor 
diferențiale cu coeficienți analitici şi in probleme de analiticitate ridicate de 
fizica, teòretică. (G. G.} 

hiperplan v. varietate liniară 

hiperpian de sprijin v. varietate liniară 

hiperplan închis (într-un spaţiu liniar topologic), hiperplan care este o 
niulțţime închisă. Fie X un spaţiu liniar topologic real. Dacă f este o functio- 
nalä liniară nenulă definită pe X iar A un număr real, atunci hiperplanul 
H = (ae X |f{x) = A} este o mulțime închisă dacă și numai dacă functionala 
J este continuă, Dacă A este o submulțime (nevidă) convexă şi deschisă a lui X 
sar E o varietate liniară în X, disjunctă de A, atunci există un h.î. H disjunct 
<de A şi care conține E. Dacă A şi B sînt două submulțimi (nevide) convexe, 
deschise și disjuncte, atunci există un h.d. H ={xe X |f(a) = A} astfel ca 
Ac{xexX f(x) <A) și Ba{xeX |f] > z} În acest caz se spune că 
H separă strict A de B. Dacă X este un spaţiu local convex, separat, real, A 
o submulțime (nevidă) convexă şi închisă iar B o submulțime (nevidă) convexă 
ŞI compactă astfel ca AN B = Ø, atunci există un h.f. care separă strict 
Ade B. {R.C} l 

hipersubspațin v. spațiu liniar 

hipersuprafață diferențiabilă, subvarietate diferențiabilă a lui R” de di- 
mensiune z — 1. O submulțime S a lui R” este o hipersuprafață de clasă CE, 
Isksoo, dacă şi numai dacă pentru orice punct ae S, există o mulțime 
deschisă U 5a în R” și o submersie fe C*(U) astfel înctt SnU =/1(0). 
Notăm că, în această situație, spațiul tangent geometrie la S în punctul a 
este dat de 


T(S)seom — f> = (Xp n Xn) E R? 5 xi ar. (a) = o) 
i ĉr 


{7. spațiu tangent geometric). În cazul n = 3 se spune suprafață diferențiabilă 
în loc de h.d, (M. J.) 
homeomorfism v. functie continuă 


ideal v, algebră 
ideal al unci latici booleene v. reprezentarea laticilor booleene 


ideal maximal v. algebră 

ideal nenul v. algebră 

ideal propriu v. algebră 

idealul lui Cartan v. spaţiu C-analitic 

identitatea lui Euler v, funcţia y% 

identitatea unui obiect v, categorie 

ieșire v. sisteme dinamice comandate 

imagine directă inelată v. modul pe un spațiu inelat 

imagine inversă iînclată v. mcdul pe un spațiu inclat 

imaginea inversă (a unci forme diferențiale) v. formă diferenţială 
(pe o varietate diterențiabilă) 

imaginea inversă (a unui fibrat vectorial) Fie M și N două varietăţi dife- 
rențiabile de clasă C”, ọ e CHM, N) şi F un fibrat vectorial de clasă C" peste N. 
Li. alui F prin ọ este fibratul vectorial, notat p*F, cu proprietățile următoare: 
1) Pentru orice punct x e M, (p*F)e = {x} x Fata ca spaţii vectoriale (struc- 
tura de spațiu vectorial pe mulținica (4) x Fota) fiind cea furnizată de at 
doilea factor); 2) Dacă (fy, -.--, fp) este un reper local al lui F, atunci {e}, ..., ep) 
este un reper local al lui ọ*F, unde e;(x): = (x, fi(p(x))) pentru orice punct 
xe M astfel încit q(x) să aparţină domeniului reperului (fi, =- fp) Astfel 


E  g*F =((x,0e MXF lea) = rev) 


şi, în fapt, q*F este o subvarietate diferențiabilă de clasă C” a produsului 
direct MXF. (M.].) 
imaginea unei măsuri printr-o aplicație Să considerăm un spaţiu cu mä- 
sură (7,7, u), un spațiu măsurabil (S, $) şi o aplicaţie (7, c5)-măsurabilă 
: T => S. Imaginea măsurii u prin aplicația p este măsura p(u): $ — Ry 
definită prin p(u)(4) = u(p-1(4)). Se obține astfel spațiul cu măsură (S, <, 
p(u)). Mai gencral, dacă € este o o-algebră de părţi ale lui T și p: € =R} 
este o măsură numărabil aditivă, vom considera o aplicaţie (€, c5)-măsurabilă 
p: T = S. Definim şi în acest caz măsura p(u), prin p(u): = p(p**), unde 
u** este extensia măsurii p (v. extensia măsurilor pozitive definife pe un clan); 
numim și în acest caz pe p(u) imaginea măsurii p prin aplicaţia p. Notăm 
cu T corpul scalarilor (reali sau complecși) și considerăm o funcție f: S — R. 
(sau T} care este p(u)-integrabilă, Atunci rezultă că funcția fop este p-inte- 
grabilă și pentru orice A € $ avem 


ro ate(u)) )) = ţ /(pled) dula) 
A p(A) 
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(teorema schimbării de variabilă). Vom presupune în plus existența unui spațiu 
cu măsură (S, S, v) cu proprietățile: a) Yes; b)v(4)=0= lu) (4) = 
= a (i.e. ply) este absolut continuă în raport cu y pe d’; c) Măsura v este 
ai acd, d a p(v) este total c-finită. În aceste condiții există o 
suncție ep: —[0, co) care este v-măsurabilă si cu propriei "că, pentr 

spala a Aa Ş proprietatea că pentru 


4 PA) 


Aici p este o derivată Radon-Nil i i 
E A 5 F -Nikodym a lui p(u) în ri 2 hin 
bării de variabilă (variantă)) ; v. şi tea A alipi de iar dl (ne speta 
grala Lebesgue). (7. C.) a aa 
imagini de măsuri Radon Tie u o măsură Radon pozitivă po spaţiul local 
la a separat T și XA un spaţiu local compact separat. O aplicaţie u-mitsu- 
rabi A a — X se numeste aplicație u-proprie (san aplicație proprie în vapori 
ri E ) dacă pentru orice mulţime compactă KEX mulțimea, rr) este u-integra- 
bilă și pentru orice funcție continuă, numerică f cu suport compact pe X functia 
for este esențial p-integrabilă, 7 maginea măsurii u prin w este măsura, Radon 


pe X, notată, prin x(u)(f) şi definită prin z(o)(f) = to) de(t) pentru orice 


funcție continuă numerică, f cu suport compact pe X. Pentru orice functie 
f C mua ; f ia 
ri ui li =R (sau un spațiu Banach), a spune că f este escutial 
z(u-intograbilă este echivalent cu a spune că for este esențial p-integrabilă. 


În acest caz, avem ro dv(2) = f Jiri) du), uade v = z(u). Dacă z = 


= At — A este o măsură Radon oarecare i i i 

S Ă are imaginea prin m a lui 4 este 
(A) = 70%) — nO) ete. (7.C.) E ilie 
imersie v. spațiu tangent 


tri 


e i ă i č 
indexul unui drum, numărul na(2) = 2 e uude 7 este un drum 
PIPERA > | kos E a jA A m S d | E 
i rul mot și închis în C, ZE supp A = (AZ) [ze [0, Uj. Se face precizarea 
că malz) este indexul (sau indicele) drumului A în raport cu z. Numirul nalz) 
ca întreg, funcția z = nalz) este olomorfă, local constantă, (constantă, pe orice 
domemü inclus în ON supp à) iar dacă z aparține componentei conexe nemău- 
sinite a lui CN supp 2, atunci na{z) = 0. Dacă, spre exemplu, à este drumu} 
A ate ae, r> 0, atunci paz) = 1 dacă |z—a|<rși malz) = 
F iacă lz— a |> y. Dacă kelf) = a + rekni, unde k este număr întreg 
atunci =s ă |z — i 
c Tal) k dacă lz—a! < r Siny, (2) = 0 dacă | z — a | >r. (Gh. Gr.) 
a iragaten lui Banach Fie f:[a,b] =R o funcție reală continuă. Să 
i tăm m = in “fla) | x € [a d]; Şi M = sup (fi) | xefa, E]. Atunci, pentru 
rice y e (m, M], mulțimea de nivel F(y) = (a ela, b] |f(a) = y} este nevidă 
Definim fancția pozitivă N:[m, M] > Ru prin N(9) = card F{y) dacă F(y) 
este finită şi N(y) = co dacă F(y) este infinită. Funcţia N este măsurabită 
în raport cu măsura Lebesgue pe [m, M] şi se numește î.B, Teorema lui Banach 


ag ma iai i H : ’ j 
asupra Îuncţiei indicatoare afirmă că avem ATEAN NO) dy = V (f) 
2 


Ja 


Cu alite cuvinte, integrala i n š v . 
aiia Total A i gr la iB. in raport cu măsura Lebesgue este egală cu 
aria otală a funcției (putind fi eventual infinită), (l. C.) 
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indicatoarea unei mulțimi v. funcția caracteristică a unei mulțimi 

inducția matematică face obicctul unei teoreme (sau axiome) care afirmă că 
dacă o mulțime M de numere naturale conține pe | și, odată cu n, conține pe suc- 
cesoruln+ lallni n, atunci M este mulțimea tuturor numerelor naturale, (S. M.) 

inecuații variațtionale de evoluție Fie f: R” — R” o submulțime convexă 
si inchisă în R”, O functie xeli T] = R? se umește soluție a iv.e. definită 
de f și K dacă x(t)e K pentru orice teli,, T], x este absolut continuă și 


< a(t) — jilt) x) — y > 0 


apt în [fy T] pentru orice ye K. Aici <, > este produsul scalar uzual în 
R?, Cind K = R”, v este soluţie a î.v.e. definită de f dacă și numai dacă, x este 
soluție a sistemului de ecuații diferențiale definit de f. Se demonstreazá că 
dacă f este lipschitziană, atunci pentru orice ze K există o soluție unică 
a iv.e. definită de f verificînd (9) = xo O generalizare la cazul infinit dimen- 
sional (inecuaţii variaționale parabolice) este următoarea, Fie V, H un cuplu 
áe spaţii Hilbert reale astfel încît V este dens în H și VcHcry*, V* este 
dualul, ncidentificat cu V al lui V iar inctuziunile sînt în sens algebric și topo- 
logic. Tic A: V = V’ continuu astfel încât (Au, v) = (u, 40) pentru orice 
u veV şi (Au, u)>0o || u |, o> 0, pentru orice ue V; s-a notat cu (...) 
functionala biliniară de dualitate dinire V şi V*. Fie mE KYE, închiderea lui 
K în spaţiul X, şi fe L2(0, T, H). Se demonstrează că există, şi este unică, 
ue C(0, T, H) astfel încît u(0) = to u{te K apt. în (0,7), 


Var (6) e 1200, T, H) (w() + Aul) — jlt), u(t), o) <0 


a.p.t. în (0, T) pentru orice ve K. (A. H.) 

inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz v. funcţională hermitiană 

inegalitatea lui Bessel v. spațiu Hilbert 

inegalitatea lui Holder v. spații L? 

inegalitatea lui Jensen Fie (T, J, p) un spațiu cu măsură probabilistică 
şi fi £ = R o functie p-integrabilă. Fie ṣi ICR. un interval deschis cu pro- 
prictatea că f(7)<I, precum şi o funcție convexă F:I — R. Se presupune 
că funcţia compusă Fof: T =R (definită prin (Fo AU) = FU) pentre 
orice i din T) este p-integrabilă. În aceste condiţii are loc i. J.: 


F (ru) < (Eon du, unge $ agez. U.C) 


inegalitatea lui Minkowski v. spații L” 
inegalitățile lui Cauchy Dacă f este o funcție olomorfă pe discul deschis 
|lz—a]|< R, unde a este un punct din planul complex C și R un număr 
real > 0, atunci f admite dezvoltarea Taylor f(z) = y an(z — a)”, valabilă 
n0 
pe întreg discul | z — a | < R. Coeficienții an în această dezvoltare se calcu- 
lează prin formulele 


(2) 1 A 
PE „ac Re | n dz 0<r< R, n20, 


nl 2vi 
şi, în particular, satisfac i, C, 


M 
an |S — , unde M = su | fiz) |; 
lan |< Fa pP, pă | 
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aceste inegalităţi sînt deci semnificative numai cînd f este mărginită pe 
discul |z — a| < R, ie. numai în cazul M <œ. 0 consecință imediată a 
î.C. este 
Teorema lui Liouville. Orice funcție întreagă și mărginită este o constantă. 
Dintre aplicaţiile teoremei lui Liouville menționăm aici teorema fundamentală 
a algebrei: Fie P(3) = z” + a-l... + an un polinom de grad n, cu coeficienți 
numere complexe. Dacă n > 1, ecuația F(2)= 0 are cel puțin o rădăcină, (M.7.) 

inel (de mulțimi) v. clasă de mulțimi 

inel Boole Un inel (4, +, -) se numește i.B. (sau i. boolean) dacă orice 
element x din A este idempotent, i.e. x? = x. Rezultă că A este comutativ și 
x + x= 0 pentru orice x din A. Dacă € este un clan de părți ale lui T, atunci 
E devine ib. cu operațiile: 4 + B: = ANB)U(BM)=A4AB şi 
A-B=ANB pentru orice A, B în E. Elementul zero (pentru adunare) 
este Ø. Dacă € este algebră de părți ale lui 7, atunci inelul de mai sus devine 
î.B. cu unitate (element neutru la înmulțire), unitatea fiind T. Un iB. 
(4, +, :) cu element zero 0, care are element unitate T devine algebră Boole 
cu ordinea dată de xg y: < xy = x. Anume, cel mai mic element este 6. 
cel mai mare element este T pentru fiecare y din A punem x* = T- x. 
Avem atunci xAY = ay și Vy =x + y + xy pentru orice x,y din A. 
Reciproc, dacă (A, <) este algebră Boole, ea devine iB. cu unitate punînd 
x t y= (xV y*) V (y Aa”) şi ay = xAy; elementul zero este 0 şi ele- 
mentul unitate este T. Aşadar, noțiunile de algebră Boole şi i.B. cu unitate 
sînt echivalente, (7. C.) 

inel ereditar v. clasă de mulțimi 

infimum v. mulțime ordonată 

integrabilitate Denjoy-Hincin Funcția f: I = R(R>I = interval) este 
integrabilă Denjoy-Hincin dacă există F:I — R absolut continuă generaji- 
zată în sens larg pe I astfel încît derivata, aproximativă a lui F este egală cu 
J a.p.t. pe I. Numărul F(b) — F(a) este, în acest caz, valoarea integralei Pen- 
joy-Hiucin a lui f pe Z = [a, b]. Orice derivată aproximativă este integrabilă 
Denjoy-Hincin. (S. M.) 

integrabilitate Denjoy-Perron Funcţia f:IcR =R este integrabilă 
Denjoy-Perron pe I dacă există o funcție F: I = R absolut continuă genera- 
jizată în sens restrîns pe Z, astfel încît a.p.t. pe Z avem F’ = f. Numărul 
F(b) — F(a) este, în aceste condiții, valoarea, integralei Denjoy-Perron a lui if 
pe I = [a,b]. Orice derivată este integrabilă Denjoy-Perron. Orice funcție 
f: IcR—1R integrabilă Lebesgue pe I este integrabilă Denjoy-Perron pe I 
iar cele două integrale sînt egale, Pentru funcţii pozitive i.D.P. revine la inte- 
grabilitatea Lebesgue. Dacă f: I — R este integrabilă Denjoy-Perron, există 
un subinterval ai lui 7 în care f este integrabilă Lebesgue. (S. M.) 

integrabilitate Riemann Fie f o funcție reală definită pe intervalul com- 
pact [a,b]. Fie A o diviziune a = XC AC em Căi Ce. Că =b alui 
Ta, bj şi fie Éo Ép, En astfel încît siS EiS xin pentru i = 0, 1,... n —1. 

—1 


n 
Să punem oA(f, &) = y FlEi) (ži — x. Funcţia f este integrabilă Rie- 
i=0 


mann pe [a, b] dacă există un număr real T astfel încît oricărui e > 0 îi cores- 
punde un număr 3(2)> 0 cu proprietatea că dacă v(A) = max | xil < 
Ogin- 1 
< ò(e) avem ca(f, E) — I| <e. Numărul I se numește integrala Riemann 
b a 
a lui f pe [a,b] și se notează cu | fix) da. I.R. implică mărginirea lui f pe 
tă 
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b i f 
[a, b]. Se arată că | flx) dx = m(b — a), unde m este un anumit număr cuprins 
a A N FA ră z A 
intre marginea inferioară ṣi marginea superioară a funcției f pe [e, è], iar dacă f 
este continuă pe [a, b], atunci există u în (a,b) astfel încît m == Fin) 
(formula de medie pentru integrala Riemann). O funcţie mărginită pe [a, b} 
este integrabilă Riemann pe [a,b] dacă și numai dacă punctele ci de discon- 
tinuitate formează o mulţime de măsură Lebesgue nuá (orttertul lui Lebesgue 
de i.R.). Definiţie echivalentă: Fie f mărginită pe [a, b] şi fie ms, Mi margi- 
nile interioară şi superioară ale lai f pe [x;, xi]. Să punem sa (f) = Emil xiy — 
— xi) și Sa) = XMilriu — xi). Funcția f este integrabilă Riemann pe 
[a, b] dacă fiecărui e > 0 îi corespunde Be) > 0 astfel încît dacă v((A) < (e) 
atunci SA (f) — sa (f) < e. Definim integrala Darboux superioară ca margine 
inferioară a mulțimii sumelor S {f} cînd A parcurge toate diviziunile posibile 
= Sa | 
ale lui [a ,b] şi o notăm | fi) dx. În mod analog, definim integrala Darboux 
ce a A 3 
inferioară a lui f pe [a,b] ca margine superioară a mulțimii sumelor s4 (f) şi © 
a 


b b A 
F(x) dx. Avem | Ji dz | f(x)dx, egalitatea producîndu-se exact 
a Dă 


notăm 4 
a 
atunci cînd f este integrabilă Riemann pe ia, b]. Definiţiile de mai sus ai 
extind la funcţii considerate pe închiderea unui domeniu mărginit, măsurabii 
Jordan din R”, diviziunile A fiind formate din domenii măsurabile Jordan 
fără puncte interioare comune; v(A) se defineşte în acest caz ca maximul dia- 
metrelor domeniilor care alcătuiesc pe A (S. M) f 
integrabilitate Riemann gencralizată Tie f: [e b] >R. Sistemul A = 
= (a = xo S Ep SAS... SrL ES yS oo San = è) este o diviziune 
intercalată a lui [a, b] compatibilă cu funcţia 8: la, b, >R, strict poz 
tivă dacă či -- xe < S(ë:) > xi — bi pentru orice gisan — 1 Fane 
f este integrabilă Riemann generalizat pe [a, b] dacă există „un număr real A 
cu proprietatea că fiecărui e > 0 îi corespunde o funcție strict Lila os 
3: [a, d] — R astfel încît, oricare ar fi diviziunea intercatată ` compati i AN 
8, avem [oa (Fi ÉT | <e (unde, (f,&) sint sumele riemanniene o ișnuite). 
Se arată că: 1) Dacă f este derivată finită pe (a, bl, atunci f este integrabilă 


b A 
Riemann generalizat pe [o, b] și F(b) — F(a) = (ra dz, unde F este o primi- 


tivă a loi f; 2) Dacă f este integrabilă Lebesgue pe fe, b], atunci f este inte- 
grabilă Riemann generalizat pe fa, 5]. Extensie în R” si la integrale Siieitjes, 
LR.g. este echivalentă cu integrabilitatea Denjoy-Porron.  (5.41.). 
integrabilitate Riemann pe un interval neccmpact Fie f: [a, b) — R (unde, 
eventual, b = -+ o0) integrabilă Riemann pe orice interval compact (a, c] cu 
€ 


a<c< b. Dacă lim \ f(a)dx există și este finită, egală cu I, funcția. 
Ch, cb ja Sp 


f este integrabilă pe intervalul necompact [a, b) şi notăm Î == \ fix) dx. 


RD finit ai iinr + 
Se spune despre această integrală că este convergentă. Dofiniții similare pentru 
S s de s á i are j 
intervale necompacte la, stînga (a, b! (unde, eventual, a = — 00). Pentru con 
vergența unei integrale pe un interval necompact se dau diferite criterii, de 
forma celor care sînt stabilite pentru convergența seriilor (v. și integrală im- 
proprie). (S. M.} 


INTE:GRABILITATE RIE MANN-STIELTJES 184 


integrabilitate Riemann-Stieltjes Fie f și g funcții reale definite pe intervalul 
[a,b]. Yiecărei diviziuni A: a = so< 4 Len L Xi L Xip L o L Xn = 
şi fiecărui şir de valori bo Bp-en n- cu proprietatea xS fi xi 0S 
n=l 
Sisu — 1, li se asociază suma s4 (f, 8, îi) = X HElelxis) — g(x). Func- 
f==0 
ţia f este integrabilă, Riemann-Stieltjes în raport cu g pe [a,b] dacă există 
un număr real 7 cu proprietatea că oricărui e > 0 îi corespunde un număr 
3(e) > 0 astfel încît din v(A) = max  |ăia — x| < (e) rezultă |7 — 
Oi 
= OA {f g, 8) |< z, oricare ar fi valorile É; satisfăcind inegalitățile indicate 
mai sus. Se demonstrează că dacă f este integrabilă Riemann-Stieltjes în raport 
cu g, atunci și g este integrabilă Riemann-Stieltjes în raport cu f pe [a, b]. 
(S. M.) 
integrala Bartle Fie T o mulțime nevidă, F o algebră de părți ale lui T 
şi X, E, F spații Banach astfel încît X => L(E, F). (v. variatie; cvasivariație ; 
semivariaţie), Fie, de asemenca, m: 7 — X o măsură aditivă. Pentru o mul- 


ime oarecare Ác T se defineşte ||| 4 jil = int {ňe r(V)| V e7, V>4}, 
și [I]: 2(7) — Ru are proprietatea că ||| A ||| = 7r, p(4} pentru orice 
A€. Se spune că mulțimea A este o mulțime m-nulă dacă |A ||| = 0. 


Dacă fa: T > E este un șir de funcţii, iar f: T E o funcție și există o mul- 
time m-nulă A astfel încît fa(£) z pentru orice £ în TNA, se spune că 


{fn converge la f m-a.p.t. În aceleași condiţii se spune că fn converge la f în 
m-măsură dacă in HI St, £) [I| = 0, unde Sin, £) = {eT ||| falt) — Ji) > 


> e}. O funcție P-etajată cu valori în E se numeşte functie simplă m-integva- 
bilă (aici P? =ţ4eT||llA ||| < co), Pentru orice funcție m-simplă f = 
n 


= y Pa;%i (cu Aie 7 mutual disjuncte și xi€ E) şi orice A e 7 se definește 
i=l 


3 fdm = 5 (m(A4;04)) (x) EF. O funcție f: T =- E se numeşte funcție 
zi 

integvabilă Barile (în raport cu m) dacă există un șir de funcții simple m-inte- 

grabile {fa}n cu proprietăţile: i) fa converge la f în m-măsură; îi) Definind 


pentru orice A €F, dn(4) = i n dm, obținem șirul de măsuri aditive Ag: 7 =F 
care are proprictatea: pentru orice se > 0 există 5 > 0 astfel încît, oricare 
ar fi Beg cu ||| B ||| < 8, are loc inegalitatea ||ia(8) ||< e pentru orice n 
natural; iii) Pentru orice e > 0 există 4,e7 cu ||| Ae l||| < co astfel încit, 
oricare ar fi Ge 7, Ge TNA, avem ||in(G) | < e pentru orice n natural. 
Se arată că dacă f este integrabilă Bartle în raport cu m, atunci pentru orice 
A e I există lim îa(4)e F (cu notaţiile de mai sus) şi limita nu depinde de 
n 


șirul {fn} Prin definiție, lim ñn{(4): = (Barte). Jdådm =i.B.a lui f pe A 
n A 


(în raport cu m), Dacă A = T, obținem (Bartle) fam = (Bartle)- (ram = 
T 


=i.B. a lui f. (I. C} 

integrala Bochner Fie 7 o mulțime nevidă. Vom considera X, E și F 
spații Banach astfel încît X e> P(E, F) (v. variație; cvasivariație; semivariație) 
Prezentăm cele mai importante tipuri de scufundare X «> (E, F). Tipul A: X. 
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= I’ = corpul scalarilor reali sau complecși și E = F, Un scalar x e F se iden- 
tifică cu operatorul Za: E > E, Talx) = xx. În cazul E = F = T regăsim 
integrala abstractă Lebesgue. Tipul B: X =F şi E=T. Un vector xe F 
se identifică cu operatorul Tg: I — F, Tela) = gx. Tipul C: E=X' şi 
F =I. Un vector xe X se identifică cu aplicația Tz: X =T, Tex’) = x), 
Tipul D: X = şi F = T. Un vector x'e X este o aplicație x’: E — F li- 
niară şi continuă. În toate cazurile vom integra funcții f: T = E și rezultatul, 
i.e. integrala, va fi în F. LB. clasică se obține în cadrul tipului A. În prima 
etapă vom integra funcții etajate. Fie € un clan de părți ale lui T și m: € — X 
o măsură aditivă. Pentra orice funcție C-etajată (v. funcție măsurabilă) cu 
n 
valori în Æ de forma f = y Pai definim integrala lui f în raport cu m prin 
i=1 


n 
{s dm: = y ml.) (xi). Definiția este coerentă (2 depinde de scrierea lui 


i=1 


n 
fin foma f= b3 gar) Vom serie, simplu, \ dm = y mA da. FE 
i=l iZi 
Egle) spaţiul vectorial al tuturor funcțiilor E-otajate cu valori în E. Am defi- 


mit deci aplicaţia liniară H: Eg(0) — F dată prin H(f) = 7 dm. În continuare 


ne vom ocupa de prelungirea, operatorului H la un spaţiu vectorial mai bogat 
decit €p(0). Acum vom presupune în plus că m: € — X este o măsură numă- 
rabil aditivă cu variaţie finită |m |: € — R}. Aplicind lui |m] procedeul 
general de extensie de la măsurile pozitive vom obține extensia sa w, deci vom 
iucra cu spațiul cu măsură {T, 7, u). Așadar EA = 1(im |} (pentru notații 
v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan). Definim seminorma 
Ni: Cg) > Re 


N, (/- X oar) = X im alel = ȘI ea hrill = 
i=l t=1 i=1 


E | LR 


Pentru n funcţie f: T — E, prin ||f || vom nota funcția, 7 i: 7 = Ra dată 
prin iif iHe) = IV]. Dn şir( fan din Eg(€C) se numeşte șir Cauchy (sir funda- 
menial ) în m-medie de functii Q-etajale sau simplu șir Cauchy (şir fundamental ) 
în medie de functii etajate ) dacă pentru orice e > 0 există n(s) natural cu pro- 
prietatea că oricare ar fi numerele naturale p, g>n(e) avem N,(/p — fa) < e- 
Prin definiție, o funcție f: T — E se numește funcție integrabilă Bochner în 
vapori cu m (sau funcţie m-integrabilă Bochner) o are proprietatea că există 
un şiri fan de funcţii din Cg(C) cu proprietățile: a) fa(f) — f(€) p-a.p.t. (deci f 
este u-măsurabilă); b) {/a}n este Cauchy în m-medie. Se arată că în acest 


caz șirul 4 \ fa dme este un șir Cauchy în spațiul Banach F și în acest caz i.B. 
n 


a funcției f în raport cu m este elementul din F notat prin | f dm sau (Boch- 


aer)-$/7 am și definit prin lim (ram. Definiţia este coerentă (nu depinde de 
” 
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şirul ales de funcţii C-etajate). Se mai serie și fo dm({ż) în loc de (ram. 


Cîteva precizări necesare. Dacă notăm PE {4e 7| u(4)} < BI = Rp i ea 
părților u-integrabile, atunci (v. extinderea măsurilor Vectoria e) m se f3 S 
la o măsură o-aditivă mi Îi X şi m, are variaţie finită, |m,| (4) = w ) 
pentru orice A e >. Se arată că funcțiile im-integrabile rela ie aep aa 
cu funcțiile m,-integrabile Boehner, în sensul că o funcție f: m Na Geh 
integrabilă Bochner dacă și numai dacă există un şir (fain de uncții 2-e aj = 
cu valori în E avînd proprietățile: a) fa(ż) zD u-a.p.t.; b) {fn}n este ș 
Cauchy în m,-medie. Atunci, pentru orice funcție f: T > E care Este minte 
grabilă Bochner şi pentru orice A e7, funcția paf este de asemenea p-ii 
tegrabilă, Bochner și, prin definiție, - 


| jdm: = (uram = | f) dm(d). 
A A 


Funcția de mulțime ms: F — F, mp(4) = |, f dm este o măsură vectorială 


numărabil aditivă absolut continuă în raport cu m (san în raport cu p) îi 
se numește integrala nedefinită a lui f. In plus, my este cu variație mărgini 


și | my |{T) = | if lau. (teorema de continuitate absolută a integralet nede- 


) ie f: D ricte ă este m-integrabilä pentru 
j . O funcţie f: T—E cu proprietatea că Paf es i 
iri € S “i E funcție local m-niegrabilă Bochner (san Junctie local 
integrabilă). O funcție f: T — E care este m-neglijabilă (sau u-negii jabilă) 
ie FA) = Op-a.p.t. este m-integrabilă Bochner. Se arată că o funcție f: T => E 
este m-integrabilă Bochner dacă şi numai dacă f este u-măsurabilă și LA li 
este u-integratilă. Vom nota Lkm) ={f:T = E |f este m-integrabilă). 7 
observă că de fapt avem £b(m) = Lh{p), în sensul definiției de la spaţii ZP. 
Vom numi pe Li(m) spațiul functiilor m-integrabile. Un subspaţiu al gi oste 
Nesim) =: T > E |f este m-neglijabilă}, unde prin funcţie m-neglijabilă, 
înțelegem funcție u-neglijabilă. (Aşadar, putem scrie My(m) == Nela), ve 
spații 12.) Spaţiul cît Cim) Hgin) se notează prin Li(m). Avem de fapt Lion) 
= LLa) (v. spatii L*). Deoarece Làm) este seminormat cu seminorma 
= beti ` $ 


fii | If idg, rezultă că Li(m) este normat cu norma fi— lif ih= 


i ouă x i arată că Li(m) este 
= (u7 | du, unde funcția fef este aleasă arbitrar. Se arată c pm] 


i iu Banach. (I.C. l 
it dea a curbilinie n i I. Ec. de primul tip. Fie DER o iei 
nevidă şi u: [a, b] — D un drum rectificabil. Considerăm și o funcție F: D B 
care este continuă. Drumul a generează funcția (crescătoare) de lungime 
lfa, b] > R, dată prin H¿) = lungimea restricției lui u la [a, t]. Atunci se 


poate defini integrala Stieltjes 


b 
ij Flat) dit) = | Flat, tlt), «o nlf) A), 


a 


| 


187 INTEGRALA DANIELL 


unde 4; sint componentele scalare ale drumului +. Această integrală sc notează 


prin} F(x, x% Xa) d] şi se numeşte i.c. de primul tip a lui F de-a lungul 
u 


lui u. Dacă u are derivată continuă, i.c. de mai 


sus se calculcazä ca integrală 
Riemann, fiind egală cu 


b 
à porma L onna aee 
| Flu (t), talt), -oos tal) VOEE E Ce FIDE dt. 
Bi 
X. Lc. de al doilea tip. Fie Dc R” o mulțime nevidă și 2: fa, b] + D un drum 
zectificabil de componente scalare Uis Ma so Up, Tie şi P, Pa Pai DR 
Și b 
funcții continue. Se poate defini expresia y | Pafu(t), talt), ae, ttn (t)) duil} 
î=1 9% 


n 
y Pilar Xz Xn} dxi şi se numeşte i.c. de al doilea 

u“ i=l 
tip a funcției vectoriale P = (7, Pa, a, Fa) de-a lungul drumului 4. Dacă 
drumul 4 are derivată continuă ultima i.c. se calculează ca sumă de inte- 
grale Riemann, fiind egală cu 
b 
a 


£ | Pater (P, ttal), o italt) VEE CE Ea) at. 
isla 


care se notează prin | 


Dacă D este deschisă şi dacă există o fancție diferențiabilă F: D — R astfel 
K „2F - i 

încît dF = X Pi dyr; (ie. 7 = Fi pentru i =L, 2, ..., 7), i.c este indepen- 
i=l oki f 


dentă de drum. Mai precis, dacă x și y sînt două puncte arbitrare din D și 


d: [a,b] — D, &:[«, B] — D sint două drumuri rectificabile cu proprietatea: 
Ala) = Sla) = x şi d(b) = (B) = y, rezultă că 


n n 
| y Pi dai -f y Pidzi. 
a i= ai= 


În particular, i.c. de al doilea tip este independentă de drum dacă D este 


eg E ; li P 
domeniu simplu conex, funcțiile P; sint de clasă C1 şi avem “= = 4 
dxi dx: 

pentru toți î73. (Z. C.) 
integrala Daniell (a doua metodă) Considerăm o preintegrată 7: L R 
(pentru notații și preliminarii v, integrala Daniell (prima mctodâ)). Vom efectua 
prelungirea lui 7 în două etape, anume întîi pentru funcții pozitive și apoi 


pentru funcţii oarecare. 
a) I.D. pentru funcții pozitive. Lutroducem pentru orice funcție pozitivă 
et al Iui f, anume mulțimea Tu(f) = 


finită f: T = R} subgraficul incompl f) = 
= (4, x) jte T, xe R, 0 < xsfţi)). Clasa de părți P =4TeU)NTale) f gE L, 
f, g pozitive şi f>g} formează un semiclan de părți ale lui FXR. Funcţia 
de mulțime p: 2 — R} definită prin U(Ce(ÎNLe(g)) = {f — g) este o măsură 
numărabil aditivă. Aplicăm acestei măsuri procedeele obișnuite, extinzind-o 
întîi la clanul generat de P (v. extensia măsurilor pozitive de la un semiclan 
la clanul generat) și apoi la tribul mulțimilor măsnrabile, cu ajutorul măsurii 
exterioare generalizate generată de u. Obţinem extensia lui u, anume măsura 


numărabil aditivă și completă u: 7 —> Ra, unde F este G-algebra mulțimilor 
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-măsurabile (obținute după prima etapă a extensiei, v. extinderea măsurilor 
pozitive definite pe un clan). Definim mulţimea L4 = {f: T o R4 |Tel) e 7}> 
>L} = {f: T => R; |fe L}. O funcție din L, se numeste funcție I-măsura- 
bilă Daniell pozitivă (sau functie măsurabilă Daniell pozitivă). Definim iD- 
a urei funcții fe Ly prin ÎU): = pTe({f)) si Î: La = Reste o extensie a lui | 
pe funcții pozitive, în sensul că Ï(f) == I(f) pentru orice fe Lu. Se arată că 
dacă f, g sint în Ly atunci fvg și JAg sint în Ly și I($ + g) = If) + dle) 
iar dacă a este un număr real pozitiv, atunci gfe L4 ṣi Î(af) = od (f}- 

b) LD. pentru functii cu valori reale extinse. Dacă f: T — R este o funcție 
reală extinsă, se spune că f este o funcjie I-măsurabilă Daniell (sau o funcție 
măsuvabilă Danieli în raport cu I) dacă f* şi f- sînt funcții I-măsurabile Daniel 
pozitive. Dacă, în plus, sau Î(J?) sau (f~) este finit, se spune că f este funcție 
I-măsurabilă Daniell care are integrală (sau funcție măsurabilă Daniell în vapori 
cu I care are integrală) și iD. a lui f este (J+) — IU). Dacă și Fgh) si 10) 
sînt finite, se spune că f este funcție I-iniegrabilă Daniell (integrabilă Daniell 


în raport cu I). Numărul 1(f) = (ft) — If) se numește în acest caz iD. 
a lui f. Spaţiul liniar reticulat 217) al funcţiilor I-integrabile Daniel! include 
pe L și funcţionala liniară L: £(I) = R definită ca mai sus extinde pe T. 
(U. C). 
integrala Daniell (prima metodă) Construcţia î.D. nu presupune existența 
unui spațiu cu măsură. Vom considera o mulțime nevidä T şi un spațiu vec- 
torial Le {f: T -- R} care este reticulat în raport cu ordinea punctuală 
(i.e. pentru orice f, g, din L, funcția f Vg = max (f, g) este de asemenea în L}. 
Vom numi preintegrală sau integrală elementară orice funcțională liniară 
I: L >R care este pozitivă (ie. I(f)>0 dacă f>0) și are . proprictatea 


© © 
că I ( y fa) = X I{ fa) pentru orice şir {fn}n de funcții pozitive din L astfel 


n=i n=1 
“O 
încît y fae L (convergența seriei este înţeleasă punctual). A doua proprietate 


iml 
este echivalentă cu proprietatea următoare: Pentru orice şir descrescător 
(nn de funcții pozitive din L astfel înctt fn | O (convergenta fiind punctuală) 
avem I(fn) | 0. Ex.: Vom considera o mulţime nevidă T, un clan © de părţi 
ale lui T și o măsură numărabil aditivă pozitivă și finită w: € — R}. Spaţiul 
reticulat L va fi spaţiul tuturor funcțiilor C-etajate cu valori reale. Preintegrala 
I:L—R se defineşte prin 


If) = (razi ie. [5 aga )= L aip{ds) 


i=l i=1 


(v. şi integrala Lebesgue abstractă, funcție măsurabilă). Revenind la cazul 
general vom considera o preintegrală I: L >R. Construcţia î.D. urmăreşte 
prelungirea preintegralei Z la un spaţiu vectorial mai mare decit L. Vorn efectua 
prelungirea lui I în două etape: 

a) introducem mulțimea L* = {f: T — (— oo, 00] | există un şir cres- 
cător {fn}n format cu functii fne L, astfel încît fa 1, convergența fiind 
punctuală}. Avem evident L* >L. Definim I* : L* — (— œ, œ] prin 7+(f) = 
= lim I(fn), unde {fn}n este ca mai sus (definiția este coerentă, valoarea 1*(5 
fiind aceeaşi pentru toate șirurile {fn}n). Se arată că 1* prelungeşte pe I 

b) Introducem mulțimea È = {f: T -R | pentru orice s> 0 există 
g.h în L* astfel încât ~h < f <& g ṣi I*(g + h) <s} Se arată că LoL şi 
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în plus, Î, are proprietățile: 1) Dacă f.g sint în L, atunci fV i 

A Ă RE, t ai jo , 8, JAeg şi + 
sînt în L (unde f + g este definită arbitrar în punctele unde suma nu are ud 
fiind de forma co — 00); 2) Dacă f este în L și o în R, atunci af este în Ë, cu 
convenția 0. co = 0); 3) Dacă {fn}s este un şir crescător în F, atunci lim fa 


este în Î. Definim J: E = prin Î(f) = inf (*(g) lgeL*, g>f}. Subliniem 
că Î(J) este finit. Fuucționala f are proprietățile: i) J este „liniară“ re 
dif £) = i (f) + In) si Haf) = a (f) pentru orice g în R și f, g în L; îi) Dacă 
Je L* și I*(f) < œ, rezultă că fe Ë și Î() = I*(f); iii) Funcționala f preiun- 
geste pe L. 

Orice funcție f din L se numește Junctie integrabilă Daniell în raport cu preinte- 
grala I, iar numărul (f) se numeşte i.D. a lui f.Pentru a studia legătura dintre 
iD. şi integrala obişnuită, se introduce mulțimea L, = {f:T >R | există 
an şir crescător {fa}n de funcții din Î cu fa ti}. Pe ÎL se introduce fane- 
ponala (care extinde pe /) dată prin Î,„(f) = I(f) dacă fe È ṣi I(J) = co dacă 
SEL. Prima, direcție. O i.D. poate genera o măsură. Anume, se dă preintegrala t 
astiel incit ore Le Atunci F ={A cT | pae Lo} este o o-algebră şi, functia 
de mulțime pr: 7 a Ri, pr(4) = I (pa) este măsură numărabil aditiră si 
completă, astfel încît o funcție u: T — R} este 7-măsurabilă dacă și numai dacă 
WE În. A doua direcție. O măsură poate genera o i.D. Anume, vom considera 
un spațiu cn miisură (T, 7, p) și semitribul € ={A €F |u(4)< oo) (care 
genercază spațiul vectorial L al funcțiilor C-etajate cu valori reale). Construim 

n y n 
preiutegrala Iu: L -= R, Iu (= y npa) = y siuļ{di). Atunci È = ilu) 
i=l i=] 


ív. integrala Lebesgue abstractă) şi avem (ael) =/du pentru orice f 


din L Cele două direcții sînt reversibile, în sensul că dacă pornim cu o pre- 

Atek ale T: L -R astfel iacit or E€ Lo și tormăra măsura uy, iar apoi formăm 
„rezultă pentr i truit i ala X al U 

Tu, uită pentru orice f din Le (construit pentru preintegrala, 7 ep că RE <= 


= aaa. (L. c.) 


„__ integrala de suprafață Fie HoR? o mulțime conexă compactă, măsura. 
bilă Jordan, cu interior nevid. Considerăm trei funcții continue f, g, hi: HR 
cu derivate parţiale continue pe interiorul lui H. Ele definesc funcţia vecto- 
zială T: H — R?, dată prin F(u, v) = (f(u, v), glu, v), h(u, v)), care este presu- 
pusă injectivă pe interiorul lui H. Presupunem, de asemenea, că pentru orice 
ju, 0) din interiorul lui H, cel puţin unul din determinanții A (4, v), B{u, v) 
Cà“, v} este nenul. Am notat: sai pr, 


ðg g Gh öl i 
(0) => (u, 0) £ (2, v) 1 (u, v) i 
au dv i eu ĝu 

Aju, v) = z | Blu, =] | 
ah | | óf af ! 
mias (u, v) — (u, v | Pa A s Ean j : 
(u E a | ue Ma teo) 

i os A i 

| 2 (u, v) Tin! 

u ĉu 
Cu, v) = | |. 
ÎE g i 
| 
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Imaginea lui T, ie. mulțimea S = {T (u, v) | (u, v) € H}, se numește suprafață 
(în formă parametrică). În cazul particular cind f(u, v) = u ṣi g{u, v) =v (în 
acest caz avem C(u, v} = 1) obtinem suprafata (în formă explicită). Mai precis, 
se consideră o mulțime compactă H ce 'R2, măsurabilă Jordan, cu interior 
nevid, și o funcţie continuă k : H — R cu derivate parțiale continue pe inte- 
riorul lui H. Atunci mulțimea S = {((x, y), A(x, y)) | (x, y)e H} este o supra- 
față (în formă explicită). Revenind la cazul general al unei suprafețe S în 
formă parametrică, vom spune că S are arie dacă există un șir crescător {I n}n 
de compacte cu proprietatea că |] Nn este interiorul lui H și astfel incit 
n 


sap ( $ VEAC DEF Eta DEF Cl 9 du d: = aria (8) < o. 
Hy 


Atunci aria (S) se numește aria suprafeței S (nu depinde de şirul (Han ales). 
Să considerăm în continuare o suprafață S care are arice. Fie mai întîi Ge RY 
o mulțime care include pe S şi o funcţie F: G — R continuă, I.s. de primul tip 
a funcțici F pe suprafața S este numărul 


(Fenaa: = 
5 


ss lim | | Fifu v), glu, v), hu, v)) Jia v) + (Bu, 09)? -+ (C(u, 0))2 du de 


n 


n 


(definiţia nu depinde de şirul {Hn}n ales). În al doilea rînd, să considerăm o 
mulțime GER? care include pe S și trei funcţii continue, F, Q, R:G >R. 
I.s. de al doilea tip a funcției vectoriale (F, Q, R) pe suprafața S este numărul 


i 


i F dy dz + Q dzdx + R dxdy: = 


= lim | | F(f(u, o), giu, v), hiu, o) Au, v) + 


Ha 
+ QUlu, v), atu, v), hia, 5) Blen v) + RU, v), gle v), leu, 0)) Clue, ») du dv 


(definiția nu depinde de şirul {H n}n ales). În cazul cînd S reprezintă frontiera 
unei mulțimi compacte măsurabile Jordan, cu interior nevid Deh?, se va 
alege ordinea parametrilor u,v astfel încît vectorul (A(u, v), B(u, v), C(u, vh 
să aibă sensul normalei exterioare la D în punctul {f{u, v), g(u, v), h(u, v)) (v. și 
integrare pe o varietate riemanniană orientată). (7. C.) 

integrala Dobrakov Fie T o mulțime nevidă, P) un semitrib de părți 
ale lui T, X tribul generat de Py, E, F două spaţii Banach şi m: Po — PE, F) 
o măsură aditivă care este numărabil aditivă în topologia operatorială tare 
(i.e. pentru orice xe E, măsura mg : Pa > F, definită prin mmg(4) = m(A)(x), 
este numărabil adiiivă.) O mulțime A e 3 se numește m-nulă dacă Mp, p(4}= 
= 0. O funcţie f: T — E se numește funcţie simplă m-integrabilă dacă este 
funcție P-etajată cu valori în E (aici P = {4 e P, | mp, p(4) < col. O func- 
ție f: T = E se numește funcție m-măsurabilă dacă există un șir (nn de func- 
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ţii simple m-integrabile cu proprietatea că fa(?) > Ste) pentru orice ț din T. 


În fine, spunem că un șir {Jn}n de funcţii fa: T — E converge m-a.p.t. la 
J: T ~> E dacă există o mulțime m-nulă A astfel incât falt) > J) pentru te TNA. 
© funcție m-măsurabilă f: T = E se numește funcție integrabilă Dobrakov în 
raport cu m dacă există un șir! fala de funcții simple m-integrabile care con- 
verg la f m-a.p-t. şi astfel încît familia de măsuri îm, ) tă fie uniform numă- 
rabil aditivă. Aici m, : 5 = F, ” 

k 


Mld) = | În dm = X m(4i nA) (xi) 


JA {=l 
k 


dacă fy = y Pati AE Po meE (unde Pa, este funcția caracteristică 
i= 


a mulțimii 4;). În acest caz, pentru orice A € 5. i.D. a lui f pe A este 


(Dobrakov)- | fdm : = lim fj dm. 
JA n 


Se arată că limita există și este uniformă în raport cu 4es. (L cC.) 
integrala esenţială (în raport cu o măsură Radon) Fie T un spaţiu local 
compact și u o măsură Radon pozitivă pe T. Pentru orice funcţie f: T — R, 


a š m + aA : . g 
integrala superioară esențială a lui f în raport cu g, notată prin | fdu, sau 


hd 
$ FIE) du(?), sau u*(f), este sup tu*(fog) | KET, K compact), Pentru orice 
parte A a lui T, definim măsuva exterioară esențială a lui 4, anume Etga 
notată prin u*(4). Se arată că dacă si este o familie de mulțimi u-densă (v. 
familie de mulțimi densă (in raport cu o măsură Radon)), avem pentru orice 


f:T >R} egalitatea g*{f) = sup în*(foz)|Ke st). În general u*(J)> 


* * 
>u*(/) Avem | fdu = fdp pentru o funcție f: T => R} în următoarele 


cazuri: a) Dacă f este inferior semicontinuă; b) Dacă fte T ft) > 0}= 


= U An cu An u integrabile. În consecință, dacă T este și spațiu secvențial 
n=1 h 


compact (v. prelungirea măsurilor Radon) sau dacă u este mărginită, rezultă 
că u*(f) = u*(J) pentru orice f: T = R4 Vom considera acum un i 

iA . . pe p p g T S pa mu 
Banach F și o funcție f: T => F. Defiaim Ñ, (f, p) = NU) = K* (iip, ra 
Ifi 7 = Ra IO = HA. Avem N,(f) = 0 dacă și numai dacă f este func- 
ţie local neglijabilă în raport cu p. Spaţiul vectorial. 

FHT, u) = Fii): ={f: T => F| Nf) < oo) 

este seminormat cu seminorma f-> Ñ (f). Se notează cu PT, p) = Bhin) 
inchiderea (în Fh(u)}) a spațiului Kp(T) ={f:T >F |f este continuă cu 
suport compact}. Spațiul Liu) se numeşte spațiul functiilor esențial p-inte- 
grabile, iar funcţiile din cl se numesc functii esential u-integrabile. Avem 
fe tu) <f este -măsurabil și N,{f) < œ. Factorizind Pi(u) prin sub- 
spațiul său “Xa (u) = {f: T zF [|f este local p-neglijabilă}, obținem spa- 
pul Lb(p) Avem deci Li(u): (ur): KE (p). relația de echivalență 
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fiind f~ g< f—geNnf(u) Deoarece Bitu) == Lplp) + NP (u) și 
LHR ANP (u) =Kplu) (unde Npfu) = (7: T —F |J este p-neglijabilă)), 
rezultă că putem considera izomorfismul canonic Lþ(p) — Lk(u)- Aici, dacă 


f= + AXpr(u) este în L4(u)) (uude f este în 24(u)), punem TU) =7=f+ 
+ KP (u). Această identificare permite definirea aplicaţiei f I~ j fdu alui 


(yu) în F, după cum urmează: dacă f = g + u (unde ge Lplp) siu ee (u)), 
punem (7 du: = | g du (v. spaţii 27(p.) și L?(p) (în raport cu o măsură Radon)), 


Definiţia, este neambiguă și această aplicaţie prelungește aplicația f !—» \ f du 


a lui C-(u) în F, Pentru orice f din Eblu), ran definită mai sus se numește 


i.e, a lui f. Integrala astfel introdusă coincide cu integrala obișnuită dacă 
spațiul T este secvențial compact. Dacă HeT este o mulțime local p- 
neglijabilă și f o funcție definită pe TNH cu proprietatea că există o funcție g 
definită pe T care este esențial u-integrabilă și g(?) = f(t) pentru £ în TINE, 


spunem că funcția f este esențial p-integrabilă și rau: = (ean. (I. C.) 
integrala Gelfand v. integralele Dunford; Gelfand; Pettis i 
integrala Hellinger Fie 5 == (a = tọ < f; < ty <. < În = b) o diviziune 

a intervalului [a, b} ER. Norma lui & este numărul |ðj| = max (ti+ı — ta). 

Vom considera două spații Banach E şi F, precum și funcțiile f: [a, b] — E 

şi G: [a, b] > (E, F). Formăm suma (de tip Riemann) 


n—l 


SG) = Y 


; Pg aaa 
iss0 titl i 
Dacă există un element y e F cu proprietatea că y = lim S55,(G, f), pentru orice 
Li 


(G(ti+a) — G) Slira) — Ji) e F. 


şir (Sn)m de diviziuni cu proprietatea că |n|] > 0, se spune că f este o funcție 


integrabilă Hellinger în raport cu funcția operatorială G. Elementul y (unic 
determinat) se numește î.H. a funcției f în raport cu funcția operatorială G 


> 1 i 
şi se notează y = | Ar {(dG(ż) (df(4))). Ex.: Să considerăm o funcție }: [a, b] =E 
a 
care este integrabilă Bochner în raport cu măsura Lebesgue A pe (a, b} şi să 


hd. Să mai consi- 
[at] 
derăm și o funcţie G:[a,b] —> A(E, F) care este lipschitziană (i.e. există un 
număr k >0 astfel încît |G) —G( S k |? — 27| pentru orice 5” 
în [a, d)]. Atunci k* este integrabilă Hellinger în raport cu G. 
Teorema lui R. Cristescu, Pentru orice operator liniar și continuu V: £40) -F 
există o funcție lipschitziană G: [a, b] > L(E, F) astfel incit 


formăm cu ajutorul ei funcția 4*:[a, b] > E, k*(t) = 


b 
V{h)= | -= {dG(t) (dan*(2))), vre 20). 


O prezentare abstractă a i.H. poate fi făcută după cum urmează. Vom con- 
sidera un spațiu măsurabil (T, 7). O partiție a mulțimii A din J este o mu- 


| 
| 
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time finită m = (4, Aa,- An} de mulțimi mutual disjuncte din F a căror 
reuniune este A . Vom spune că partiția 7, a mulțimii A rafinează partiția Ta 
a mulțimii A dacă pentru orice mulțime D din m, există o mulțime E din Ta 
astfel încât Dc E. Fie acum X un spațiu Banach, precum și trei funcții de 
mulțime: m: F >X, m:F >X’ şi w: F =R}, şi fie Ace] cu w(4) > 0. 
Se spune că forma {dm dm)/du este integrabilă Hellinger pe mulțimea A e F 
dacă există un număr g cu proprietatea următoare: pentru orice e > 0, există 
o partiție m a lui A astfel încit, pentru orice partiție z’ a lui A care rafinează 
y m'(B) (m(B)) 


Fent u(8) 7— a| <e. Suma se face după toate mulțimile 


B din n’ pentru care p(B) > 0. Numărul a (unic determinat, dacă există) se 


pe x, avem 


notează, prin $, (dm dm)jdp și se numește î.H. a formei (dm'dm)/du pe A 


Să presupunem că m: 7 = X’ și u: F — R4 sînt măsuri aditive cu proprie- 
tatea că există un număr A > 0 astfel încât |m (4) |] < Ku(4) pentru orice A 
din F cu u(4)> 0. Mai presupunem că {mn}n este un şir de măsuri aditive 
mn: TF >X care au variație mărginită și m: J — X este o măsură aditivă 
cu variaţie mărginită, astfel încît og — m | (T) —> 0 (unde | my — m | este 


modulul măsurii ma — m). Dacă pentru orice natural n forma (dmdmn)jdu 
este integrabilă Hellinger pe mulțimea A rezultă că și forma (dm'dm)/du este 
integrabilă pe A și i 


$, (dm'ăm) du = lim $, (dm'ădma)/du. (T. C.) 


integrala Kolmogorov Vom considera o mulțime nevidă T şi o clasă sf 
de părţi ale lui T care este clasă multiplicativă, (i.e. 4 N Be 4 pentru orice 
A, B în si și Be 4). Vom rumi multifuncţie pe st o aplicație m: st = P(C) 
care are proprietatea m(9) = (0), Aici P(T) este mulțimea părților lui T. 
De exemplu, dacă f: T =T este o funcție, putem considera multifuncția 
pe A următoare: m: si => P(T), m(0) =10) şi m(4) = f(A) (dacă 4x98). 
Fie E e A. O partiție finită (resp. o partiție numărabilă) a lui E este o mulțime 
finită D= {E,, Ez, »--, En) (resp. o mulțime numărabilă D*== (E, Ex, vu En, Y} 
de elemente E; of mutual disjuncte a căror reuniune este E. Vom spune că 
partiția finită D, (resp. partiția numărabilă DĪ) a lui E este mai fină decit D 
(resp. decit D*) şi vom scrie D) > D (resp. D!>D*) dacă pentru orice He D, 
(resp. He D,) există U €e D (resp. U e D*) astfel încît HeU. Fie acum si 
a clasă multiplicativă, E e of şi m o multifuncție pe gt. Vom considera, o partiție 
finită D = (E, Ep, „., En} (resp. o partiție numărabilă D*= (E, Ez, oo Em o B 
a Ini E și vom selecta cîte un element xiem(E:), i= 1,2, n (resp. xem(E?), 
S l, 2, ...). Se va considera în plus în cazul partiției numărabile că seria 


y xı este convergentă. Vom numi sumă Kolmogorov atașată lui m și lui D 
{=i 


n 
(resp. sumă Kolmogorov atașată lui m și D*) expresia Rm(D) = y xi (re 


iwl 
kze] 


Rm(D*) = y -) Notaţia oste ambigut, nepuntud în avidenţă malecţin, făcută, 
i=l 

căci pentru o partiție dată avem in genoral mai multe suma Kolmogorov, 

Vom spune că m este integrabilă Kolmogorov pa E în smew pariijilor Amite 

(resp. în sensul partițiilor numdrabtie) daok exiată un numâr 1 @ | en propris- 
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tatea că pentru orice e > 0 există o partiție finită De a lui E (resp. există o 
partiție numărabilä Di a lui E) astfel incit pentru orice D >De (resp. D* >DY) 
avem | Rm(D) — I | < e (resp. | Rm(D*) — I | < e) oricum am face alegerea 
elementelor a; de mai sus. Se arată că in ambele cazuri numărul 7 (dacă există) 
este unic determinat. În cazul partiţiilor finite Z se numește î.H. a lui m 


pe E în sensul partiţiilor finite și se notează Z == uoy- N àm, iar în cazul 


E 
partițiilor numärabile 7 se numește i. K. a lui m pe E în sensul partițiilor numă- 


* 
rabile și se notează I = a dm. In general, cele două tipuri de LK. nu 


coincid. (Z. C.) 
integraia Lebesgue v. integrala Lebesgue abstractă 
integrala Lebesgue abstractă Tic (T, 7, u} un spațiu cu măsură si I corpul 
scalarilor (reali sau complecși). O funcțtis T-etajată (v. functie măsurabilä) 
n 
3 3 ` PEER k N 
f: 7 >T de forma f == y aipa; Sc numește funcție etajată u-integrabilă dacă 
i1 
are proprietatea că u(4;) < 00, i= L, 2, ..., 4. Pentru o astfel de funcție definim 
n 
integrala lui f în raport cu u care este numărul | / du = £ aufi) Un şir 
=] 
(nm de funcţii etajate yu-integrabils se numește siy Cauchy (șir funda- 
mental) în u-medie sau sir Cauchy (șir fundamental) în medie dacă pentru 
orice e> 0 există un număr natural (e) cu proprictatea că pentru orice m, n > (e) 


avem | fn — fn [dp < e. Acum extindem integrala definită mai sus la o clasă 


mai largă de funcții p-măsnrabile, Anume, vom spune ci o funcție f: T —= T 
este funcție p-integrabilă (functie integrabilă în raporti cu u} sau funcţie p- 
sumabilă dacă există un șiri fan de funcţii etajate u-integrabile care este Cauchy 
în u-medie și converge la f p-a.p.t. Echivalent, f este p-integrabilă dacă există 
un șir fan de funcții etajate u-integrabile care este Cauchy în p-medie și 
converge la f în p-măsură. In ambele cazuri, se arată că sirul integralelor 


În an} este un şir convergent și lim (7 du este aceeași pentru orice șir 
n 7 
{fn}n ales. Prin definiţie, i.L.a. a lui f în raport cu p (sau integrala lui f în 
raport cu p} este lim (j du. Această definiție extinde integrala anterior intro- 
"1 


dusă pentru funcţii ctajate u-integrabile. Dacă A e și f este u-integrabilă 
vom defini integrala iui f pe A care este integrala funcției (p-integrabile) fo a, 


d.e. | dp == V a du = integrala lui f pe A. Aici o4 este funcția caracteristică 
A | 


a mulțimii 4. În loc de (y dp se mai scrie ro du(?) sau ro (dż), iar în loc 


af fdp se mai foloseşte notația | f(t) du?) sau | FIE) e(d). Ex.: Dacă p 
A A 4 


este măsura Lebesgue pe o mulțime din R sau R?, integrala obținută este 
întcarala Lebesgue. Similar, dacă p. este o măsură Lebesgue-Stieltjes, obținem 
integrala Lebesguc-Stielijes. Se arată, că dacă f: 7 —R este o funcţie integra- 
bilă Riemann, atunci f este și integrabilă Lebesgue (i.e. integrabilă în raport cu 
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măsura Lebesgue) și avem f jix) dx = (yan. vnde f f(x) dx este integrala 
4 I 
Riemann, iar | fdu este integrala Lebesguca lui f în raport cu măsura Lebesgue 
u pe intervalul compact cR”. De multe ori se folosește notația | f dz 
1 


sau | dx sau | flu Aa n Xn) dx, dxa. dan pentru a desemna integrala 
I 


b 
Lebesgue pe Z. În cazul 7 = (a, b] se mai scrie şi j f(x)dx. Revenind la cazul 


& 
general, să considerăm o mulţime u-neglijabilă Maer și o funcție f: TNM —> 
— R. Se spune că f este u-integrabilă dacă există o funcție g: T — R care este 
p-integrabilă și astfel încît f(î) = g(?) u-a.p.t. În acest caz integrala lui f în 


vapori cu p este N du: = edu (definiția este coerentă). Se arată că o funcție 


J: IT >T (sau) R este y-integrabilă dacă și numai dacă este u-măsurabilă și 
If] este p-integrabilă. Dacă există o mulțime u-neglijabilă M&T astfel încît 
funcţia fi: T -> X (X este o mulțime nevidă oarecare) are proprietatea A(t) = 0 
pentru orice ¿ din TN M) se spune că h este funcție u-neglizatilă (cu valori în X}. 
Orice funcție u-neglijabilă (cu valori în I sau R) este u-integrabilă și are 
integrala nulă. În fine, dacă A eF șif: 7 =T (sau R) vorm spune că f este 
y-integvabilă pe A dacă jpq este u-integrabilă. De exemplu, orice funcție 
u-măsurabilă şi mărginită este u-iutegrabilă pe orice imitime A cu u(4) < œ- 
O funcţie care are proprietatea că este integrabilă pe orice mulţime A cu 
(4) < co se numește functie local u-integratilă, Spaţiul vectorial Ci(u) = 
= {f: T > I' |f este p-integrabilăt se numește spatiul funcțiilor u-integra- 
bile (sau spațiul functiilor u-sumabile) şi este seminormat cu seminorma f I= 


ll = | 17| dp (v. spaţii L”). Există și alte modalităţi de a introduce î.L.a, 
1) Pentru orice funcţie u-măsurabilă pozitivă cu valori extinse 4: T>R; 


există un sir crescător {unyjn de functii (i.e. un{t) SUnylé) pentru orice £ în T 
și orice n natural care sint -etajate și pozitive, finite, up: T— Ry. Pentru 


k 
orice funcție up din şir de forma up = şi aip 4, Integrala lui up în raport cu y 
t=1 
k 
este | ua du: = 5 aiu(A44) (cu convențiile O - oo= 0, a- co =% dacă a>® 
==] 


șia + œ = col: a = œ dacă 40). Se arată că șirul astfel format f Un au) 
A 
este crescător. Prin definiție, integrala lui u în raport cu u este 


fa du: = sup (e dp = tim ( un dp. 
n n 


Definiţia nu depinde de şirul {un}n ales. Sc arată că u este p-integrabilă dacă 


și numai dacă udu < co (în particular, în acest caz, {te T |u(t) = œ} 
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este mulțime u-ncglijabilă). Extindem integrala aceasta în continuare. Dacă 
J:T R este o funcție u-măsurabilă, putem scrie f = ft — f- {v. funcţie 


măsurabilă) şi putem calcula | f! du =a și \ f7 du =b. Dacă ași b sint amin- 
două finite, atunci aceasta echivalează cu faptul că f este -integrabilă și 


avem i du = a — b. Dacă a = coșib < co (resp.a < œ ṣi b = co) se spune 
ca f are integrală în vapori cu n şi integrala lui f în raport cu u este rau == 00 


(resp. (rau- -). În fine, dacă f: T — C este funcție u-măsurabilă, complexă, 


putem scrie f = fi + ifa cu fifa: TR functii p-măsurabile reale. În acest 
caz se arată că f este -integrabilă dacă si numai dacă f, şi f} sînt  u-integra- 


bile și atunci avem Ẹ\ fdp = \ f dg i\ f du 


2) Numim diviziune finită a lui [0, co) o mulțime finită 3 == fap a al, 
unde 0 = apa, i ay n. au < 00. Mulțimea A a diziżiunilgr finite ale 
lui [0, œ) devine muljime dirijată față do relajia de ordine dată de relatia de in- 
cluziune. Pentru $ E A, ca mai sus, norma diviziunii § este n(5) = maxia; ai) 

t 


Pentru orice Ge A și orice funcție u-măsurabilă f: T — R, putem considera 
n 


suma Lebesgue asociată funcției f și diviziunii ẹ, care este os{ f} = y ai ulAih 
i=0 

unde ag = f (lao, a), a = fila, a), an-1 = J-i(lan-a an) și ar = 

= fri(laa, v0)). Se arată că f este funcție u-integrabilă dacă și numai dacă şirul 

generalizat crescător ai numelor Lebospus {osf ig e a este convergent (i.e. măr- 


ginit), În acest caz avem 7 du = lim oa! f) == sup oa(f). În general, sup os(f)= 
â ò 8 


= ras etc. 


3) Fie f: T = R, o funcție p-măsurabilă și D = {Dp D}, +, Da) o parti- 
ție finită a lui T (v. integrala Kolmogorov): Notăm u; = inf 0) Ite Di 


3 uiu{Di). Se arată că fdp=sup Sp(J), 
i=1 
unde superiorul se ia după toate partițiile finite posibile ale lui T etc. (7. C.) 

integrala Lebesgue-Stieltjes v. integrala Lebesgue abstractă 

integrala nedefinită a unei funcții integrabile v. măsuri definite prin den- 
sități, integrala Lebesgue abstractă, integrala Bochner 

integrala Pettis v. integralele Dunford; Geifand; Pettis 

integrala Poissen, formulă integrală care dä soluția problemei lui Dirichlet 
peniru cerc, Folosind coordonatele polare, soluția acestei probleme pentru 
cercul de rază 1, centrat în origine, cu data continuă f(0) este 


pentru 4 = 1, 2, ..., n şi apoi Sp(f) = 


(e. 6) = + (7 jo) e a 
u(p, 0) = — 9 . 
i |, 1+ 92 — 2p cos (p — 0) ý 


Formule analoage se obțin, în plan, pentru cercuri de rază arbitrară R, şi în 
R?” pentru sfere centrate în origine de rază R arbitrară, Astfel, în R3, soluția 


NAN Ma e aer m Ni ra - Mei ME mau air era serata! PED: ua 
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problemei lui Dirichlet pentru bila deschisă {|x| < R} cu data f continuă pe 
(lx] = R} se exprimă astfel 


FI pe a | fi Zl dsp, jal ki 
|x — y|? 


R? — |x]? 
expresia ——- 
r= 

integrala stochastică Se consideră o mulțime nevidă D și un spațiu cu 
măsură vrobabilistică (T, 7, T). Vom numi proces stochastic sau proces alea- 
tor) o familie {Bi}; p, unde pentru fiecare t din D funcţia Bi: T> R este o 
variabilă, aleatoare (î.c. este 7-mäsurabilä). În cele ce urmează vom considera 
că Deh este interval nedegenerat, Vom spune că (Bi, este un proces cu 
creșteri independente (sau proces aditiv) dacă are proprietatea următoare: 
pentru orice sistem finit de numere toL hf < Én din D, variabilele 
aleatoare diferență F(t- fi), i= 1,2, n, sint independente, Am notat 


(2). 


Reamintim că variabilele aleatoare 4, î = E 2, n, Sînt independente dacă 
pentru orice numere 1 & i; <i <. Cip Su şi pentru orice mulțimi bore- 


liene Aip As PRR A iy în R avem 


se numeşte nucleu Poisson. (G. G.) 


F(p ti): T = R, Fl, ti) (3) = B, (2) =p 


ti—i 


k 
P (uz A) OUZ AA = nus (Ap) = M P lui (Ai): 
m= 
Dacă “W sînt borelienele lui R şi u: T — R este o variabilă aleatoare, ea gene- 
trează probabilitatea de distribuție (sau de repartiție) a lui u care este măsura 
probabilistică u(r): %8 — (0, 1] definită prin 4(7)(B) = F(u-1(B8)). Dacă u(r} 
este absolut continuă în raport cu măsura Lebesgue pe R, atunci u( F) se exprimă 
ca o măsură definită prin densități, anume u(7) =jdx (v. tecrema Radon- 
Nikodym). Funcţia f: R — R se numeşte densitate de distribuţie (sau de repar- 
tiție). Dacă există un număr rea) m și un număr strict pozitiv o astfel încit 


1 1 (x — m) 
fà = Ta exp ( z F b 


se spune că u este variabild aleatoare normală (san normal distribuită) după 
legea N(m,e)\ Aici exp (2) = 67%. Se numeşte miscare browitară un proces 
stochastic {Be}tep cu creșteri independente si care are proprietatea că există, 
o constantă strict pozitivă c astfel încît pentru orice +< s din D variabila 
aleatoare diferență F(t, s) este normal distribuită după legea  N{9, c(s — îi. 
Se observă că pentru orice te D și orice Isp< 00, dar (v. spaţii 
Letesgte). Vom considera în cele ce urmează că D = [a, b), aq boc. 
Fie {Biev o mişcare browniană pentru cars ENTA c ain ciinii este f 
şi astfel încit Fa este constantă, Ta. p.t. Să consideräm şi o funcție fe 0), 
unde A este măsura Lebesgue pe D. Vom defini integrala stochastică a lui f în 


raport cu procesul {Ptjtep, notată If) = | f(0) dB. Fie un tir (Jam de funcții 


simple fa : D > astfel încît fn — f în L(A). Anume, pentra fiecare fn există 
E n 
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n 
cîte o diviziune a = fg < f < ža <. < în = b astfel încât fn = X a:9p, 


i=l 
unde a; sînt numere reale fixate și D; = {t-q 24). Definim pentru acest fa 


integrala sa, stochastică I(fn)e £?(F), anume 


n 
TU: T >R, ZUn) (4) = Ñ; alB, (e) — B, 0). 
i=1 
Deoarece trecerea fn I> (fn) este liniară și păstrează „produsul scalar în 22(D)“, 
rezultă că există lim (fn): = I(f) în 22(D) (limita este unic determinată, P-a.p.t. 
I(f) se numește i.s, a lui f în raport cu mișcarea brouniană (Bi}tep. Se arată că 


~o 4 
operatorul V: L(A) = L?(P), V(f) = I(f) este liniar, izometric Uit = Gh) 
şi I(f) este distribuită normal după legea N(0, f$) (7.C.) 

integrala superioară (a unei funcții inferior semicontinuă) v, prelungirea 
măsurilor Radon 

„aiseala Superioară (a unei funcții pozitive) v. prelungirea măsurilor 
Radon 

integrala superioară și integrala inferioară (în raport cu o măsură Radon) 
Fie T un spațiu local compact și u o măsură Radon pozitivă pe T. Vom consi- 
dera. o funcție f: T = R. Integrala superioară a lui f, notată prin u*(f), se 
defineşte după cum urmează: 1) Dacă există o funcție u-integrabilă inferior 
semicontinuă g >f, atunci u*(f) = inf (u(2) le >f,g este p-integrabilă și 
inferior semicontinuă! ; 2) În caz contrar, u*(f) = oo. Această definiție coin- 
cide cu definiția dată, la prelungirea, măsurilor Radon pentru f>0. Integrala 
inferioară a lui f, notată, u,(f), se definește prin u,(f): = —p*(—f). Dacă 
AcT, măsura interioară a lui A se notează prin uy(A4) şi se definește prin 
uld): = ua(pu). Se arată că o funcție f: T >R este u-integrabilă dacă şi 
numai dacă p*(f) = ux(f) şi u*(f), mą(f) sînt finite. În acest caz avem u(f) = 
== u*(f) = (f). Pentru orice A c T avem relația pu(4) = suptu(K) | KCA, 
K compact). Mulțimea Ac 7 este integrabilă dacă și numai dacă u*(A4) = 
= ua 4) și u*(4)} Ha(4) sint finite, În acest caz u(4) = u*(4) = uu(4), 
O funcție f: T — R se numește cvasiintegrabilă în raport cu u dacă este pa 
măsurabilă și u*(f) = uu(f). Cvasiintegvala lui f este atunci u(f) = u*(f) = 
= uu(f). Se arată că f este cvasiintegrabilă dacă și numai dacă este u-măsu- 
rabilă și cel puțin una din expresiile u*(f*), u*(f-) este finită. Atunci, cvasiin- 
tegrala lui f este u(f) = p*(f?) — u*(f) (T. C.) 

integrala unei familii de măsuri Raden v, familie concordantă de măsuri 
Radon 

integrala unei funcţii etajate (în raport cu o măsură) v. integrala Lebesgue 
abstractă, integrala Bochner 

integrala unei funcții integrabile (în raport cu o măsură) v. integrala 
Lebesgue abstractă, integrala Bochner 

integrala unei funcţii integrabile (în.raport cu o măsură Radon) v. spații 
£P(u) și L?(u) (în raport cu o măsură Radon} 

integrala unei funcţii măsurabile (în raport cu o măsură) v. integrala 
Lebesgue abstractă 

integrala unei funcţii vectoriale (în raport cu o măsură Radon scalară) 
Fie T un spațiu local compact, po măsură Radon scalară pe T și E 
un spațiu local convex separat, Fie și f : T — E o funcţie continuă cu suport 
compact. Atunci, pentru orice z’ din E” (unde E” este dualul lui E) funcția sca- 
lară of este continuă și are suport compact, deci putem defini numărul 
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u{z of). Astfel am definit aplicaţia liniară u: E’— T (T fiind corpul scalarilor 
reali sau complecși) dată prin (27) = u(2%0 f). Se scrie u= (rau = (rau) ; 
u se numeşte integrala funcției vectoriale f în raport cu măsura Radon scalară y. 
Aşadar, | f due E'*, unde E" este dualul algebric al lui E’. Dacă pentru orice 


mulțime compactă K c E închiderea anvelopei convexe a lui K este slab compactă 
în E (ceea ce se întimplă dacă E este spațiu Banach) san, mai tare, dacă orice 


mulțime mărginită şi închisă în E este slab compactă, atunci ( f due (cu 


identificările obișnuite). De exemplu, dacă TeE este o parte compactă, 

putem considera funcția f: T = E, f(x) = x, care este continuă (și are suport 

compact). Atunci, pentru orice măsură Radon pozitivă u pe T cu u(7) = 1 

putem considera (rau = x du(x) = centrul de greutate al lui T velativ la p 
T 


Acum vom considera că u este măsură Radon pozitivă pe T. O funcție f : TE 
se numește funcție scalar esențial integrabilă în raport cu p (resp. funcție scalar 
esențial neglijabilă în raport cu u) dacă pentru orice z’ din E’ funcția, scalară 
z'o f este esenţial integrabilă în raport cu y (resp. esențial neglijabilă în raport 
cu u). În cazul cînd f este scalar esențial integrabilă în raport cu p, integrala 


lași f în raport cu u este aplicația liniară u : E'—T definită prin (2) -f (z'ofjdp 


Se notează şi în acest caz u = praz și avem din nou (jaxe r*+, Dacă f este 


continuă cu suport compact sau dacă E este spațiu Banach și f esențial integra- 
bilă în raport cu y, atunci f este şi scalar esențial integrabilă în raport cu p 
şi definițiile integralelor date anterior (v. integrala esenfialá (în raport cu o 


măsură Radon)) coincid cu | fdy definită aici. De remarcat că atunci cind p 
este mărginită şi f(7) este inclusă într-o mulțime convexă slab compactă 
în E avem chiar | fdu e E, pentru orice f: T — E, scalar esențial integrabilă 


în raport cu p. (I.C.) 

integrala unei funcții vectoriale (în raport cu o măsură Radon vectorială) 
Fie T un spaţiu local compact, F,G și H spații Banach și B:FxG-H 
o aplicaţie biliniară continuă. Considerăm o măsură Radon majorată m: K(T)—=G 
(v. măsură Radon vectorială), K(T) fiind spațiul funcțiilor scalare continue 
pe T cu suport compact, Atunci există o unică aplicație liniară 
continui 7 pm : Pi(inz) — H cu proprietatea Ip, m (kz) = nafran) pentru 


orice z în F și orice } scalară integrabilă în raport cu jm|. Aplicația I p,m se obține 
astfel: f) Dacă f cste funcție etajată |m] -integrabilä, deci f este de forma 
# 


Jm Ş, oxo unde a;eF și X; sint mulțimi |mlintegrabile mutual 
fel 


disjuncte (v. prelungirea măsurilor Radon pozitive), vom avea Igmlf) = 
D P 8, 


n 
sx 2 n (e (ex îm): 2) Se face apoi extensia prin continuitate a lui 
-1 ; 
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In, m la EL(|m]). Se defineste şi se scrie Ig mif): = | dm pentru orice” f 


din L}{lm]). (Z-C.) 
integrală cu parametru pe interval necompact FiezeR, f :[a,2)x[c, dje 
aR? = R (sau în C) astfel încît f(x, t) este integrabilă Riemann impropriu 


A 
ca funcție de x pentru orice t€ f{c, d]. Integrala F(/) = | fix, t) da, tele, d], 
se numește atunci i.p.i.n. [a, A) (v. şi integrală improprie). Se spune că integrala 


A 
| f(x, t}àx este simplu (uniform) convergentă dacă pentru orice şir (ba)n, 
4 
Cn 
crescător către 7, bne {a, à) şirul de funci d fix, na converge simplu 
a n 


A 
(resp. uniform) către | f(x, td. Dacă familia de funcţii (f(x, -)], e (a, }) este 
z a 


A 
echicontinuă in punctul fpefc, d] ar Ji, £) dx este uniform convergentă, 
i 


atunci F este continuă în tọ În consecință, dacă f este continuă pe [a,A)x 
A 
x [c, d] iar | f(x, 2) da este uniform convergentă, atunci F este continuă pe [c, d]. 


i 
i a ôf ; : 
Pentru derivabilitate, este suficient ca f şi pri să fie continue pe [a,1)xX 


A . 2 
x [c, af jix, bd să fie simplu convergentă, iarf Z (x, t) dx să fie uniform 
4 


3 
> Aa 
convergentă. Atunci. F este chiar de clasă Cl pe [c, d] şi F(t) = f Z (x, t) dx. 
i DE, 
(Gh.Gr.) l 
integrală cu parametru sub semnul integralei, integrală de forma F{ż) == 
b 
= \ f(r, £) dx, unde feste o funcție reală definită pe produsul cartezian [a, b] x 
b 
x [c, di, integrabilă în raport cu x pe [a,b], oricare ar îi te[c, d]. Dacă f 
este continuă pe [a, b]x(c, d], atunci F este continuă pe [c, dj. Dacă f este 


su 40 sade Ea any 
cuntinuă pe [a, b] xie, d] iar Zi există şi este continuă pe (a, b] x[e, d], atunu: 


da 
F este derivabilă pe fe, d] şi F'() = | Iau Rezultatele se extind la, cazul 
Ci 


şi 
LSSI.) 
integrală cu parametru și la limitele de integrare, integrală de forma 


care intervalele [a, b} și [c,d] sint înlocuite cu intervale "necompacte. 


b(t} 

F(t) = | “fix, thx, unde f este o funcție reală definită pe produsul cartezian 
a(t) 

Ixj, unde I şi J sînt intervale compacte. Presupunem că a(t) şi b(?) sînt 

definite pe J, cu valori în Z, iar funcțiile parțiale ale lui f în raport cu y sint, 

toate, integrabile pe Z. Dacă f este continuă pe IX iar a și b sînt funcții 

continue pe J, cu valori în T, atunci F este continuă pe J. Dacă în plus a şi b 
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sint derivabile pe J iar f admite pe ZxJ derivată parțială în raport cu ł 
continuă, atunci F este derivabilă pe J și 


bito) af dă da 
Pta = fs E) eoar (F) rotor = S) o fato to 


alta (gi 


Rezultatele se extind la cazul în care Z și J sînt necompacte. {S.M.)} 
integrală curbilinie de al doilea tip Fie P şi Q funcții reale definite într-un 
domeniu plan D şi fie d un drum de reprezentare parametrică x = f(t), y = 


= g(t), f și g continue pe [a,b]. I. c.dit., notată (, P(x, y)dx + Q(x, y)dy se 


defineşte ca sumă a_integralelor Riemann-Stieltjes, dacă există, 


b b 
(PUO. eoar si (OUO ate) asta. 
z 
Ea reprezintă lucrul mecanic al forței de componente P, Q de-a lungu! unui 
drum d {v. şi integrala curbilinie (în R%)). (S.M.) 

integrală curbilinie de primul tip Fie F o funcție reală definită într-un 
domeniu plan D care conține imaginea I' a curbei rectificabile x = f(t), y= 


b 

= g(t), astsb. Dacă integrala Stieltjes FU), g) dit) (unde (7) este 
a 

lungimea drumului x = f(u), y = p(n), a s u < iż b) există, finită, atunci 


ea se notează condensat | F(x, y) d? şi se numește i.c.p.t. a funcției F de-a 
d 


lungul drumului considerat. Se arată că existenţa și valoarea acestei integrale 
nu depind de trecerea de la drumul considerat la altul echivalent. Ea re- 
prezintă masa unui fir, atunci cînd i se cunoaște densitatea în fiecare punct 
{v. și integrala curbilinie (în R?”)). (S.M.) 

integrală dublă v. integrală multiplă 


integrală improprie Fie he R, acR, f:[a, 1)—R (sau C) integrabilă Riemann 
x 


pe [a, x] pentru orice xe[a, A). Dacă există lim fibdte R (sau C), se 
S I>A ALA Ja 
pă 

notează această limită cu | (ad și se numeşte integrala | Riemann) improprie 
i 


pă 
a funcţiei f pe intervalul [a, à). Se spune în acest caz că nf f(x) este con- 
a 


sm 


vergentă sau că f este integrabilă Riemann impropriu pe [a, A) şi se notează prin 


2 4 


A A 
\ fim dx < æ. Simota $ f(x) se folosește chiar dacă limita de mai sus 


A 
nu există (în R sau C} și se spune in acest caz că iif fix) dx este divergen- 
4 


tă, Dacă A = œ se spune cå ii. considerată este de primul tip iar dacă eR 
că esto de al doilea tip. Se va omite în continuare să se precizeze de fiecare 
dată că funcțiile considerate sint integrabile Riemann pe orice subinterval 
` 
A 


compact. Din criteriul general Cauchy-HBoltzano rezultă că ii. \ f(x)dx este 


2 
convergentă dacă şi numai dacă pentru orice e > 0 există cefe, A) astfel incit 
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<e pentru orice g, %e (c, ù) (criteriul lui Cauchy peniru iii.) 


B 
| fila) dx 


x 


A A 
Se spune că iii, | (a) da este absolut convergentă dacă | f(x) | dx = oo. 
æ 4 


O i.i. absolut convergentă este convergentă. Mai general, dacă |/(x)|zata! 
A A 

pentru orice ze [a, A) af gir) dx < œ, atunci ( fix) dz este absolut coaver- 
& [23 

gentă. O i.i. convergentă și care nu este absolut convergentă se numește 

semiconvergentă, Unele din afirmațiile sau noțiunile legate de i.i. au un cores- 

pondent la serii numerice, ajungindu-se pină la echivalența convyergenței 

integralei cu convergența unei scrii (v. și Serie numerică). Dacă f, g: la, co), 

BD 


= 
g monotonă și mărginită, ( fix) dx < oo, atunci f ix) gla) dy < co {eri- 
& 


sd v 
teriul lni Abel). Dacă fg :[a, 00), g monoton descrescătoare la zero cind 
Z "00 
x= so și dacă F(x) = | f(z)dt este mărginită, atunci | Jis) aţa) dx <c (ori- 
+ & 


A 
teriul lui Dirichlet) Dacă | Ji dx < co și ọ:f[b, p) —l[a, à) este o funcţie 
a 
de clasă Cl, monotonă, q(b) = a și lim (z) = à, atunci 
xou 


A u 
| fa) dz = (i re) dy 


{teorema de schimbare de variabilă pentru i.i.), Definiţia și studiul unor i.i. pe 

un interval necompact de forma (7, bl rezultă din cele precedente. Există apoi 

ii. pentru care punctul singular } se află în interiorul intervalului de integrare, 

pri z x h 7 . şi J eA 3% SL tipe PAE 

Mai precis, dacă la,bleh, dead), fila, BINAR (sau C) şi dacă 
aS b 

fiecare diu i.i. \ is) anf fix) dx este convergentă, se spune că f esie iute- 
z A 


grabilă (Riemann) impropriu pe [a, b] şi, prin definiţie, 


b A b h-e rd 
| f(a) dx = | f(x) dx + | fixy ds = lim f fix) dx + i pda): 


t A s0, n0 Ja AHA 


ej 

În fine pentru ii. de forma í (a) da convergenta va însemna existența 
„CAE 

în R (sau C) a limitei 


lim Î fila) da =È i Fix) da. 


nO, m-i ZE 


Pentru integrale divergente de aceste ultime două tipuri v. și valoarea principală 
a unei integrale improprii. În mulțimea funcțiilor cu semn constant integra- 
bilitatea improprie se dovedeşte a fi echivalentă cu integrabilitatea Lebesgue. 


A 
Astfel, dacă f : fa, 2) — R este pozitivă ṣi \ f(x) dx < co, atunci f este integra- 
a 
bilă Lebesgue iar integrala sa Lebesgue coincide cu integrala Riemann 
improprie. Reciproc, dacă f este pozitivă, integrabilă Lebesgue, integrabilă 
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A 
Riemann pe orice interval compact inclus în (2,7), atunci Jid < oo şi 
a 


această integrată coincide cu integrala Lebesgue a lui f pe (g, à). Ultimele două 
afirmaţii nu sînt adevărate dacă funcția f nu are semn constant (v. Ex. 4°) 


2 dz 
Ex.: 1° | ~z este convergentă pentru a > | şi divergentă pentru «sl. 
ga AF 
æ ani b dx 
29 a? dx este convergentă dacă a < 1 şi divergentă dacă a} 1. 3° AFI 
a Dx 
este divergentă dacă a > | și convergentă dacă a < 1. £ Fief: (0, I — R, 


1 1 
HORS = sin pei Dacă «< 1+ B, f este integrabilă Riemann impropriu, 
x X 


dacă a < 1, f este integrabilă Lebesgue iar dacă l<a < 1- P, feste inte- 
grabilă Riemann impropriu dar nu este integrabilă Lebesgue. {Gh.Gr.) 
integrală iterată v. măsură produs, măsura Radon produs, integrală iterată 
(în raport cu o măsură Radon) 
integrală iterată (în raport cu o măsură Radon) Fie T un spațiu local 
compact separat și (Jen o familie concordantă în raport cu o măsură Radon 
pozitivă p pe T (așadar 4 sînt măsuri Radon pozitive pe un spaţiu local com- 


pact separat X). Fie v = Vas du(?) (v. familie concordantă de măsuri Radon). 


Atunci pentru orice funcție continuă cu suport compact f pe X vom scrie 
TOROS (ao TORZE 
şi vom numi ultima expresie i.i. Aşadar, avem 


(auw (rw ant) = aa Hat. 


Dacă F este un spațiu Banach (sau F = R) și f: X — F este v-integrabilă, 
atunci: a) Mulțimea H = {te T |f nu este A integrabilă) este o mulțime 


local p-neglijabilä şi funcția U : TNH >F, u(t) = (rw dìe{x) este esențial 


u-integrabilä; b) Avem (ro dy(x)} = (a u(£) (rw dis(%) (este o integrală 


esenţială); c) În plus, dacă aplicaţia  -—> 24 definită pe T cu valori în spaţiul 
măsurilor Radon pe X este vag continuă) (v. topologia vagă), atunci H este chiar 
uneglijabită și v este chiar yu-integrabilă. (Z.C.) 

integrală multiplă Ne vom rezuma la integrala Riemann. Fie DoR” 
an domeniu compact măsurabil Jordan (n 2, n număr natural), t.e. D este 
o mulțime compactă conexă măsurabilă Jordan cu interior nevid. O descom- 
punere a lui D este o mulțime finită A= (D,, D}... Dp} de domenii compacte 
măsurabile Jordan a căror reuniune este D și care, în plus, are proprietatea că 
pentru orice #7, interioarele mulțimilor D; și D; sînt disjuncte, De exemplu, 
dacă n = 2 şi D = [a, b] x[c, 4] (produs de intervale compacte), putem lua 
descompunerea {Diz [0 si < u-i, 0sjsu—l), unde Di = [xi Zi] A 
X[y; Viu] se obțin cu ajutorul diviziunilor a = xo < Xg < n < Xy =b 
{a lui [a, b]) ṣi c = Yo < Yı < < Yy = d (a lui [c, d]). Revenind la cazul 
general, norma descompunerii A este ||A|| = max {8{D;}li = 1, 2, .., P}, 
unde 8(D,) este diametrul lui D;. Fie acum o funcție f : D > R. Se spune că f 
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este integrabilă Riemann dacă există un număr real Z cu următoarea proprie- 
tate: pentru orice e > 0 există 5 > 0 astfel încît oricare ar fi descompunerea 
A = {Dp Da, Dp} a lui D cu |Al|< 8 și oricare ar fi punctele u;e D4, 


i = 1,2, ..., p, avem 


b 
fas y Ha mtoa| <e. S-a notat cu m(D;) măsura 


i=1 


Jordan al lui Di. Numărul X Jiui)m(Di) se numeşte suma Riemann (sau 
i=1 

suma viemanniană) atașată funcţiei f, descompunerii A și punctelor interme- 

diare uş. Numărul Z se numeşte integrala Riemann a funcției f (pe D) şi 


se notează I = 4 se | Î(atae aa -> Xn) dă daa ... dap. O astfel de integrală 
D 


se numeşte i.m. de ordin n. În cazul n=2, integrala se numește integrală 
dublă, iar pentru n=3, integrală triplă. Se arată că orice funcție continuă 
este integrabilă Riemann., 

Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate Riemann. O funcție f: D -+R (D ca 
mai sus) este integrabilă Riemann dacă și numai dacă f este mărginită și 
mulțimea punctelor sale de discontinuitate este de măsură Lebesgue nulă. 
Dacă f:D-—-R este integrabilă Riemann și deD este un domeniu 
compact măsurabil Jordan, rezultă că restricţia lui f la d (pe care o notăm cu g} 
este integrabilă Riemann. Notăm 


(4 | g(x Xor- Xa) dx, Axa.. Axy == 
a 


= | (- | Xa, o Xn) dx, dara... da. 


Dacă D = [a], bI X [a4, b2] X -.. X lan, bn] şi f este o funcţie continuă, putem 
calcula integrala Riemann a lul f pe D ca o integrală iterată, și anume 


\(- | Fli korosi Xa) dă, daa an dap = 
D 


by f [ba bn 
= f (í | Fl, Zaren Zn) dan | dran ) - dxo) da, : = 
a Ga ün 


bi ba bn 
= | dz, | dx -f Îl, Xz Xn Ge 
ai aa an 

Ordinea în care se efectuează integrările succesive nu este esențială, rezultatul 
fiind același. O funcție integrabilă Riemann este integrabilă Lebesgue şi inte- 
gralele Riemann și Lebesgue ale ci coincid. Integrala Riemann multiplă este 
de fapt o integrală pe spațiu produs (v. măsura produs). Fie [a, b] un interval 
compact al dreptei reale și u,v : [a,b] > R două funcţii continue diferite 
astfel încît u(4)=$v(x) pentru orice x din [a, b]. Definim, pentru orice ze [4,5], 
mulțimea Da = ((3, 9)|u(2)sy &v{z)}. Atunci muithmea D = U Dzeste 

zela, b] 

un domeniu compact măsurabil Jordan în R? și se numește domeniu simplu 
în raport cu axa Oy. Dacă f : D — R este continuă, avem 


k ră vix) | b viz) 
A $| flx, y) dx dy = | ($ fiz, pa Jax ai | dx | fix, 9) dy. 
i D a (Jut a Jun 
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Rezultate similare schimbind rolul axelor Ox şi Oy. Transformarea T : R? = R?, 
Tip, 9) = (x, y), unde x = pcos 9, y = psin are jacobianul egal cu p şi 
se numește transformarea în coordonate polare (în plan), iar variabilele p şi 6 
se numesc coordonate polare (în plan). Se foloseşte pentru pe [0, œ) și Ge 
e [0, 27]. Formula schimbării de variabilă ne spune că dacă 4e(0, o)x 
X (0, 2r] este un domeniu compact măsurabil Jordan rezultă că T(d) = D 
este domeniu compact măsurabil Jordan şi, în plus, peniru orice funcţie con- 
tinuă f: DR avem (formula schimbării de variabilă în coordonate polare) 


| | fix, y) dx dy = 4 f(e cos 6, p sin 0) p dẹ d9. 
D d 


De exemplu, dacă D este discul D = {{x, y}| x? + y? < 7°} unde 7> 0, 
putem lua d = [0,7] x[0, 27] şi obținem 


7 27 
(| fa, y) dx dy = | aef flp cos 0, p sin 8) pọ q8 = 
D o o 


27 7 
= | dð | F(p cos 0, p sin 8) p dp. 
J Ni 2 


Putem defini domeniile simple și în spațiu. Dacă daR? este un domeniu compact 
măsurabil Jordan și #,v:d => R sint funcții continue diferite cu u(x, y} < 
Suv, y) pentru orice (x, y)ed, putem defini, pentru orice astfel de (x, y), 
mulțimea Dæ, y) = f(x, y, z) |lzelu(x, y) v(x, yj} Atunci mulțimea D = 
= U Diz, y) este domeniu compact măsurabil Jordan în R? şi se numește 
(4, Wed 

domeniu simplu în raport cu axa Oz. Dacă f: D — R este o funcţie continuă 
putem calcula integrala lui f pe D astfel 


7 va) 
E 2) dx dy dz 4, (| d fix, y, ae] dx dy : == 


J uja y) 


i u(r, y} 


= | dxdyj fix, y, 2) dx dy. 
d „tfr, y} 


Rezultate similare schimbînd rolul axelor. Transformarea T: R? a R?, defi- 
nită prin Tip, 0,q) = (x, y, z}, unde x = psinĝ cosp, y= p sinô sing, 
2 = p cos 9, are jacobianul egal cu p? sin și se numește transformarea în 
coordonate polare (în spaţiu), sau iransformarea în coordonate sferice, iar varia- 
bilele p, 0, ọ se numesc coordonate polare în spatiu sau coordonate sferice. Se 
foloseşte pentru pe[0, oo), 0e[0,x] și ọe[0, 2x]. Formula schimbării de 
variabilă ne spune că dacă de[U, co) x[0,x]x[0, 2x] este un domeniu 
compact măsurabil Jordan, rezultă că D == T(4) este domeniu compact măsu- 
tabil Jordan și, în plus, pentru orice funcţie continuă f: D — R averi (formula 
schimbării de variabilă în coordonate sferice) 


44| f(x, y, 2) da dy dz = 
D 


= | | Jip sin 0 coso, p sin O sin q, p cos 6) p? sin 0 dp d0 dọ. 
d 
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De exemplu, dacă D este bila D = {{x, y, 2) |2? + y? + 22), unde r>0, 
putem lua d = [0, 7] x[0, n] x[0, 2r] și obținem 


(4| 17 d drayaz= 


Ë T 2r 
| dp | a0 | J(e sin 9 cos ọ, p sin O sin ọ, p cos 0) pọ? sin 0 dọ = 
o o o 


7 2 
= | de | Ta (re sin 0 cos ọ, o sin 6, ọ cos ĝ) p? sin 8 d9 =... 
9 0 
(6 variante de alegere a ordinii de integrare). (Z. C.) 

integrală primă (a unui sistem de ecuații diferențiale), functie neconstantă 
care compusă cu soluțiile sistemului conduce la funcții constante. Lp. mode- 
lează, legile de conservare exprimînd faptul că anumite functii de stare păstrează 
aceeași valoare în procesul de evoluție. (4.H.) 

integralele Dunford; Gelfand; Pettis Fic un spațiu cu măsură (7,7, pu) 
și un spațiu Banach E. O funcţie f: T — E care are proprietatea că pentru 
orice x'e E* funcţia scalară "o f este u-integrabilă se numește funcție scalar 
umintegrabilă sau funcție slab p-integrabilă sau functie p-integrabilă Dunford 
sau funcție Dunford integrabilă. Orice funcţie fe £}{p) este scalar u-integra- 
bilă, Se arată că dacă f este scalar u-integrabilă, atunci pentru orice A e 7 
există un clement ze E** (bidualul lui E) astie! încît pentru orice 4’ e E? 
avem s(x’) == ţ, (70 f) du. Elementul x4 = (Dunforâ)- | i fdu se numește 
integrala Dunford a lui f pe A (pentru A = T, x, se numește integrala Dunford 


a lui f). Dacă f: T = E este u-integrabilă Bochner, atunci f este integrabilă, 


Dunford şi pentru orice A eF, x4 se identifică eaf fay, anume rats’) = 
A 


=% (| fan] pentru orice x'e E*. O funcţie f: T — E se numeşte funcție 
4 
p-iniegrabilä Fetiis (functie integrabilă Tettis) dacă este -integrabilă Dunforă 


şi pentu orice A € J există un element x4 € E astfel încît x'{x4) = | (x of) da. 
4 


Elementul xa = (Pettis)- EES se numește integrala Pettis a lui f pe A 
(dacă A = T, xp se numeşte integrala Pettis a lui f). În acest caz (Dunford)- 
$, f àp = xh se identifică cu (Pettis)- f ran = xa astfel: (a) = a (axa) 
pentru orice x'e E*, Este clar că dacă f este p-integrabiiă Bochner, atunci f 
este și u-integrabilă Pettis și Și jap = (Pettis)- (rau pentru orice A € T. Se 


arată că dacă f este u-integrabilă Pettis, atunci funcția de mulțime my: F — E, 
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mgp{A) = (Pettis)-\ fdu este o măsură numărabil aditivă absolut continuă 
A 


în raport cu p. Din nou (T, 7, u) este un spațiu cu măsură și E este un spațiu 
Banach. Pentru orice f: T — E* şi orice ze E definim fa: T — T (=corpul 
scalarilor) prin fa(£)==f(4)(2). O funcţie f: P—E* care are proprietatea că pentru 
orice x € E funcţia scalară fa este u-integrabilă se numeşte funcție -integrabilă 
Gelfand (functie integrabilă Gelfand). Se arată că dacă f este u-integrabilă Gelfand, 
atunci pentru orice A € F există un element x4 e E* cu proprietatea că xu(2) = 


=f fzdp pentru orice xe E. Elementul x == (Gettana)- | fdp se nu- 
A A 
meste integrala Gelfand a lui f pe A (dacă A -= T, xp se numește integrala 
Gelfand a lui f). (I. C) 

integralele Fresnel v. reziduu 


integrare constructivă Fie a = ap < ay < ... < ap = b numere reale con- 

structive. Şirul finit 7 = (ao, au, =: an} este o partiție a lui [a,b]; n este 

lungimea lvi P iar v(P) == max {| ai; — ai |O0ssissn — 1} norma partiției 
n—l 


F. Fie f continuă constructiv pe [a, b]. Să punem S(f, P) = Ẹ, (xi) (atm — 
1=0 


— a) cu xi€ lain ai], Osian — Í. Se arată că, pentru P = fas a+ 


b—a E m b—a 
T —— = ay n b anb, S(,a, b, n) = — la i Jeste unul 
n n 0 n 
dintre numerele S(f, F). O altă teoremă afirmă că dacă f este continuă 
b 
constructiv pe fa, b], atunci şirul {S{ f, a, b, n)}n epy converge către | fix) d. 
4 


Pentru o partiție arbitrară P a lui [a,b] şi pentru e> 0 şi v(F)ssao(e) (un 
b ) 


modul constructiv de continuitate al lui f) avem [su r)— | Jis) dxi s 


a 
seb — a). (S. M.) 
integrare numerică, capitol al analizei numerice care se ocupă cu aproxi- 
marea integralelor definite și cu rezolvarea numerică a ecuațiilor diferențiale. 
Formulele de aproximare a integralelor funcțiilor reale de o variabilă reală, se 
b 
numesc formule de cvadratură. Dacă | f(x)dx se aproximează pe o anumită 
a 
olasă de funcții prin Ț(f), se spune că T este o formulă de cvadratură pe acea 
clasă de funcții. Cele mai multe formule de cvadratură sint de forma 


n 


X) a;f(zi), unde ae şi x;e[a, b], ie {1 uun} 


i=l 


Asemenea formule se pot obține integrind polinoame de interpolare asociate 
funcţiei f. integrînd polinoame de interpolare relativ la n noduri cchidistante 
se obțin formulele de cvadratură Newton-Câtes, iar drept cazuri particulare 
apar formula dreptunghiului, a trapezului, a lui Simpson. Dacă Ip este for- 
mula Newton-Câtes pentru n noduri echidistante, există funcții continue f 


b 
pentru care {In(f)}n nu converge ij f(a) da. O formulă de cvadratură I 
[ză 
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b 
se numeste exactă pentru funcția fọ dacă F( fo) = | fata) da. Printre formulele 
g 


n 

de cvadiatură de forma X aiflx;), cea a lui Gauss este exactă pentru poli- 
t= l 

noame de grad cel mult 2# — 1. Pentru aproximarea unor integrale de forma 


b 
p(2) f(x)dx se folosesc formulele de cvadratură de tip Gauss{obținvute cu 
2 


ajutorul polinoamelor ortogonale în raport cu funcția pondere e. Unele for- 
mule de cvadratură utilizează şi valorile derivatelor funcției (formula lu: 
Hermite, formula Euler-Maclaurin). În vederea obtinerii unor aproximări cit 
mai bune pe anumite clase de funcții, formulele de cvadratură Cebișev, Markov, 
Lcbaito se obțin impunind restricții particulare parametrilor. Cele mai utili- 
zate metode de i.n. a ecuaţiilor diferențiale realizează aproximarea restric- 
ţiei soluţiei la o mulțime finită, de puncte, recurgînd apoi, eventual, la inter- 
polare. Metoda lui Euler se obține din ecuația diferențială prin discretizare, 
înlocnind derivata cu o diferență divizată. Metodele Euler, Fuler-Cauchy, 
Runge-Kutta se încadrează în metoda ecuațiilor cu diferențe. (Gh. Gr.) 
integrare pe o varietate diferențiatilă crientată, operație în care obiectele 
de integrat sînt n-lorme diferenţiale, unde n este dimensiunea varietăţii. Este 
vorba, în esență, să asocicm unei asemenea forme diferențiale, presupusă local 
iategrabilă, o măsură Radon pe varietatea considerată, Fie deci M o CY-varic- 
tate n-dimensională orientată, Ilsrso; pentru simplitate, vom presupune 
M cu bază numărabilă. O n-formă diferențială (reală) w, definită pe M, se 
numește foci! integrabilă dacă, pentru orice hartă pozitivă a = (xj ace, Aal 
1U => R” a lui M, funcţia reală P pe U, definită prin egalitatea œ | U = 
= Ddr A ... Adaăp este local integrabilă pe submulţimea deschisă a(U) a 
lui RE în raport cu măsura Lebesgue 1; n-formele diferențiale local integrabile 
pe M formează un spaţiu vectorial pe care îl notăm La(M, loc); subspațiul 
vectorial al lui La(M, loc) format din formele diferențiale cu suport compact 
va fi notat prin La(M). Punctul de plecare în teoria integrării pe M constă in 


construirea îuncționalei Jiriare En M> R. În cazul n == 0, orientarea. 
M 

lui M este o aplicație e: M —>{— L, 1}, iar elementele lui Zp{(M)o sînt funcţii 

reale cu suport finit; se pune în acest caz 


| w: = y e(a) ofr). 
M 


reM 


M 


În cazul nèl, fancționala | se definește axiomatic ca fiind unica functio- 


nală liniară cu proprietatea ca, pentru orice hartă pozitivă œ = (x, -.., Xn} 


şi orice formă diferenţială wE La(M)g cu suport conținut în domeniul U al 


hărţii «, să avem | 0 = oati, unde w | U =Q dr A. Adana. 
M alU) 

Construirea acestei funcționale se face, de pildă, folosind o partiție a unității. 

Dacă w€ La(M, loc), măsura Radon pa asociată lui œ este funcționala liniară. 


Ko: COM) => R, definită prin uelf) = | fu, fe COM). Forma diferențială 
M 


co E Ln(M, loc) se numește integrabilă dacă funcţia constantă f = 1 este inte- 
grabilă în raport cu măsura Radon uo iar, în cazul integrabilității, se pune 
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| w: =f dpo Dacă A este o mulțime local închisă (sau, mai general, 
M A 


boreliană) a lui MW, se spune că o n-formă diferențială, œ definită pe A este 
integrabilă pe A cînd n-torma diferențială wM este integrabilă, unde o este 
m-forma diferenţiabilă pe M definită prin o! =ù pe A şi oM = 0 în rest. 
De asemenea, dacă S este o subvarietate diferențiabilă p-dimensionali orien- 
tată a lui M şi œ o p-iormă diferențiabilă definită pe M, se spune că w este 
integrabilă pe S dacă p-torma diferențială ş*a este integrabilă pe varietatea 
p-dimensională orientată S, unde f: S — M este aplicația de incluziune, și, 


în cazul integrabilității, se pune | wo: = 7%. Teorema fundamentală a teo- 
S S 


rici integrării pe o varietate diferențiabilä orientată reprezintă un răspuns 
la problema valabilității formulei lui Stokes, care generalizează binecunoscuta 
formulă a lui Leibniz-Newton din cazul integrării pe dreapta reală. Cazul ceł 
mai simplu este cel „fără singularități“ cînd teorema corespunzătoare 
se enunță după cum urmează: 

Teoremă, Fie M o CY-varietate n-dimensională orientată, r>2, w o (n — l)-for- 
mă diferențială, de clasă C! pe M, iar D un domeniu în M. Dacă mulțimea, 
D ñsupp o este compactă și conținută în D, atunci œ este integrabilă pe ôD, 


do este integrabilă pe D a| w = dw, 2D fiind bordul orientat al lui D. 
èD D 
În cazul „cu singularități“, se presupune pentru început doar că mulți- 
mea D Nsuppo este rejativ compactă în M. Pentm valabilitatea formule 
lui Stokes este necesar ca mulțimea (DN D) N supp o să fie „neglijabilă“ într-un 
sens care se cere precizat; pe de altă parte, apar dificaltăți privind integrabi- 
litatea lui œ pe D şi a lui do pe D. Există diverse rezultate care răspund la 
problema valabilității formulei lui Stokes în cazul cu „singularități“, Prezen- 


tăm aici un asemenea rezultat inedit. Fie A o submulțime închisă a varie- 
tății M astfel încît A = A, închiderea interiorului lui A. Spunem că frontiera 
jA: =ANĂ a lui A este cvasiregulată dacă există o familie (Sie de 


subvarietăţi de clasă C! ale lni M și, pentru fiecare e, o submulțime com- 
pactă C; a lui S,, astfel încît să fie îndeplinite următoarele condiții: 1) Fa- 


milia {Cz}; z este local finită; 2) Dacă ijel și i#j, mulțimea Cin C; 

g o a ` F 

este de măsură zero (în Sg sau S4) şi Cs nC = Ø, unde C; este interiorul lui 
n 


Ci în Si; 3) 3A = U Ci Ex.: Un dreptunghi compact Q = |] las, bi], unde 
icl iei 

aș, bye R şi aş < by pentru orice i, este o submulțime închisă cu frontiera cvasi- 

regulată, în R”. Dacă A este o submulțime închisă a varietății M, cu frontiera 


cvasiregulată, mulțimea D: =å U | J &) este un domeniu în M, O (n — 1)-for- 
Ier 
mă diferențială w, definită pe 24, se numește integrabilă pe JA dacă w este 
integrabilă pe 2D și, în cazul integrabilității, se pune o: = |; &. Are 
24 D 


loc atunci teorema următoare: 

Teorema lui Stokes. Fie M o C'-varietate n-dimensională orientată, 732, 
w o (n — Ij-formă diferențială de clasă Cl pe M iar A o submulțime închisă a 
lui M cu frontiera cvasiregulată. Dacă mulțimea A N suppw este compactă, 
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atunci & este integrabilă pe 94, de este integrabilă pe A sf O = 
dA 


= | „do OJ) 


integrare pe o varietate riemanniană orientată Fie M o varietate rieman- 
niană orientată de clasă C”, Isrsoo, și dimensiune n; notăm prin Ta for- 
ma volum alui M. Dacă X şi Y sînt cîmpuri vectoriale pe M, prin < X, Y > 
se notează funcția reală pe M definită prin 


< X, Y> (:= <X (x), Ya) >r XEM. 


De asemenea, dacă w este o p-formă diferențială pe M și Y}, ~ 
puri vectoriale pe M, prin o(Y,, 
prin 


- Yp sînt cim- 
Yp) se notează funcția pe M definită 


ofY peus Yp): = oz(Y (2), = Y plr), ze M. 


Pentru orice cîmp vectorial X pe M, există o unică t-formă diferențială o% 
și o unică (7 -— l)-formă, AE A wf pe M astfel încît wh(Y) -= <X, Y> 
şi of HY en Yn) = Tu(X, Y Fa ); unde Y, Y,, ..., Ya sînt cîmpuri 
vectoriale arbitrare pe M. Forma diferențială og. se numește contran lui 
īm prin cîmpul X şi se notează prin Ty JX; notăm că formele œo} x și oy? nu 
coincid în cazul n = 2, Aplicațiile X i> wb ṣi X > oy! de la cîmpuri vec- 
toriale pe M la l-forme și respectiv (n — 1)-forme diferențiale pe M sînt bijec- 
tive şi păstrează clasa in ambele sensuri. Acest fapt permite definirea unor 
operații pentru funcții și cîmpuri pe o varietate riemanniană orientată M, 
și anume gradientul, divergența, laplacianul și rotorul, ultima numai în 
cazul n = 3. Dacă fe CI(M), gradientul lui f este cîmpul vectorial grad(f) 
definit prin ecuația isaac) = df. De asemenea, dacă X este un cîmp vec- 
torial de clasă C? pe M, divergența lui X este funcţia div(X) pe M definită prin 
ecuația doy! = div(X)rm. Dacă fe C2(M), laplacianul imi f este funcţia 
Af definită prin Af: = div grad( f). În finc, dacă n = 3 şi dacă X este un cîmp 
vectorial de clasă C1 pe M, rotorul (sau rotaționalul) lui X este cîmpul vectorial 
rot(X) pe M definit prin ecuația do = 02). Notăm că dacă fe CE(M), 
cîmpul grad f este de clasă CE-1L pentru Iskssr iar Afe C-H) în cazul 
2ksr. De asemenea, dacă X este un cîmp de clasă CE, Isis — 1, 
pe M, funcţia div(X) şi cîmpul vectorial rot(X} în cazul n = 3 sint de clasă 
Ck-1, Ex.: Fie Mo submulțime deschisă în RP, înzestrată cu metrica euclidiană. 


Dacă Xop- n sînt coordonatele carteziene pe Ry atunci Tm = dă, A e 
d 
~ Adxy| M și, pentru orice cîmp vectorial X == $ Xi a M, avem 
tael ~ 
h 
= X Xidx; şi 
= 
kid 
oyi = y (1PX dr A cn: AAZ AAA ne Ada. 
i=1 
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af 2 
Rezultă că, dacă fe CE(M), grad f = 5 — — pentru ki şi Af = 
ic ON 0ai 
” ge 
= y 3 pentru k>2. De asemenea, dacă X este un cîmp de clasă Ci 
ÎI 0%: 
n 3X 
pe M, div(X) = X- aud, pentru n oarecare şi 
i=1 dxi 
əx 3X) 2 8X oX) 2 
ză) = È 5 — +) T L- ] + 
da Xa ] Xy 03 24 j Xg 


F 2 X; ) 2. 
PESI Xz ] 03 

în cazul n = 3, Fie S o subvarietate diferențiabilă orientată de dimensiune: 
n — lalmi M şiş: S — M aplicaţia de incluziune. Pentru orice punct ze X, 
există un unic vector n(x)e T(M)g cu proprietățile următoare: 1) n(x) L 
L T{S}e, în sensul că «< fy gv, n(a)> == 0 pentru orice vector ve T(S)z; 
2) < n(x) pi = 1; 3) Dacă (ep en-p) este un reper pozitiv în T(S)z, 
atunci (na) Ial) ne Ja ælEn-1)) ste un reper pozitiv în T(M)a. În cazul 
cînd S coincide cu berdui B al unui domeniu D de clasă Ci în M, condiţia 
3) revine la faptul că n() este un vector exterior la D în punctul x; în acest 
caz n(x) se numeşte normala exterioară la D (sau B) în punctul y. În cazut 
general, aplicaţia Sə x: n(a)e T(M)s este un cîmp vectorial de clasă 
C?- pe S, notat ng sau, simplu, n cînd nici o ambiguitate nu este posibilă... 
Dacă X cste un cîmp vectorial de clasă C! pe M, rezultă jiogt= < X, 
ns > Tg, unde tg este forma volum a lui S. Dacă se aplică teorema lui Stokes 
formei diferențiale wi = rm_JX se obține 


Teorema divergențe (Teorema Gauss-Ostrogradshi). Fie D un domeniu de 


clasă Cl în M, B: = DND bordul orientat al lui D și X un cimp de clasă 


C! pe M astfel încit mulțimea D Nfsupp X să fie compactă și conținută. 
in D. Atunci 


| < X, ng >= (div A) sa 
B D 


De asemenea, în cazul p = 3, dacă se aplică teorema lui Stokes formei dife- 
rențiale ol se obține ` 


Teorema rotorului (versiunea clasică a teoremei lui Stokes). În cazul n = 3, 
fie S o subvarietate orientată de dimensiune 2 a lui M, D un domeniu de 
clasă C? în S, B bordul orientat al lui D şi X un cîmp de clasă Ct pe M astiel 
încît mulțimea D f supp X să fie compactă şi conținută în D. Atunci 


| ok = | < ng, roi X > Tg. 
B D 


În fine, dacă se aplică teorema divergenței unui cîmp de forma X =u grad v 
se obține următoarea 
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Tecremă (formulele lui Green). Fie D un domeniu de clasă Ct in M, B bordul 
oriental al lui D și u, ve C?HM) astfel incit mulțimile D fn supp u și D N supp v 
să fie compacte și conținute in D. Atunci 


sy r 
| u Kaa Tpi ì (< grad u, grad v> 4- u å v} ta, (1) 
B ön D 
ĝu cu 
um — vo lrp= (mâv — våu) rm, (2) 
B cn En D 

au ` A . ðr 

ande „_ este funcția reală pe B definită prin ze; = <n, grad v>. 
dn 


Notăm că, pentru valabilitatea primei formule a lut Green, este suficient ca 
funcția u să fie de clasă CI. (W. J.) 


interiorul unei mulțimi v. punct interior 


interpolare, metodă de aproximare a funcțiilor cu polinoame prin care, 
cunoscînd valorile unei funcţii în anumite puncte, se aproximeuză funcția cu 
un polinom, avind proprietatea că în acele puncte polinomul ia, împreună cu 


derivatele pînă la un anumit ordin, aceleași valori ca și funcția considerată. 
Fie 


me N 
ze C, ie{l, n m}, xi xj pentru 64] 
(s) aEeN, ie {1,...., m} 
z €C, 1e{1,.. mh JE{0, a; 
m 
Fie n = y, a;i Se numește polinom de i. asociat sistemului {S), un polinom 
i=} 


P, cu proprietățile: 
grad sn — 1, 
Pia) = zi tefl.. m}, jefo, ai — 1} 


Există, și este unic, un polinom de i. asociat sistemului {S). Are loc formula 
fui Hermite: 


a;—1 


ra=} -e Y gla — ag) rila), 


iZi (x — x)" i20 


unde o(s) = ÎI (x — z)“, 


1 “i-l i (x — xi)“ (k) 
rula), = pi FI (x — ae) 


k=0 w(x) 


xi 


Numerele x; se numesc noduri iar a se numeşte ordinul de multiplicitale al 
nodului xi Dacă a; = 1, se spune că x; este nod simplu iar dacă ai > 1 că 


i 
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xı este nod multiplu. Dacă aş = ... = am = Își se notează 2 = zip i €Efl,..., m), 
atunci polinomul de i. asociat sistemului (S) este dat de formula lui Lagrange: 
m m 
X% = ži 
Fi) = Sa [Il sa 
AZI j=1 Xa 44 
îi 


Fie G o mulţime de numere complexe, (%1, sn) EG" şi {Yp eo mE G, 
YıÆy; pentru ij, astfel încît y; apare de a; ori printre Z}, o Yn $i 
m 


y, a; = n. Fie f o funcție definită pe G cu valori complexe, de ag — 1 ori 
i= 

derivabilă în y; pentru orice ie{1, ..., m}. Se numește polinom dei. al funcției 
J relativ la nodurile (x, -.., xn), polinomul P avînd proprietățile: 


grad Psn— 1, 
rOy) = fy); ie(l, m}, jet, ag — i} 
Se notează P(x) = F(fi; Xu- Xa; 2). Dacă n>2 ṣi x% Xn, atunci 
P(S; Xis e Xni x) = 
D(f Xa o Zn x) (x — x) — PU; Xp o Xn) x) (x — 2n) 


ža — x, 


Coeficientul lui x”-t din F(f; ap, o.» Xa; x) se numește diferență divizată a funcției 
f relativă la nodurile (xj, .--, Xn) şi se notează f(x., xn). Dacă n>2 și 
X Fin, atunci 
Llo er n) — Fe o Xa) g 

Xn — X 
fa) 


(n — 1)! 
zate polinomul de j. se poate reprezenta sub forma 


Dacă 2, = n: = žm Îl = ža) = . Cu ajutorul diferenţelor divi- 


P(S: apa Xni i) y (xis se zl 2 xa) -o (a — Xe). 
i=l 


Dacă G este o mulțime deschisă și convexă de numere complexe, (2, ..., xn) EG” 
iar f, de clasă C”, este definită pe G cu valori complexe, atunci 


1 
| fl) — P(J: toes ni a) ls zi | (x — aa). (i — xn) 
$ B. 
unde A este acoperirea convexă a punctelor x}, Xn, %. Dacă GER este 
deschisă şi convexă și f: G — R este de clasă C%-i, atunci există E e[min x4 
max x] astfel încît 


sup, faza) 


Fe ua = MEDEN 

Lica Zn) aE NT (£) 
Se face uneori următoarea distincție: dacă valoarea lui x în care se face apro- 
ximarea lui f(x) prin P(f; a, -.., Xn; x) nu se află în intervalul minim ce conține 


punctele ,, ...., Xm, procesul de aproximare se numește extrapolare, în 
caz contrar i. (Gk. Gr.) 


invariant omotopic v. omotcpie 
invers v. categorie 
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inversiune v. transformare omografică 

involuție v. algebră Banach involutivă 

ipoteza continuului v. număr cardinal, teorema lui Ulam 

ipoteza lui Riemann v. funcţia Ų 

izometrie v. distanţă 

izomorfism v. categorie 

izomorfism analitic v. transformare conformă, funcţie olomorfă (de mai 
multe variabile complexe), suprafață riemanniană, varietate analitică complexă 

izomorfism R-anatitic v. funcție R-analitică 


împrejurime v. structură uniformă 

închiderea unei mulțimi v. punct aderent 

închiderea unei mulțimi (într-un subspațiu) v. topologie indusă 

înfășurătoare convexă v. Spațiu liniar 

înfășurătoare de olomorfie Fie X o varietate complexă conexă. O extindere 
olomorfă a lui X este o pereche (X',7), unde X” este o varietate complexă 
conexă şi j: X— AX” o scufundare olomoriă deschisă cu proprietatea că, 
pentru orice funcţie fe O(X), există o funcție f'e O(Ă”) astfel încît f = foj. 
(Din principiul prelungirii analitice rezultă atunci că funcția f este unică). 
O î.o. a lni X este o extindere olomorfă (£, „3) cu proprietatea că È este o 
varietate Stein. Î.o., dacă există, este unic determinată pînă la un izomorfism 
analitic. Mai precis, dacă (X”, 7) şi (X”, k) sint două f.o. ale lui X, atunci există 
an unic izomoriism analitic k: A” — X” astfel încât k = kof. În exemplele 
următoare j este incluziunea. Ex.: 1° Pentru n >2, dacă Q este un domeniu 
de olomorfie în C” și K un compact în Q astfel încît mulţimea QN K să fie 
conexă, atunci Q este o î.o. a lui QNK (teorema lui Hartogs). 2° Fie Q un do- 


meniu Reinhardt conex, conținînd originea, în C” și He {2 cel mai mic do- 

meniu Reinhardt logaritmic convex care conține pe Q. Atunci Q este o Lo, 
a 

a lui Q. 3 Fie Q un tub în C? cu bază conexă o și Q tubul cu bază co({o). 


Atunci Ù este o f.o. a lui Q (teorema lui Bochner). Evident, condițiile fB) 
și y) (v. varietate Stein) sînt condiții necesare pentru existența unei i.o. Men- 
ționăm că, deoarece varietatea complexă X este conexă prin ipoteză, y) im- 
plică existența unei baze numărabile (teorema bazei). Pentru a obține o 
teoremă de existență pentru î.0. a lui X se întărește condiția y), și anume se 
consideră condiția următoare: Yo) Există o aplicație otomoriă etală ọ: X — C”. 
Evident, yo} implică y). 
Teoremä. Orice varietate complexă X care indeplineste condițiile B) și Yo) 
admite o t.o. 
O pereche (X, ọ) unde X este o varietate complexă satisfăcind condiția (4) 
şip: X — C” o aplicație olomorfă etală se numește domeniu Riemann de dimen- 
siune y (sau domeniu Riemann peste Ch). Teorema precedentă se poate formula 
şi astfel: Orice domeniu Riemann admite o f.o. care este de asemenea un do- 
meniu Riemann. Noțiunea de domeniu de olomorfie în C” se generalizează la 
noțiunea de domeniu de olomorfie peste C”, după cum urmează: Un domeniu 
Riemann (X, ọ) de dimensiune m se numește domeniu de olomorfie peste ca 
dacă X este o varietate Stein. În particular, î.0. a unui domeniu Riemann de 
dimensiune n este un domeniu de olomorfie peste C”. (M. ].) 

înfăşurătoare echilibrată v. spațiu liniar 


maia (5 


d 


J, L 


jacobiană, matrice de fuuctii folosită în calculul aplicației liniare tangente 
într-un punct ae M la o aplicație diferențiabilă p: M = N (unde M și N sint 
varietăţi diferențiabile date) cînd se cunosc o hartă locală, decat [ei st Xn) pe 
M cu domeniu U conținînd punctul a și o hartă locală B = (Yi -s Ym) pe N 
cu domeniul V conținind punctul q(a). Această matrice, notată Şi „lp), se 
definește prin tai 


2f; 
3 P}: = 3 
i Azi Jigigm 
1sin 
unde (fu cs fin): Up HV) = R” este aplicația 9oq; prin abuz se scrie 


Ja 


„Yi, € : r 
aneor- în loc de >, Sin.: matrice Jacobi a lui ọ în raport cu a și Be 
dx as; f 


Dacă ae U fọ" {V}, matricea numerică 


n 


EAE E 2 
se numeşte j. lui e în punctul a. Dacă y = y vg —— (a) este un vector tangent 
ja 043 î 
(real sau complex) la M în punctul a, imaginea lui v prin aplicaţia, liniară 
m 
tangentă Q4, a este vectorul w — y z (e(a)) calculat prin formulele 


Orice proprietate a aplicatiei liniare tangente Oaa poate fi interpretată in 
termeni ținîng de j. Iui e în punctul a. De pildă, ọ este imersie în punctul æ 
dacă și numai dacă Jg, alp}(a) are rang n==dim M şi submersie în punctul a dacă 
şi numai dacă această matrice are rang m = dim N, Cînd M este o subrnulțime 
deschisă a lui R? şi N = RP, se folosește de obicei j. lui p în raport cu coordo- 
natele carteziene «,, ..., Xn ale lui R” și coordonatele carteziene y;, ..., ym ale lui 
R”, În cazul M și N varietăţi complexe și p: M = N, o aplicaţie olomoriă, 
calculul aplicației liniare tangenie pu se reduce la calculul componentei 
sale olomorfe P,a: T'(M)a > T(N. Fie g = (Zp e m: U = C” o hartă 
locală pe M și 8 = (wyp ou Wm): V > C” o hartă locală pe N astfel înct mul- 
țimea Unqgi(V) să fie nevidă. Pentru aeUng(7) şi orice vector 
n 
tangent olomori s = X Sj da (a)e T'(M)a imaginea lui s prin aplicaţia 
j=1 4 
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m 


P, a este vectorul tangent olomorf 7 : E e -= (o{a)}) calculat prin formu- 


dele 


n r, 
CIK 
tp = y dl (a) sp  Issksn, 


î=1 zI 
unde (fpes fm): UN f-1(V) — C” este aplicația olomorfg fo. Matricea 
Jo „lp): = ae se numeşte j. clomorfă a lui ọ în raport cu hărțile g 
) az 23 JISk gM 
Ii 


şi 8. Dacă punem zj= yj iy; şi wp = ug + ivp, atunci aplicaţiile 

T= (2p Yp eu Zm Ya) U =R?” și B = (ti, Vp -u Um Um: V — R sînt hărţi 

locale pe varietățile de clasă C”? subiacente lui M și N respectiv. J. lui o in 
P r ş F K ka 


raport cu aceste hărți se scrie 
6) E) 
UE! bxi 


Il 


to; 8yil? istm 
ESES 
În cazul m = n, are loc egalitatea det păi e) = |det J pia (e) |? care se 


demonstrează, de pildă, cu ajutorul ecuațiilor Cauchy-Riemann; în particular 
det Jyx (p) >0. Dacă se aplică acest rezultat la cazul N = M şi ọ = idy, 


se abat faptul că varietatea C? subiacentă unei varietăți complexe este 
orientabilă, (37. 7.) 

jacobianul unei transformări, dcterminantul matricii Jacobi a acelei trans- 
formări (în cazul m-=n). De pildă, dacă T este o transformare de la planul 
Quv la pianul Oxy dată de x = f(u, v) y = e(u, v), unde f și g sint funcţii 
parţial derivabile, jacobianul transformării 7 este determinantul funcțional 


a af 
du av 
au au 


Teorema de transformare a ariilor printr-o transformare normală afirmă că aria 
unui domeniu D = T(d) se obţine din aria domeniului d din planul Ouv prin 
multiplicarea acesteia din urmă cu valoarea absolută a jacobianului trans- 
formării T intr-un punct convenabil din domeniul d. (S. M.) 


lanț de elemente analitice v. prelungire analitică 
lanț de mulțimi v. proprietatea intersecţiei finite 
laplacianul v. integrare pe o varietate riemanniană orientată 


- 


Se as aaa 


a 
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latice v. mulţime ordonată 

latice Banach v. spaţiu reticulat normat 

latice booleană v. multime ordonată 

latice completă v. mulțime ordonată 

latice de mulțimi v. clasă de mulțimi 

latice de perioade Dacă V este un spațiu vectorial real de dimensiune fi- 
vită N, o Lp. în FV este un subgrup T al lui V avind proprietatea că există 
N vectori Yp -~ yy liniari independenți peste R care formează o baa a lui 
T ca Z-modul, î.e. orice vector yel se scrie în mod unic sub forma y= £ miyi 

i=1 

cu m € Z. Proprietăţile următoare ale unui subgrup T al lui V sînt echivalente: 
i) T este ol.p.; îi) I este un subgrup discret al lui V (i.e. 0 este un punct izo- 
lat al tui F în V) şi grupul topologic cit T = V/T este compact; iii) I este 
un subgrup discret al lui V şi este un sistem de generatori ai spațiului vec- 
torial real V. Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune finită N, T o Lp. 
în V şi To. VF. Înzestrăm pe T cu topologia cît; atunci aplicația canonică 
r: V => T este un omeomorfism local. Rezultă, că există o unică structură 
de varietate analitică reală pe T astfel încit aplicația m să fie submersie rea} 
analitică. Această varietate analitică reală are dimensiunea N şi se numește 
tor real de dimensiune N. Orice tor real de dimensiune N este real analiiic 
izomorf cu produsul (SI)Y, unde SI este sfera de dimensiune 1 (i.e, cercul uni- 
tate în R2). Să considerăm acum un spațiu vectorial complex V de dimensiune 
complexă finită n. Prin Lp. în V se înţelege obp. în spațiul vectorial real de 
dimensiune N = 2n, subiacent lui V. Dacă I este o l.p. în V, există o unică 
structură de varietate complexă pe toral! T = V/T astfel încît aplicația, z să 
fie olomorfă. Varietăţile complexe de forma V/T, unde V este un spațiu vec- 
torial complex de dimensiune n (sc poate lua, evident, V = C”) și I o i.p. în 
V, se numesc topuri complexe de dimensiune n, iar în cazul n = 1, curbe elip- 
tice. Două toruri complexe de dimensiune n, să zicem T = CAI și T’ = C/I”, 
sînt totdeauna izomorie ca varietăţi analitice reale, în particular ele sînt omeo- 
mofe, Un fapt semnificativ este că T şi T’ nu sînt în general izomorfe ca varie- 
tăți complexe, nici măcar în cazul n = ł (v. funcţia modulară). O varietate 
abeliauă eslo nn lor complex T care admite o scufundare olomorfă într-un 
spațiu proiceliv PH(G). De pildă, toate torurile complexe de dimensiune 1 
sint varietăţi abeliene. De asemenea, pentru orice suprafață riemanniană 
compactă AX, varietatea Jac(X) este o varietate abeliană de dimensiune g, 
unde g este genul lui X. Notăm că, pentru orice întreg n>2, există toruri 
complexe de dimcusiune n care nu sînt abeliene, (M. J.) 

latice distributivă v. mulțime crdonată 

latice local convexă v, spațiu liniar reticulat topologie 

latice nermată v. spațiu reticulat normat 

latice relativ completă v. mulțime ordonată 


lege de distributivitate infinită v. multime ordonată 

legea distribuției asimptotice a numerelor prime v. funcţia Ų 

legea paralelogramului v, spațiu Hilbert 

lema lui Abel y. serie de puteri 

lema lui Fatou Fie (T, 7, pu) un spațiu cu măsură și (Ua)a un şir de funcții 
u-măsurabile, i.e. J-măsurabile, pozitive, Un: T —+ Ry. Avem 


( ciim inf Un) du s lim inf | Undu (I.C) 
n 


n 
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lema lui Goursat Fie în planul complex C un domeniu triunghiular T ge- 
nerat de punctele a, b și c. Dacă virfurile au fost scrise într-o anumită ordine, 
spre exemplu (a, b, c), atunci această ordonare generează drumul poligonal 
ôT = fa, b]o[b, c]o {c, a]. Fie f o funcție derivabilă pe domeniul D şi T 


un domeniu triunghiular astfel ca Fe D. Atunci | f = 0 pentru orice orien- 
êT 


tare a virfurilor lui T. (Gh. Gr.) 

lema lui Grothendieck v. formă diferenţială (pe o varietate complexă) 

lema lui Poincaré v, formă diferențială (în R”), formă diferențială (pe o 
varietate diferenția bilă) 

lema lui Schwartz v. funcție olomorfă (de o variabilă complexă) 

lema lui Zorn v. mulțime ordonată 

lifting Fie un spațiu cu măsură (7, 7, p). Vom nota prin (yu) tribul tuturer 
mulțimilor 'u-neglijabile şi vom considera Se o sub a-alecbră astfel încît 


2 >"X(p). Notăm W (D)= {f: TR] f este O((u)-aproape total Ş-măsurabilă) . 
De exemplu, dacă Ş:=7, atunci W(X) = 2*(p). Notäm M(E) = If: TR | f 
este total Ş-măsurahilă), Pentru două funcții f, g: T= R, vom scrie f = g 
pentru a desemna faptul că f = g p-a.p.t. Pentru două mulțimi A și B incluse 
in T vom scrie A ~ B pentru a desemna faptul că AA BeùXp), unde 
A A B= (AN B)U(BNA}). Se numeşte 1. (san ridicare) pe (5) o apli- 
cație p: M(X) — M(X) avind proprietățile: i) p(f) ~f; îi) f~ g= plf) = 
= pe); ii) plaf + Bg) =ap(f) + Bele); iv) f>0 = p(f)>0; v) f= (in 
sensul că f cste constant egală cu a) = p(f) =: vi) p(/2) = p(f) plg} Totu! 
pentru orice f, g în W(X) și a, B în R. Dacă există un |. pe (5), se spune 
că OH (X) are proprietatea de 1, 

Teoremă de existenţă a |. Spaţiul 2*(u) are proprietatea de 1. dacă şi numai 
dacă p are proprietatea sumei directe. 

O aplicație p: M(X) — M(E) avind proprietăţile i)— v} se numește |. liniar 
pe “H*(3). Se demonstrează că pentru orice |. liniar p pe We(Z) există un |. 
p* pe "(“(2) cu proprietatea că p*(pa) = p(pa) pentru orice mulțime A din 
Ž, carc are proprietatea că p(p4) este funcţia caracteristică a unei mulțimi (În 
particular, dacă acest lucru se întimplă pentru orice mulțime A din $ rezultă 
că p este chiar L}. Aici ọ4 este funcția caracteristică (indicatoarea lui 4). Se 
numește l. pe mulțimile lui X; o aplicaţie 9°: 33— J cu proprietăţile: 1’) p'(A4) ~ 
~ A; îi) A~ B => p'(á) ~me (B); iii) pld)Ză și p(1)=T; iv) p(4 N B)= 
== p'(A) n p(B]; v) p {4 U B) = p'(A)Up(B), Aşi B din X. Existența unui l. 
pe mulțimile lui X echivalează cu existența unui l. pe %”($): a) Dacă există 
un l, p pe W”(X), atunci, punind g: — D, p'(4)=B, cu plea) = 9B 
obținem că p’ este 1. pe mulțimile lui 5; b) Dacă există un 1. o” pe mulțimile 
lui 5, atunci există un l, unic p pe W”(X) astfel încît p(pa) = porta) pentru 
orice A din 3. Vom considera, în plus că T este un spaţiu local compact și că 
p este o măsură boreliană regulată pe T. Se numește l. tare pe 2 '(u) 
un l. p pe 2*(p) care are proprietatea că p(f) = f pentru orice funcţie con- 
tinuă f din 2*(p). Se arată că dacă p este un 1. pe 2*(u), atunci următoarele 
afirmaţii sînt echivalente: 1) p este 1. tare; 2) p'(U)>U pentru orice mul- 
time deschisă UeT; 3) p'(F)eF pentru orice mulțime închisă Fe. 
Aici porta) = pla) pentru orice mulțime u-măsurabilă A cT. 

Teorema de existență al. tare. Dacă T are o bază cel mult numărabilă de mulțimi 
deschise (sau dacă T este spațiu metrizabil, sau dacă T este un spațiu dis- 
cret) și dacă (U) > 0 pentru orice mulțime deschisă nevidă, atunci există 
un l, tare pe 2*(u). 

Se arată că dacă există un J. tare pe 2*(u), atunci: a) u(U)> 0 pentru 
orice mulțime deschisă nevidă,; b) Două funcții continue și mărginite egale 
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u-a.p.t. sînt egale peste tot; c) | fâu>0 pentru orice funcție continuă 


și mărginită pozitivă care nu este identic nulă; d) Pentru orice funcție 
continuă f din 2*(u), avem ||f llo = supțlf( i |te T}. (Z. C.) 

limita inferioară a unui şir de funcții v. funcție măsurabilă 

limita inferioară a unui șir de mulțimi v. funcția caracteristică a unei 
mulțimi Y 

limita inferioară a unui şir de numere reale Fiind dat şirul (an e: să 
punem An = (ap, Apa -o Gnyp: +} Limita șirului crescător (Cadu ee unde 
cn = int Am este, prin definiție, limita inferioară a șirului (anu e: notată 
Him inf ap sau lim ap. (S. M.) f PA 

limita Ja stînga (dreapta) a unei funcţii într-un punct Fie f: Ac R—R și fie 
a un punct de acumulare la stinga pentru A. Numărul real y (eventual +0 
sau — 00) este limita la stînga a lui f în a dacă pentru orice șir {xp} tinzînd 
către a, spe, xn <a pentru orice n, avem lim f(xp) =g. Punem g = 

n= 

= f(a — 0). Definiție asemănătoare la dreapta. (S. M.) ; 

limita superioară a unei funcţii reale într-un punct din R” Fie f: A c R” — 
=R şi fie a un punct de acumulare pentru A. Limita superioară a lui f 
în a se notează prin limsup f(x) și se defineşte ca int sup {f(x} 

i „oa, se 4 Valt) e Cola) ze Pali) 

unde V (x) este familia tuturor vecinătăților lui x din care s-a eliminat 
x. O definiție similară (cu inversarea ordinei pentru inf și sup) pentru 
lim inf f(x). Necesar și suficient ca ae R să fie limita superioară a lui f 
x=a, ze R A 
în a este ca: 1) Pentru orice B> a există o vecinătate V(a) în A pentru 
care f(Volajje(— œ, B); 2) Pentru orice număr y<a şi pentru orice 
vecinătate V(a) în A a lui a există xe Vela) pentru care f(x) > y. (S.M.). 

limita superioară a unui șir de funcţii v. funcţie măsurabilă 

limita superioară a unui şir de mulțimi v. funcția caracteristică a unei 
mulțimi îi | 

limita superioară a unui șir de numere reale Fiind dat șirul (dn) ne» să 
notăm cu dp mulțimea termenilor de rang mai mare sau egal cu n şi să 
punem bp == sup Án. Limita șirului descrescător (ban eN este, prin definiție, 
limita superioară a șirului {an}, eN’ notată lim sup ap sau liman. (S. M.) 

limita unei funcții după un filtru Fie X o mulțime, Y un spațiu topologic, 
F un filtru în X şi f o funcție definită pe X şi cu valori în Y. Punctul 
y e Y se numeşte limita functiei f după filtrul F dacă baza de filtru IEF eF} 
converge către y; se notează: y = limg f. Dacă X este de asemenea un spaţiu 


topologice şi xg € X, se spune că y e Y este limita funcției f în punctul x dacă 


y este limita lui f după filtrul vecinățăţilor lui xg; se notează y = lim f(x). 
x —> xo 
Funcția f este continuă în punctul yọ dacă și numai dacă lim f(x) = f(zo). 
x >x 


E noi Pi 
Fie Ac% şi ue d. Fie Y z Mulțimea vecinătăților lui xy și fie în A 
filtru F =(VnA|Ve Vi Dacă y = limg f se spune că y este limita 


funcției f în punctul xg relativ la submulțimea A şi se notează lim f(x) = y. 
> x 
T e Va 
Dacă A = XN {ro} Şi xo nu este punct izolat al Ini X se scrie lim f(x) = y. 
x xo 
240 
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Funcţia f este continuă în punctul neizolat xg dacă și numai dacă lim f(x) = 
=> xo 


at žo 

= f(x} Ex.: 1° Fie X un spațiu topologic, f: N — X, f = (adu eN un şir 
în X. Șirul (nn e N converge către x e X dacă și numai dacă y este limita 
funcţiei f după filtrul lui Fréchet. 2° Fie f = {xs} ṣa un șir generalizat în 
spaţiul topologic X. Fie F filtrul generat în A de baza de îiltru {45 |ô € A), 
unde Aa = (3'|8'>58). Șirul generalizat f = (za)gca converge către zeY 
dacă și numai dacă funcția f converge către x după filtrul F. (Gk. Gr.) 

limita unei funcţii într-un spațiu topologic v. limita unei funcţii după un 
filtru. 

limita unei funcții reale într-un punct din R” Fie f: A cR” —R și fie 
x un punct de acumulare pentru A. Funcţia f are ca limită pe o (eventual 
rE 00) în x dacă pentru orice şir (ap), n€ A, pf pentru orice m natural, 
xn > a, avem lim f(xp) =œ. Dacă «eR, proprietatea revine la: pentra 

=> 

orice e > 0 există, o vecinătate V(x) astfel încît din ye V(x), y#x, să rezulte 
Ify) —a|< e. În cazul == + oo ultima inegalitate se înlocuiește cu f(y) > e. 
Dacă a = — oo, ultima inegalitate se înlocuiește cu f(p) < —e. (S.M.) 

limita unui filtru v. filtru convergent 

limita unui șir de funcţii v. șir de functii 

limita unui șir de mulțimi v. funcţia caracteristică a unei mulțimi 

limita unui şir dublu de numere reale Şirul dublu {a}, i, j = 1,2,... are 
ca limită numărul real A dacă pentru fiecare e > 0 există n, astfel încît din 
i> ne < j să rezulte | Æ — af | < e. Limita este +00 (resp. — o0} dacă ori- 
cărui număr pozitiv P fi corespunde un număr natural np astfel incit din 
i> np < j să rezulte a! > p (resp. af < —p). Un șir dublu are limita finită 
dacă este convergent. {S. M.) 

limita unui șir generalizat v. șir generalizat convergent 

limită Banach, funcțională liniară f pe spațiul liniar (m) al șirurilor reale 
mărginite {ÉnneN avînd proprietățile următoare: 


1) lim En s fl Ean en)< lim En: 


2) Ennen) = FlEn), ey? 


Existenţa 1.B. se stabilește cu ajutorul teoremei Hahn-Banach. Noțiunea de 
1.B. se generalizează pentru spaţiul liniar m(X) al șirurilor (0)-mărginite cu 
valori într-un spaţiu liniar ccmplet reticulat X. În acest caz LB, este un ope- 
rator liniar pe m(X) cu valori în X, avind proprietăţile corespunzăteare pro» 
prietăţilor 1) și 2). (R.C.) 

limită calitativă L.e. supericară a funcţiei reale f în punctul a€ R este 
ini | (f(x)> y} este de prima categorie Baire în a}. L.c. infericară a lui f 
în a este sep fy | (2) < y} este de prima categorie Faire în aj. Dacă cele 
două limite sînt egale, valoarea lor ccmună este I.c. a lui f în a. (O mulţime 
A dintr-on spaţiu tepolcgic esie de prima categorie Paie într-un punct a 
dacă există o vecinătate a lui a cărei intersectie cu A este de prima cate- 
gorie Baire.) (S. M.) 

limită incivievală v. cenvergența în sensul ordinei 

limită incretivă v. categerie, functor 

limită inductivă de spaţii local ccnvexe Fie X un spațiu liniar și {X;}jeg 
o familie de subspaţii liniare cu următcarele proprietăți: 1) Pee =X; 

je 
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2) Pentru orice fp J€ ] există jeJ astfel ca X,U Xj Xj 3) Fiecare 
spațiu X; este înzestrat cu o topologie local convexă tj; 4) Dacă, Xas X igs 
atunci topologia Tiir indusă de Tj, Pe Xir este majorată de topologia Ti. 
Pentru orice je J fie Jş: X4 — X aplicația dată de formula și) = x, Nae Xy. 
Cea mai fină topologie local convexă pe spațiul liniar X, pentru care orice 
aplicație 1, este continuă, se numește limita inductivă a familiei {tz}jeg, iar 
spațiul liniar X înzestrat cu această topologie se numește limita inductivă a 
familici {X;}jeg și se notează X = lim X;. O bază de vecinătăți ale originii 
a ieJ 

pentru limita inductivä este dată de mulțimea tuturor submulțimilor W cX 
care sînt echilibrate si convexe și care au proprietatea că pentru orice je ], 
mulțimea W NX; este o vecinătate a originii în spaţiul X}. Dacă în condiția 
4) se cere ca Tzi, = Ti atunci limita inductivă se spune că este strictă, 
(R.C) i 

limită interioară (într-o mulțime ordonată) v. convergența în sensul 
ordinei 

limită superioară (inir-ọ mulțime ordonată) v. convergenta în sensul 
crdinii 

limită şi continuitate în analiza nonstandard Fic f: R* — R*, Se spune că 
lim f(x) = L cînd x — c dacă, de îndată ce y este infinit apropiat de c (dar nu 
egal cu c), f(x) este infinit apropiat de L. Altfel spus, din x œ c(x 4 c) rezultă 
(a) a L. Are loc teorema: Fief o funcţie standard definită pe (a, b} avînd 
pe c ca punct intesior. Dacă L este un numir real standard, atunci lim f(x) = 

xt 

= L dacă şi numai dacă din cstx w c rezultă f(x) % L; f este continuă în c 
dacă şi numai dacă din x w c rezultă f(x) % f(e}. Funcția standard f defi- 
nită pe mulțimea standard S este continuă în punctul standard c dacă și 
numai dacă pentru orice punct v din S* infinit apropiat de c avem f(x) % 
= f(c). (S. M.) 

limitele extreme ale unui șir de mulțimi Fie T o mulțime nevidă și (Ann 
un şir de mulțimi Anc T. Se defineşte limita superioară a șirului (Ag) ca 


% o9 

fiind mulțimea lim sup An = f) (Ù Ay Își se arată că lim sup An = {te T | 
nal ik=n 

mulțimea, (n eN | że Ag) este infinită). Similar se defineşte limita inferioară 


00 co 
a șirului {4n}n ca fiind mulțimea liminf Aa = | (A 1) și se arată că 
n=] \k=n 
lim inf Ap =ţteT | există n(t)eN cu proprietatea că te Ap pentru orice 
n > n(t)). Avem liminf Ag e lim sup Ap. Dacă lim inf 4p = lim sup Ag se 
spune că șirul {A n}n este convergent și se notează limp An = limint Ag = 
= lim sup An == limita șirului Ap. De cxemplu, dacă {A4n}n ceste crescător 
w 


(î. e. AnS Aaa pentru orice n) există lim Aa = |] An, iar dacă {4 n}n este 


n=i 
o 


descrescător (ie. AnDAp pentru orice n) există lim Ap = () An. Se arat 
Ht 
că dacă A* = lim sup Am și A, = liminf Ag, atunci e, = lim sup PAn şi 
4 > üminf ọ4, (v. funcție măsurabil, clasă de mulțimi). Dacă (7,7, p) 
este un spațiu cu măsură și (A n}n un şir de mulțimi, An e F, avem y (lim inf Ag) 


LOCAL apt. 222 


W 
Slim inf u(4n). Dacă, în plus, (Ù 1) < 0, avem şi p (lim sup Ag) 
n=1 
>lim sup u(4a). (Z. C.) 
local a.p.t. (în raport cu o măsură Radon) v. prelungirea măsurilor Ra- 
don 
logaritm integral v. funcția Ẹ 
logaritm natural v. funcție exponențială 
logaritm real v. funcție exponențială 
logaritmul complex Fie C corpul numerelor complexe și C* grupul multi- 
plicativ al numerelor complexe diferite de zero. După cum se știe, funcţia expo- 
nențială induce un morfism de grupuri exp: C — C* avind ca imagine grupul 
C* întreg, şi ca nucleu subgrupul 27Zi al lui C. Rezultă că aplicaţia exp se 
factorizează la un izomorfism de grupuri Ø: C/2 nZi = C*. În viziune alge- 
brică, funcția logaritm este, prin definiție, inversa Ø-1 a aplicației precedente, 
i.e. aplicația log: C* — Cf2rZi definită prin 


log w = {ze Č | exp z = w} pentru wet. 


Din definiție rezultă că log este un morfism de grupuri, î-e. log ww’ = log w -+ 
+ log w, w, w e C*, unde egalitatea este înțeleasă în grupul C/2rZi, ie. este 
o egalitate de mulțimi. Pentru orice w e C*, elementele mulțimii log w se numesc. 
delerminaţii (sau determinări) ale logaritmului lui w sau, simplu, logariimi ai 
lui w. Notaţia log w se utilizează, în mod alternativ pentru a desemna lie o 
determinaţie oarecare, generică, a logaritmului lui w, fie o determinaţie anume 
a logaritmului lui w, de regulă determinația principală definită mai jos. Po- 
trivit definiției grupului cit C/2rZi, dacă z este o determinaţie a logaritmului 
lui w, atunci un număr complex z’ este o determinație a logaritmului lui w 
dacă şi numai dacă există ke Z astfel încît z’ = z J- 2kri. Dacă z = x -+ iy 
este o determinație a logaritmului lui w, atunci, după formula lui Euler, e? = 
=e” = et(cos y + isin y) = w. De aici rezultă, mai întîi, că ef = |w |, 
deci toate determinațiile logaritmului lui w au aceeași parte reală, și anume 
x = log |w}, Zogaritmul real al modulului lui w. Apoi, că părțile imaginare 
ale determinațiilor logaritmului lui w coincid cu soluţiile ecuaţiei e” = 
= vllw |. Aplicația y: R > C* definită prin y(y) = ce? este un morfism 
de grupuri avind ca imagine subgrupul SI! =(weC||uw|= 1} al lui C* și 
ca nucleu subgrupul 274 al lui R, deci induce un izomoriism de grupuri 
W:"R/2rZ — Si. Funcţia argument este, prin definiție, aplicația arg: C* —R/257, 


dată prin 
w i w 
agoi = i | Japeri? =-=} 
lw | [w] 


Din definiție rezultă că arg esie un morfism de grupuri, î.e. arg {ww} == arg w+ 
+ arg w, w, w eC*, unde egalitatea este înțeleasă în grupul cît R/2rZ, deci 
este o egalitate de mulțimi. La fel ca în cazul logaritmului, elementele mulțimii 
arg w se numesc deferminații (sau determinări) ale argumentului lui w (și tot 
ia fel notația, arg w poate fi utilizată pentru a desemna fie o determinaţie gene- 
rică a argumentului lui w, fic una, specifică). Dacă y este o determinaţie a 
argumentului lui w, un număr real y’ este o altă determinație a argumentului 
lui w dacă și numai dacă există keZ astfel incit y’ = y + 2kn. Printre 
determinaţiile argumentului lui w există exact una cuprinsă în intervalul 
semiînchis (—z, n]; această determinaţie este notată Arg(w) și numită deter- 
minația principală a argumentului lui w. Este clar că y este o determinaţie 
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a argumentului lui w dacă și numai dacă log | w | + iy este o determinație a 
togaritmului lui w, d.e. avem log w = log |w | + i arg w (egalitate de mul- 
timi). Astfel, orice număr complex w#0 admite reprezentarea exponențială 
w=]|w] e, unde 0 este una oarecare din determinațiile argumentului lui w. 
Numärul complex Z: = fog |w | + i Arg w, notat de regulă prin log w, este 
o determinațic a logaritmului lui w, numită determinația principală; pentru 
w real > 0, determinația principală a lui log w coincide cu logaritmul real al lui 
w. Fie D:-= CN (— c, 0]x 10). Dacă weD, atunci u-leD și Arg url = 
= --Arg w. De asemenea, dacă w, w eD şi —r < Arg w + Arg wW < m, 
atunci wwe D şi Arg{ww) = Arg w + Arg w. Formule similare se obțin 
pentru determinația principală a logaritmului. Obs. Dacă we D şi Im w20, 
atunci Arg w este lungimea arcului de pe cercul unitate SI, în sens direct, 
cuprins între punctele 1 și w/ |w |. Interpretare similară în cazul Im w < 0 
cu deosebirea că în acest caz Arg w < 0. (M. J.) 


majorant v. mulțime ordonată : 

margine canonică (a unui număr real constructiv) Asociem fiecărui număr 
real constructiv y = Un eN un întreg Kg pentru care | 4p | < Kz pentru 
orice n întreg pozitiv şi astfel încît Ky să fie cel mai mic cu proprietatea 
[x | +2 < Ka. Numărul Ky este me. a lui x. (S. M.) 

margine inferioară v. mulțime ordonată 

margine superioară v. mulțime ordonată 

margine superioară (a unei funcții reale f într-un punct a din R”), numărul 
Myla) = inf sup jix) unde f: AcR” R, ae A {închiderea iui A) și 

Vea) zeV 

“Y(a) este multimea tuturor vecinătăților lui a. Sin.: supremunul lui f în a. 
O definiție similară pentru marginea inferioară (infimumul) lui f în a, notat 
my(a), cu inversarea lui int și sup. Au loc inegalitățile 


myla) ss lim inf f(x) ss lim sup f(x) £ My(a) 
x> F 


în orice punct a € A’ (= mulțimea punctelor de acumulare ale lui 4). (S. M.) 
martingal Vom considera un spațiu cu măsură finită (7, 7, p), BCF o 
sub o-algebră și X un spațiu Banach. Se arată că pentru orice f din (pu 
există o funcție ge L(y) care are următoarele proprietăți: a) Funcţia g este 
O.măsurabilă, i.e. g-i(A4) e P pentru orice mulțime deschisă 4Acă; b) Pentru 
orice E din Y avem fău = | gdu (integrală Bochner). Funcția g este 
E E 
determinată u-a.p.t. Funcția g se numeşte speranta (sau media) condijionată 
a lui f relativ la “E și se notează prin g = E(f | 9). De exemplu, dacă {4 nn eN 
este o partiție a lui T (i.e. mulțimile Ap sint mutual disjuncte și reuniunea lor 
este 7) putem considera tribul % generat de clasa de părți {An |lneN? care 
este format din toate raine de mulțimi Aa’ Atunci, pentru orice f din 


Lyly), avem E( f| 8) = È PX, unde a-h fâulu(4n) (dacă u(A n) =0, 


se ia xp = 0). Revenim "a cazul general. Luind” pentru orice isp < œ pi 
pentru orice f din £ġ(u) speranța condiționată g = E(f | %®), se arată că 
Ig lps] lip Vom mai considera o mulțime dirijată A și un șir generalizat 
crescător {Øs}; s de sub o-algebre ale lui 7, i.e. 3'ss8” implică Oare Bar. 
Pentru orice număr I&p <œ, un şir generalizat (f5)sca de elemente din 


Pă(u) se numește m. în 24(u) dacă pentru orice 8? avem E(f- | Es) = fa 
u-a.p-t. În cazul particular cînd X = R, { Jo)a se numește submariingal (resp. 
supermartingal) dacă are proprietatea că „E(f. | 8s) >fs p-a.pit. (resp. 
E( fr | Ba) fo p-a.p.t.) dacă *>3. Un sani i de m. se obține astfel: dacă 
fe (yu), se ia pentru orice 3 din A funcția fa = E(f] Ba) şi atunci șirul 
generalizat (fals e A este un m. În general, vom nota un m. { fs, Ba), punind 


La a EERO a N E E o SE aetaa 
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în evidență și c-algebrele. Se arată că pentru orice m. (fe, a) există 


im \ fa du pentru orice E din L) Ba. Dacă (fe, Was este un m. în Llu), 
E ò 
atunci acest m. este convergent, î.e. există fe 0%(u) astfel incit lim fẹ = 
8 
=. în P(u) dacă și numai dacă există f în P%(u) astfel încât pentru orice 


E din U CB3 să avem lim m, fadu = (a f du sau dacă şi numai dacă există 
SeA 

J în Llp) astfel incit ii | Bs) = fa pentru orice ò în A (teorema de con- 

vergenfă a m). Un m. {fs, Bals în gfu) se numeşte mărginit dacă 


sup || fs |p < co și se numește uniform integrabil dacă lim f | Fall du = 
5 R(E) > 0 JE 


= 0, uniform în raport cu 7 în A, i.e. pentru orice e > 0 există 5 > 0 astfel 
încii pentru orice E din F cu p(E)< ò şi pentru orice t în A avem 


|; | fa(?) I dgl) < e, Se arată că un spațiu Banach X are proprietatea 


AA ară dacă și numai va pentru orice spațiu cu măsură finită 
(T, 7, u) și orice m.{ fs, Wa) în Lhlu) care este mărginit și uniform integrabil 
rezultă că 1 fa, Să este mural în Lyly). 

Teorema de convergență punctuală (sau individuală) a. m. Dacă (fn, Bau eN 


este un m. convergent în Lẹh{u), ie. există f în l(u) astfel încât lim fa =f 


în L}(u), atunci fa(t) — f(t) p-ap.t. (I. C} 
märginire constructivă Şirul (nn este mărginit constructiv dacă 


există un număr real pozitiv y cu proprietatea că |xn| < 7 pentru orice n na- 
tural. Orice şir care converge constructiv este constructiv mărginit, (5.M.) 


măsura cardinal v. măsuri pozitive și măsuri cu semn 
măsura Dirac v, măsură Radon 


măsura discretă v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 


măsura exterioară esențială a unei mulțimi v. integrala superioară și 
integrala inferioară (in raport cu o măsură Radon} 


măsura exterioară generată (indusă) de o măsură v. măsură exterioară, 
extinderea măsurilor pozitive aditive definite pe un clan 


măsura exterioară Jordan (n-dimensională) v. extinderea măsurilor 


pozitive aditive definite pe un clan 


măsura exterioară Lebesgue v. extinderea măsurilor pozitive definite pe 
un clan 


măsura Haar Fie X un grup topologice local compact. Vom numi m.H. 
învariantă la stinga (resp. la dreapta) o măsură boreliană regulată m: Y — R} 
unde % este semitribul părților boreliene relativ compacte ale lui X, care 
are proprietăţile: a) E este invariantă la stinga (resp. la dreapta), i.e, pentru 
orice Ee% și orice ye X avem u(4E) = u(E) (resp. (Ex) = u(B)). Aici 
xE =(xalae E} etc.; b) Pentru orice mulțime deschisă nevidă relativ com- 
pactă U avem u(U) > 0. De exemplu, dacă X = R (grupul aditiv al numere- 
lor reale), atunci măsura Lebesgue pe R este m.H. (invariantă la stînga şi la 
dreapta). Se demonstrează că pe orice grup local compact X ca mai sus există 
cel puțin o m.H. invariantă la stinga (resp. invariantă la dreapta). Dacă u 
este m.H. invariantă la stinga rezultă că măsura v: % > R, definită prin 
V(E) = u(E-1) este m.H. invariantă la dreapta. Aici E-l = {a7} ]a € E). 
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Teoremă de unicitate. Dacă u, v sînt două m.Ħ. invariante la stînga, (resp. la, 
dreapta), există atunci o constantă strict pozitivă a astfel încît y = ape 
Din acest motiv unii autori vorbesc despre m.H. Fixind reX sio m.H. 
invariantă la stinga, măsura uz: %® >R, definită prin uz( E) = (Ex) este 
tot o m.H. invariantă la stinga și din motive de unicitate rezultă că. există 
un număr 0 < A(x) < co astfel încît us(E) = A(x) u( E) pentru orice E €e %. 
Funcţia astfel definită A : X — JR, nu depinde de m.H, H folosită și se numește 
funcția modulară a grupului X. Dacă A este identic egală cu 1, spunem că 
grepul X este unimodular. Grupurile comutative și grupurile compacte sint 
unimodulare. Funcția modulară este un caracter, i.e. este omomorfism continuu 
de grup nenul: A(x, y) = A(x)A(y), pentru orice x și y în X, şi A(e)= 1 
unde e este unitatea grupului. În plus, A este continuă, (7.C.) i ' 
măsura Hausdorff Se consideră un spațiu metric (X, d) şi o funcție crescă- 
toare hi: [0, 00] — [0, co] care este continuă la dreapta și are proprietatea că 
k(t) > 0 dacă ¿> 0. Cel mai uzual exemplu de funcție % este dat de k(t) = 1? 
unde este un număr strict pozitiv. Pentru orice mulțime Gex diametrul 
Jul G este dat prin diam(G) = sup {d{x, y)lxeG, yeG) dacă G este nevidă și 
prin diam; (Ø) = 0. Putem considera funcția wp: P(X) > R, definită prin 
wu(G) = h(diam(G)); aici P(X) este mulţimea părților lui X. Măsura exterioară 
Hausdorff generată de h este măsura exterioară, ur: P(X) > R, definită prin 
00 [sa] 


Ha(A) = sup fas{(4)| 3 > 0), unde as(4) = inf y wr(d) |Aică, U 4:24 


i=1 i=1 
RR N PEISE" ` ia aa A gata 
și diam {4;} <8 pentru orice i . Dacă nu există nici un șir {4;} de mulțimi 


[ea] ` 
cu diam (4:) <8 pentru orice i și J A;>A, atunci, prin definiție, a3(4) =%. 
i=1 
Moulţimile măsurabile în raport cu uý se notează prin (4) şi restricția 
lui pă la Mlh), care este măsură, se notează prin up. Vom numi uh m.H. ge- 
nerată de k. Dacă h(i) = t?, ca mai sus, obținem p-măsura exterioară Haus- 
dorii, notată pi) și p-măsura Hausdorff, notată utp) Se remarcă faptul că 
pentru orice 8 > 0 în definiția măsurii exterioare Hausdorff se poate folosi 
în loc de as(4) expresia obținută considerind numai șiruri de acoperire 
{41}; formate din mulțimi închise, deschise sau șiruri (44) care au reuniunea, 
exact egală cu A. O mulțime A nevidă este up-neglijabilă dacă și numai dacă 
[co] 


există un șir (444; de mulțimi incluse în X cu proprietatea că y wli) < œ 
2 A A . . i=1 

şi astfel încît pentru orice £ din A mulțimea (i e N |fe 44) este infinită. Măsura 
exterioară Hausdorff este o măsură exterioară Carathéodory. În cazul particular 
cînd X = R” există o legătură strinsă între n-măsura exterioară Hausdorff 
Pen) Și măsura exterioară Lebesgue Afm, şi anume: există o constantă Kp strict 
pozitivă astfel încit pentru orice A cR” avem ut,p(4) = Kata (4). Anume, 

5 , 4 n n 
dacă n = 1 avem K, =!1, iar pentru n> 1, avem Kn = | — TI1+ z , 
n 

unde T este funcția euleriană de speța a doua. Fie G&R” o mulțime deschisă 
și mărginită și T : G— X o aplicație bijectivă pentru care există două constante 
strict pozitive m și M astfel înctt m |x — x”|| sa(T(a), T(x" s 
SM | — "|| pentru orice + și x” în G (norma este oarecare în R”). 
Atunci 0 < ut T(G)) < œ. Dacă (X, d) este spațiu metric nenumărabil, 
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separabil și complet, rezultă că există o submulțime compactă şi perfectă # 
a lui X şi o funcție  : [0, 00] —+ [0, co] cu proprietăţile: a) h(0) = 0; b) keste 
crescătoare; c} A(t) > 0 dacă ţ> 0; d) k este continuă la dreapta și, în plus, 
0 < up(X) < co. Invers, dacă se dă o funcţie k cu proprietățile a) — d), 
există un spațiu metric compact (X, d) astfel încît 0 < ua(X) < œ. (7.C.) 

măsura Jordan (n-dimensională) v. extinderea măsurilor pozitive definite 
pe un clan 

măsura Lebesgue (n-dimensională) v. extinderea măsurilor pozitive de la 
un semiclan la clanul generat, extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan, 
măsură Radon 

măsura Lebesgue-Stieltjes (n-dimensională) v. extinderea măsurilor pozitive 
de ia un semiclan la clanul generat, extinderea măsurilor pozitive definite pe 
un clan 

măsura Lebesgue-Stieltjes generată de o funcţie crescătoare v. extinderea 
măsurilor pozitive de la un semiclan la clanul generat, extinderea măsurilor 
pozitive definite pe un clan 

măsura (Radon) Haar Vom considera un grup topologic local compact G. 
Pentru orice funcţie numerică continuă cu suport compact f pe G și orice s din 
G vom considera funcțiile f:G >T şi fî:G —T, definite prin: fa(x) = 
= f(sx) şi f'(x) = f(as”1). Am notat cu T corpul scalarilor (reali sau complecși). 
Integrala folosită va fi integrala esențială. Fie G un grup local compact și 
K(G) mulțimea funcțiilor numerice continue pe G cu suport compact. O măsură 
Radon m pe G se numește măsură Radon invaviantă la stinga (resp. măsară 
Radon invariantă la dreapta) dacă m{fs) = m(f) (resp. m(f5) = m(f)) pentru 
orice f din K(G) şi s din G. Aceste egalități se mai scriu: 


(re dm{x) = (yami (resp. (re dm{x) = fim dm(2)). 


O măsură Radon pe G pozitivă, nenulă şi invariantă, (la stînga sau la dreapta) 
se numește m.(R.)H. pe G (invariantă la stînga sau la dreapta). Pe orice grup 
local compact G există o m. (R.) H. invariantă la stînga sau invariantă la dreapta, 
(teorema lui Haar sau teorema de existentă a m. (R.)H.). Dacă, peste o m.(R.)H. 
invariantă la stînga (resp. la dreapta) pe G, atunci orice măsură m : K(G) => X, 
unde X este spațiu Banach, invariantă la stinga (resp. la dreapta) pe G este 
de forma m = pa, unde a este un element fix în X (teorema de unicitate a 
m.(R.)H). Dacă m:K(G) -T este o măsură Radon invariantă la stînga (resp. 
la dreapta), atunci m este dominată de |m| şi |m] este de asemenea invariantă 
la stinga (resp. la dreapta). Orice m.(R.)H. invariantă la stinga este echivalentă 
cu orice m.(R.)H. invariantă la dreapta. Fie p o m.(R.) H. invariantă la stînga 
pe G. Avem, pentru orice AcG și orice s din G, relația ut(sA) = u*(A4); 
aici s4 ={sa |ae 4). Dacă A este nevidă, şi deschisă, avem p*(4)> 0. 
Grupul G este compact dacă și numai dacă p este mărginită. Dacă s este în 
G, X este un spaţiu Banach şi L&p œ se arată că dacă f este in 
L(t), rezultă că și fẹ este Eă(u). Atunci, fixind s în G, putem defini aplicația 
Us : ap) > Llu) Us(f) = fr Aplicația U:G >L (Lp), Lă(p)), definită 
~ Den = 
prin U(s)(f) = Us(f) = fp- este o reprezentare de grupuri (i.e. U (e) = iden- 
titatea, U (st) = U(s)o U(ż} pentru orice s și t in G) și este simplu continuă 


m 
(i.e. dacă f este fixat în C%(u), aplicația G — LẸ(u) definită prin s > Us(f) 
este continuă). În plus, ||U (s)| = 1 pentru orice s în G. Vom numi pe U 
reprezentarea regulată la stînga a grupului G în C(L%(u), Lă(u)). Noţiuni similare 
pentru m.(R.)H. p invariantă la dreapta. În acest caz p*{4s) = p*(A4) pentru 
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orice A cG şi s în G, cu notații evidente, Din ñou, fie u o m.(R.) H. invariantă 
la stinga pe G. Pentru orice s din G definim măsura Radon us pe G prin us(f)= 
= p(f5). Deoarece p’ este invariantă la stînga, rezultă că există un număr 
strict pozitiv A (s) astfel încît us(f) = A(s) u(f) pentru orice f din K(G). Aplicația 
A:G — (0, œ) definită astfel este continuă, multiplicativă (i.e. A(st) = A(s)» 
+ A(î) pentru orice s și i în G) și se numeşte funcția modulară a lui G. Dacă 
A(s) = 1 pentru orice s, spunem că G este grup unimodular, Grupurile care sînt 
comutative, compacte sau discrete sint unimodulare. Pentru orice s în G, 


X spaţiu Banach și lsp< co punem V, : (u) > Liu), Fef) =f a 


= T 

Aplicația V :G— L(LR(u), L(u)), definită prin V(s)(f) = Va(f), este reprezenta- 
re simplu continuă a lui G în P(Lâ(u), L%(u)) și se numește reprezentarea re- 
gulată la dreapta a lui G. Avem, pentru orice s în G, relația |V (s) |lp= (A (s-1))2. 
Exemplul cel mai important este măsura Lebesgue. Anume, grupul topologic G 
este spaţiul euclidian R” cu operaţia de adunare a vectorilor (x, y) > x + y. 
Este un grup local compact separat și comutativ. M.(R.)H. este măsura Le- 
besgue.  (7.C.) 

măsura unitate (concentrată într-un punct) v, măsură Radon 

măsura Wiener Fie T = C([0, 1]) ={f:{0, 1] = Rif este continuă) 
care devine spațiu Banach cu normă ||f|| = sup (|f/(î)||t:e[0, 1]). Se notează 
cu W mulțimile boreliene ale lui T. Un exemplu de mulțime din « este spațiul 
Wiener Cp ={fe T |f(0) = 0}: Să notăm cu %, o-algehra de părți ale lui Cw 
definită prin B, = {B NC | Be W}. Există o măsură probabilistică unică 
m: Bo — [0, 1] cu proprietatea următoare: pentru orice diviziune 0 = fy << 
<.. < Én = | şi pentru orice numere reale a, aa, ..., an avem 


m(B) = TI EREI: E (ef ja 


ia Vnii — ti) 2(ti — ti) 


unde B=ffeCyw| fiti) — flt) San i= 1,2,.. 0}. Am scris exp (2) 
în loc de eë, Măsura m se numește m.W, (I.C) 

măsură v. măsuri pozitive și măsuri cu semn, măsură vectorială 

măsură absolut continuă (în raport cu altă măsură) v. continuitate absolută 

măsură aditivă v. măsuri pozitive și măsuri cu semn 

măsură afină v. măsnri afine și măsuri cilindrice 

măsură Baire v. mulțimi boreliene și mulțimi Baire 

măsură cilindrică v. măsuri afine și măsuri cilindrice 

măsură compactă v. măsură pe spațiu produs 

măsură completă v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan 

măsură complexă v. măsură vectorială 

măsură conică Fie E un spaţiu local convex real separat şi Æ* dualul 
său algebrico-topologic. Vom nota prin (E) cea mai mică Jatice vectorială 
de funşții continue pe E care include pe E*. Așadar (E) constă din mulțimea 
funcțiilor u: E = R de forma u = sup A — sup B, unde A, Be E* sint mulțimi 
finite. Ordinea este ordinea naturală pe mulțimea F(E) ={f: E > R}, anume 
fgg înseamnă f(î)sg(t) pentru orice t din E. Se numeşte m.c. pe E orice 
funcțională liniară şi pozitivă T: (E) —-R. De exemplu, dacă ze este 
fixat, măsura Dirac concentrată în x, i.e. aplicația Tg: AE) >R, Telf) = 
= f(x), este o'm.c. Vom nota cu MHE) mulțimea m.c. pe E. Cu ordinea obișnuită 
(T>0 înseamnă Te Mt(E)) spaţiul vectorial M(E) = MHE) — MHE) 
devine latice vectorială completă (spațiu vectorial complet reticulat}. Anume, 
M(E)c(k(E))*, dualul algebric al lui &(£). Înzesträm MĦ(E) cu topologia 
slabă de dual, î.e, cu topologia indusă de c(4(E)*, A(E)). Cu această topologie 
M*(E) devine con în HE), ie. T, Se MHE) =T + SeMHE), a20 
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şi TeMt(E)oaTeMt(E) și TeMt(E), T#0= —TeEMY(E), care 
este și complet. Fie acum XcẸ o mulțime cu proprietățile: eX 
șia > OxozeĂ și eX, x40 = —x¢X. Se spune că un element T 
din M(E} este suportat de X dacă avem: fe RhlE), f=0 pe X = T(f)=0. 
Se arată că dacă T este o m.c. pe E suportată de un con complet X în topologia 
slabă G(E, E*), atunci T are un șezultant unic w(T) în X, i.e. T(x) = x'(w(T)) 
pentru orice x’ în E*. O m.c. T se numește simetrică dacă sim(T) = T, unde 
sim(7): AE) = R se definește prin sim(7) (f) = T(J), iar f(x) = f(— x) pentru 
orice x din E. Presupunind că E este o(E, E*) complet (la rigcare se poate 
lua. completatul slab), orice m.c. are rezultant. Dacă E esico(£, E*) complet 
şi T esie o m.c. simetrică, mulțimea Kp =(w(S)|Se MHE) OSST} 
se numește zenoferm. De exemplu, dacă E = R” se arată că un elipsoid de 


: l 
forma 4 x = (£j, Xan Xn} X a;x2<£ 1% este un zonoform. Aici a,, aa, ., ap > 
A | 
> 0 sînt fixaţi. Din nou presupunind că E este o(E,E*) complet se arată 
că orice m.c. pe E este o integrală Daniell. Fie E un spațiu prehilbertian real. 
Vom numi rotație pe E o aplicație liniară bijectivă 4:E — E care este izometrică 
Uhe(2) || = ilxi| pentru orice x din E). O m.c. T pe E se numește invariantă 
la rotație dacă are următoarea proprietate: pentru orice fe h(E}, T(f) = T(fou), 
pentru orice rotație u pe E (evident că foue h(E)). Pe orice spaţiu prehil- 
bertian E, există o m.c. nenulă invariantă la rotație. Dacă E = R?, atunci 
există o m.c. invariantă la rotaţie şi nenulă T pe R? astfel încît orice altă m.c. 
şi invariantă Ja rotaţie S pe R” este de forma S =a7 cu a>0. (U.C.) 
măsură control v. continuitate absolută 
măsură cu cvasivariație finită v. variație; cvasivariație; semivariație 
măsură cu cvasivariație mărginită v. variație; cvasivariație; semivariație 
măsură cu proprietatea lui Darboux v. atcm al unei măsuri 


măsură cu semivariație finită (relativ la o scufundare) v. variație; cvasi- 
variație; semivariație 

măsură ct Ssemivariație mărginită (relativ la o scuiundare) v. variaţie; 
cvasivariație ; semivariație 

măsură cu variație finită v. variație; cvasivariație; semivariație 

măsură cu variaţie mărginită v. variație; cvasivariație; semivariație 

măsură de bază yu și densitate f v. măsură definită prin densități, măsură 
Radon, măsură Radon definită prin densități 

măsură definită prin densități Fie T o mulțime nevidă, € un clan de părţi 
ale lui T, u: €C — R, o măsură numărabil aditivă, şi un spațiu Banach X. 


O funcţie f: T — X (sau R} se numește funcție local u-integrabilă dacă fpa 
este u-integrabilă pentru orice A din C cu u(4) < œ. In cazul vectorial inte- 
grala este Bochner. Dacă f este local p-integrabilă, putem defini măsura m: 


: 70 = X (resp. m: FC — R) prin m{A) = rea an = (ran: Aici FEC = 


=(4e€ |u(4) < co). Măsura m se numeşte măsura de bază p și densitate f 
și se notează m = fu; este o mld, absolut continuă în raport cu p. În cazul 
integralei Bochner biliniare vom considera o măsură vectorială numărabil 
aditivă cu variație finită m: € -- X. Vom presupune că E și F sint spații 
Banach astfel încît X se scufundă în P(E,F). Fie f: 7 — E o funcție care 
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este local m-integrabilă (ie. f este local |m]-integrabilš). Putem defini 
măsura un: @ => F dată prin 


n) := (rea dm = i, f am. 


Notăm n = fm și numim, din nou, pe n (care este o m.d.d. absolut continuă 
în raport cu m) măsura de bază m şi densitate f. Avem fm! |J| : |m| cu urmă- 
toarele explicaţii: a) Funcția |f|:T = R} este dată prin fit) == IAH; 


b) Pentru orice A din € avem |fm| (4)ss(|f|] < Im)(4) = f, ifldlm!, unde 


|fmm | este modulul măsurii fm. Vom considera, cazul special cînd m: € — T, unde 
T este corpul scalarilor, reali sau complecși și f: T -» E este local m-integrabilă 
(unde E este un spațiu Banach). Aici X =T, E = F, și aplicația de scufundare 
este : T — L(E, F), u(t) = Utcu Us(x) = tz. În acest caz avem chiar egalita- 
tea |fm| = |f| : Įm]. De asemenea, fm = 0 dacă și numai dacă f(t) = 0, 
u-a.p.t. (i.e. există Me T, M local p-neglijabilă astfel încît f(t) = 0 pentru 
orice t din TNM). Dacă E =T avem următoarele rezultate pentru o funcție 
g: T > Y (unde Y este un spațiu Banach): a) Funcţia g este |fmi-neglijabilă 
dacă și numai dacă fg este m-neglijabilă; b) Funcţia g este |fm|-măsurabilă 
dacă și numai dacă fg este m-măsurabilă; c) Funcţia g este fm-integrabilă 


dacă şi numai dacă fg este m-integrabilă. În acest caz avem | d{fm) = 


= | gjdm (am scris prin abuz gf=fg). Dacă E = R și m este pozitivă {i.e. f: 


:T = R este local m-integrabilă), atunci (/fm)t = fim, (fm) = fom și |fm| = 
= |/lm, cu notații evidente. Dacă E = R şi f >0, iar m este reală, avem (fm)t= 
= fm* si (fm)- = fm”, deci |fm| = fim]. Situația frecvent întilnită în aplicațiile 
curente este următoarea. Se consideră un spațiu cu măsură (7, 7,u), un spațiu 
Banach E, și o funcţie f: T — E care este integrabilă Bochner în raport cu p. 


Atunci se obține măsura numărabil aditivă m : 7 — E definită prin m(4) = 


= | fdu. Este clar că m=fu, cu notaţiile de mai sus. Vom numi pe m inte- 
A 


grala nedefinită a funcției f. Măsura m=fu este absolut continuă in raport 
cu p (teorema de continuitate absolută a integralei nedefinite). (Î.C.) 

măsură derivabilă într-un punct v. derivarea măsurilor 

măsură de tip pozitiv (pe un grup topologic) v. funcție de tip pozitiv 

măsură diferențiabilă într-un punct v. derivarea măsurilor 

măsură difuză v. teorema lui Ulam, măsuri Radon difuze și atomice 

măsură exterioară Fie T o mulțime nevidă, X un trib ereditar de părți 
ale lui T. O funcție de mulțime m: Y — R, se numește m.e. dacă are proprie- 
tățile: 1) m(Ø) = 0; 2) m este crescătoare; 3) m este numărabil subaditivă 
(deci și finit subaditivă). Unii autori consideră că în definiție trebuie luat 
X = P(T) = mulțimea părților lui T. Cel mai important exemplu de m.e. 
este următorul. Se consideră un clan @ de părți ale lui T și o măsură (numă- 
rabil aditivă) pozitivă u:0—R,. Fie (€) tribul ereditar generat de C. 

00 

Definim u* : X(C) > R, prin uf(4) = aY u(4n) | (Ann este un șir de 


4n=l 
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mulțimi Ape € cu proprietatea UJ AnDA E Funcţia de mulțime astfel obți- 
n=l 
nută u* este o m.e. şi se numește m.e. indusă (generată) de u. M.e, generalizată 
indusă (generată) de u este funcția de mulțime p** : P(T) > R, dată prin 
p**(A) = u*(4) dacă A e #(C) și p**{(4) = œ dacă A ¢ X(C). Fie m: UR 
o m.e. O mulțime A e X se numește multime măsurabilă în vapori cu m (sau 
mulțime m-măsurabilă) dacă are proprietatea m(E) = m(E NA) + m (ENA) 
pentru orice E eX. 
Teorema lui Carathéodory (cu privire la măsurabilitatea în raport cu o măsură 
exterioară). Clasa 7 a mulțimilor m-măsurabile este trib și restricția lui m 
la F este măsură pozitivă (deci numărabil aditivă), cu alte cuvinte functia 
de mulțime n: 7 = R,, n(A) = m(4) este măsură pozitivă. l 
În cazul particular cînd T este spațiu topologic, o m.e. m se numește m.e. 
iopologică (sau m.e. Carathéodory) dacă are proprietatea că mulțimile deschise 
(deci și cele închise) sînt m-măsurabile. Dacă T este un spațiu metric cu me- 
trica d, se arată că o m.e. m este m.e. topologică dacă și numai dacă m este 
m.e, metrică, i.e. are proprietatea că m(A U B} = m(A4) + m(B) pentru orice 
două mulțimi nevide incluse în 7 care au proprietatea că p(4, B) > 0; aici 
pl, B) = inf (d(x,y)lzeA,ye B} este distanța Hausdorff- Tompeiu între 
mulțimile A și B (teorema lui Carathecdory (cu privire la măsurabilitatea 
mulțimilor deschisc)). (/.C.) 
măsură finit aditivă v. măsuri pozitive și măsuri cu semn, măsură 
vecterială 
măsură finită v. măsuri pozitive și măsuri cu semn 

p măsură gaussiană (pe R”) Fie (7, 7, 7) un spaţiu cu măsură probabilis- 
tică și Xp Xa es Xn: TR variabile Spațială Ele defines: i 
aleator n-dimensional X, i.e. tuncția X: T =R”, X(t) = (X (0), Xali), e, Xa(d)). 
Notăm cu “Ba mulțimile boreliene în R”. Atunci X generează probabilitatea de 
distribuție (sau de repartiție) n-dimensională a lui X, care este măsura probabi- 
listică X(F) : Ba — 0, 1] definită prin X(F)(B) = F(X-(8)). Dacă A (P) 
este absolut continuă în raport cu măsura Lebesgue pe R?, atunci ea se exprimă 
ca o măsură definită prin densități, anume 


X(T) = f(x) dx = f(xy Xa, asiy Xn) dx dap s. dp 


(v. teorema Radon-Nikodym). Funcţia f: R” > R se numeste densitatea de 
distribuție (sau de repartiție) n-dimensională a lui X. Pentru a putea defini 
repartiția normală n-dimensională reamintim că o matrice pătrată de tip 
n xn simetrică și reală A = (ai) igi, jgn se numeşte pozitiv definită dacă 
pentru orice 0x = (xi; Xg., Xa) din R? avem < A(x), x> > 0, unde 


n n 
<A(x), x > = X X ai. 
Zi ja 


Se spune că vectorul aleator X de mai sus este norm îstribui ă exi 

: eci aleat al distribuit dacă există 
o matrice pozitiv definită A de tip nxn și un vector m din R?” astfel tacit 
A (F) = f(x)dx, unde f: R?” >R este definită prin 


det 4/2 1 
fiz) -) p| -3 <A mrm >): 
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Fie acum Ð o mulțime nevidă și {Xthep un proces stochastic în care 
fiecare Xi : T = este o variabilă aleatoare, Vom spune că (Xp este un 
proces gaussian dacă pentru orice sistem finit (4, £,, -e în) de elemente diferite 
din D vectorul aleator X == (A, Xip m X sp) este normal distribuit, Se arată 
că JXthep este proces gaussian dacă şi numai dacă orice combinaţie liniară, 
de elemente Xg este o variabilă aleatoare normal distribuită. Din nou D este 
o mulțime nevidă oarecare: Vom defini m.g. pe RD = f{xthep re R}. Un 
element {xr} din RP este de fapt o funcție x: D — R, anume x(t) = x: pentru 
orice ? din D. Dacă FeD este o mulțime finită, putem considera proiecția, 
pp: RP o RF definită prin pp((at)tep) ={rther. Notăm T = RP. Pe 
T vom considera c-algebra 7 după cum urmează. Pentru orice FeD,F 
finită, notăm cu p boselienele lui RF, i.e. RF = R” dacă F are n clemente, 
Atunci F este a-algebra, generată de clasa tuturor mulțimilor de forma pzi(B), 
unde Fe este finită şi Be Bp. Putem considera pentru orice î din D funcţia, 
Xt: T => R definită prin X(x) == x(t). Se observă că toate funcţiile X; sînt 
T-măsurabile. Aşadar, în prezența unei probabilități P : 7 — [0, 1] fiecare Xe 
devine variabilă aleatoare. Prin definiţie, o probabilitate F: 7 — [0, 1] se 
numește m.g. pe RP dacă procesul stochastic (Xrep definit mai sus este 
proces gaussian.  (7.C.) 

măsură indusă pe o mulțime v. măsuri pozitive și măsuri cu semn 

măsură interioară a unei mulțimi v. integrala superioară și integrala 
inferioară (în raport cu o măsură Radon) 

măsură invarianță la translatie v., problema ușoară a teoriei măsurii 

măsură localizabilă Fie T o mulțime nevidă, € un clan de părți ale lui T 
și p: C => R, o măsură numărabil aditivă. Aplicind extensia Carathéodory 
lui p obținem mulțimile yu-măsurabile T(u) și măsura u*: J(u) = R} 
(v. extensia măsurilor pozitive definite pe un clan,). Aici vom numi 
mulțime uneglizabilă o mulțime A e I(u) cu proprietatea u*(A4) = 0, iar 
mulțime yu-integrabilă o mulțime Be T(u) cu u*(B) < œ. De asemenea, 
vom numi multime local u-neglijabilă o mulţime C cu proprietatea că CNA 
este u-neglijabilă pentru orice mulțime A p-integrabilä. (A se compara cu 
extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan, unde am numit mulțimile 
local neglijabile, mulțimi neglijabile.) Semitribul mulțimilor u-integrabile se 
notează prin Şi(u) iar tribul mulțimilor u-negtijabile prin (pu). Pentru orice 
funcție p-măsurabilă f : T— T (unde T este corpul scalarilor reali sau complecși), 
vom nota f*={g : T =T |există A e X(u) astfel încît f(t} = g(t) pentru orice 
t din TNA} Pentru fiecare E din (u) vom nota Fg= if: PT 
este p-măsarabilă şi f(2) = 0 pentru orice £ din TNE}. Se numește u-sec- 
iune transversală o familie (JEE e tu) unde: a) fre Fg pentru orice E din 
Xp); b) Pentru orice E și F din J(u) avem (JEg nr) = Ureenp)* = finr. 
Dacă f: T =T este o funcție u-măsurabilă, ea generează u-sectiunea transver- 
sală generată de f = (Fpa) E e stu): care se notează <f>. Vom spune că 
măsura y are proprietatea submulțimii finite dacă pentru orice A e F(p) există 
BeT(u) cu BeA şi 0 < u*(B8)< œ. De. exemplu, orice măsură total 
o-finită (i.e. T este reuniunea unui șir de mulțimi din X(u)) are proprietatea 
submulțimii finite. De remarcat că pentru măsuri cu proprietatea submul- 
țimii finite mulțimile local neglijabile coincid cu mulțimile neglijabile (și 
reciproc, această proprietate caracterizind de fapt măsurile cu proprietatea, 
sumei finite). Fie acum T = R. Definim o relaţie de ordine pe mulțimea cla- 
selor de funcţii reale u-măsurabile după cum urmează: f*&g* înseamnă 
că există o mulțime pu-negtijabilă A astfel încât f(î)ag(t) pentru orice t din 
TNA. Dacă A şi B sînt mulțimi din F(p) vom scrie A*<sB* în loc de 
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9, se; (am notat deci A* = p% etc.) Am definit în acest mod o relație 
de ordine pe mulțimea (A4* |A e T(u)). Vom spune că u este m.l. dacă are 
următoarea proprietate: orice sui R nevidă a mulțimii {4*|4 e Si(u)) 
admite margine superioară în mulțimea {4* | A e T(u)). În același context, 
vom spune că măsura p este o măsură cu proprietatea Radon-Nihodym dacă 
pentru orice altă măsură pozitivă și numărabil aditivă v : € — R, astfel 
încît y este absolut continuă în raport cu u (i.e. orice mulțime care este u-ne- 
glijabilă este şi v-neglijabilă (v. continuitate absolută)) există o funcție u-mă- 
surabilă și pozitivă f:T — R, astfel încît pentru orice mulțime A din (pu), 
A e Ş(v) dacă şi numai dacă fpa este u-integrabilă; în plus, în acest caz avem 


(4) -$, jag. 


Teorema lui Segal. Fie E un clan de părți ale mulțimii nevide T şip: 

E€ ~= Ra o măsură numărabilă aditivă cu proprietatea submulțimii finite, 
Următoarele afirmații sînt echivalente: 1) Măsura, m are proprietatea Radon- 
Nikodym; 2) Pentru orice p-secțiune transversală u = (spe Eiu) există o 
funcție u-măsurabilă f astfel încît 4 = <f> ; 3) Spaţiul L*(u) este complet 
reticulat; 4) Măsura, n este localizabilă. Din nou dacă € este clan și u : € — Ry 
este o măsură numărabil aditivă, se spune că ų are proprietatea sumei directe 
dacă există, o familie (fil; ep de mulțimi mutual disjuncte din Şi(u) astfel 


încit T = U T; și, în plus, pentru orice E e D (p) există M e J(u) şi o parte 
ier 
cel mult numärabilă Jof cu proprietatea ENM = (| Ti Orice măsură 
ve] 
total o-finită are proprietatea sumei directe și orice măsură cu proprietatea, 
sumei directe este localizabilă. Ex.: 1° Dacă T este o mulțime nenumărabilă, 
măsura cardinal pe T are proprietatea sumei directe şi nu este o-finită. 2° Lmăm 
mulțimea T = [0, 1, semicianul 9? = {[a, b) x fct |Osa<bsl, 0g 
cs 1} și măsura pozitivă numărabil aditivă u: ? — R, definită prin 

uta, b) x {c}) = b—a caro se extinde prin procedeele obișnuite. Atunci p 
au este localizabilă. (Z.C.) 

măsură non-atomică v. atom al unei măsuri 

măsură numărabil aditivă v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn, măsură 
vectorială 

măsură pe spațiu produs Se consideră două spații cu măsură o-finite 
(T, T, u) şi (S, $,v). Se face constatarea că 2 ={4 XB] Aef şi u(4)< oo, 
Bed și v(8) < co! este un semiclan. Pe acest semician considerăm măsura 
numărabil aditivă finită m: P — R, definită prin m{4 x B) = u(4)+v(B). 
Această măsură se extinde lą un trib mai bogat după cum urmează, Notăm 
To tribul generat de (AxB|AeI, Bed). Evident că Ixo este o 
a-algebră și 7>9. Atunci se arată că există o măsură unică numărabil adi- 
tivă și o-finită A: IxS—R, care extinde pe m. Vom numi pe àù măsura 
produs a măsurilor p și v. Se obișnuiește să se noteze i = u X v. Un mod 
de calcul al lui A este următorul: a) Pentru orice A e€ F cu u(4)<oo şi Bed 
cu vy(B) < œ, considerăm o mulțime Ec 7xS cu EcAXxB; b) Fixind 
toe T şi s€ S arbitrar obținem secțiunile mulțimii E, anume secțiunea prin 
to E, = {seS | (to s)€ E), şi secțiunea prin sp, Es = {te T | (t, sọ)e E} 
Constatăm că E, e şi Ese 7; c) Funcția Hnită u: T >R, dată prin 
u(t} == v(E.) este o funcție u-integrabilă, iar funcția finită v:S = R, dată 
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prin v(s) = u(ES) este v-integrabilă. Avem A(£) fuo du?) = (vo dy({s}. 


Mai sugestiv, (xy) (E) = | Es du() = | E’ dv(s). În continuare, cu mă- 
F S 


sura produs 1: 7x05 —> R, putem construi, pe de-o parte mulțimile A-măsu- 
rabile și pe de alta putem aplica teoria integrării în raport cu A. Ne ocupăm 
în mod explicit de al doilea aspect. Menţionăm faptul că, în genera], dacă 
f:TxS =R (san T), unde Į este corpul scalarilor reali sau complecși, este 
o funcţie x măsurabilă, atunci: a) Pentru orice £ în T secțiunea prin ¢ 
a lui f, 1: S—R (sau F), este o funcţie cS-măsurabilă; b) Pentru orice s 
în S secțiunea prin sa lui f, fS: T — R (sau T), este o funcție 7-măsurabilă. 
Teorema lui Iubini. Fie JI xS—T o funcție integrabilă (ie. p Xy- 
integrabilă cu notațiile anterioare). Atunci: 1) Există o mulțime Be S care este 
v-neglijabilă astfel încît pentru orice s din SN B funcţia f5 este u-integrabilă; 
2) Există o mulțime AcT care este u-neglijabilă astiel încit pentru orice 
t din TNA funcţia fe este v-integrabilă ; 3) Fie P : T >T definită prin T (f) = 


= fs dy dacă tg A și r(t) = arbitrar, dacă te A. Fie, de asemenea, Q : S => T 


definită prin Q(s) = (r du dacă s € B și Q(s) = arbitrar, dacă se B. În aceste 


n 


condiţii T este u-integrabilă, Q este v-integrabilă şi avem relațiile \ dà = 


= \ Fdu = o dv. Formulele de mai sus se rețin mai ușor în forma abu- 


zivă, dar sugestivă, 


Pr) atit) = | ( (se. E a) Ja = | | re 3 auta) aus). 


Teorema lui Fubini rămine valabilă dacă în loc de T se consideră un spațiu 
Banach X. Un fel de reciprocă a teoremei lui Fubini este teorema următoare. 


Teorema lui Tonelli (varianta „pozitivă“). Fie f: TxS =R; o funcție 
A-mäsurabilă. Atunci: 1) Există o mulțime B&S care este v-neglijabilă 
astfel încii funcţia f$ este p-măsurabilă pentru orice s din SNB; 2) Există 
o mulțime 4 cT care este u-ncglijabilă astfel încît funcția fe este v-măsurabilă 
pentru orice £ din TNA; 3) lie F:T = R, definită prin F(£) = (s: dv dacă 
tA şi T{i) arbitrar dacă fe A. Tie, de asemenea, Q: S — R, definită prim 


Qis) = \ dp dacă sg B și Q(s) arbitrar dacă s € B. Atunci F este u-măsurabilă 
p r 


Q este v-măsurabilă și avem V di = | Fdu = E d». 


Teorema lui Tonelli (varianta „scalară“). Fie f : TxS—R (sau T) o funcție 
A-măsurabilă. Atunci: a) Punctele 1) şi 2) din enunţul precedent se menţin; 


b} Funcţia P: T => R} definită prin (4) = f If [dy dacă te TM și r(e} 
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arbitrar dacă te A este u-măsurabilă., Similar, funcția Q: S — R, definită 


prin Qis) = | | fi dv dacă sg B şi Q(s) arbitrar dacă se B este v-măsurabilă; 


c) Dacă 4 7 dy, < co sau | Q dv < oo rezultă că f este )-integrabilă, 


Măsura produs poate fi prezentată și pentru un număr finit de factori. De 
exemplu, dacă (Ta Ja pi), i= 1,2,.., 7%, sint spaţii cu măsură c-finită, 
măsura produs a măsurilor k Ha, -~ Hy este unica măsură u :7 >R, cu 
proprietatea că u( 4, XA3X = X An) = P(A) Kaliz) palán} pentru orice 
AiE Ii; cu pA) <o0. Aici F este tribul generat de toate mulțimile de forma 
AXA, X n XAnp cu Ate T: și pdi) < œ. Noţiunea de măsură produs 
se poate extinde pentru o familie oarecare de mulțimi. Se consideră o mulțime 
nevidă, eventual infinită, Z de indici. Pentru fiecare i din I se consideră un 
spațiu măsurabil (T;, 74), ie. J; este o-algebră de părți ale lui 7;. Se numește 
multime elementară o mulțime de forma A = TI Ai unde A; € J; pentru orice 
tel 
i, şi anume A; = T;, cu excepția unui număr finit de indici i. Notăm cu F 
tribul generat de clasa formată din toate mulțimile elementare (aşadar, 7 
este c-algebră de părţi ale lui 7 = [] T;). Se arată că dacă pentru fiecare i 
ici 
din F avem un spațiu cu măsură probabilistică, (Ti Ja pi), deci (Ti) = t, 
atunci, cu notațiile anterioare, există o unică, măsură probabilistică p: 7 — 
= (0, 1] cu proprietatea că pentru orice multime elementară A = [] 4i uţA)= 


ice 
= [Į ui(45). Anume, dacă A =] [|] 4:\x{ II T:} , unde FeZ este 
iel ier ien F 
finită, Jf p4) = |] wl). Măsura p se numește măsura produs a mă- 
iel eF 


surilor {ui}; r (sau a familiei {ui} er) (LC) 

măsură probabilistică v. măsuri pozitive și măsuri cu semn 

măsură produs a două măsuri v. măsură pe spațiu produs 

măsură punctuală v. suportul unei măsuri Radon 

măsură pur finit aditivă v. spaţiul reticulat al măsurilor cu semn 

măsură Radon Fie T un spațiu local compact și E un spaţiu local convex 
separat; E poate fi corpul T al scalarilor reali sau complecși, O m.R. cu valori în 
E (m.R. vectorială) este o aplicaţie liniară și continuă p: X(T) > E, unde 
XIT} este spaţiul funcţiilor continue cu suport compact. În particular, dacă 
E = R avcm o m.R, reală, iar dacă E = Co m.R. complexă. In general, dacă 
E = T, se spune simplu că avem o m.R. (sau o m.R. scalară). O aplicaţie liniară 
u : KIT) — E este o m.R, dacă și numai dacă rostricția lui p Ja fiecare spațiu 
X(T, K) (7. spațiul funcţiilor continue cu suport compact) este continuă (unde 
K parcurge mulțimile compacte ale lui 7) sau dacă și numai dacă pentru 
orice sir (fan de funcții din X(T) care este convergent la 0 în X(T}, şirul 
fu(In)im este convergent la O în E. Dacă E este spațiu normat, cu norma 
x i |], aplicația liniară u: X(T) > E este m.R. dacă și numai dacă pentru 
orice compact K c T există un număr strict pozitiv Mk astfel încît pentru 
orice f din X(T, K) avem |u(f)! s My - IFI, unde 


If] = sup 41) | |te T} = sup (| fl [że K}. 
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Dacă T este spațiu compact şi u o m.R, pe T, masa generală a lui p este (1). 
Dacă p este pozitivă (v. mai departe) și masa generală a lui p este 1, u(/) se 
mai numește şi media lui f pentru orice fe X(T). Uneori, în loc de u(f) scriem 


(rau sau (ro) auto) Notăm cu YUT) spaţiul vectorial al m.R. pe T. Un 


element u din Y(T) se numește m.R. pozitivă dacă are proprietatea că u(f) >0 
pentru orice f > 0 din X(T). Vom scrie în acest caz u > 0. În cazul cînd 
T = R, spaţiul vectorial real Y(T) devine spaţiu reticulat față de relația de 
ordine p>viep-vz 0. Pentru orice element din MIT) se poate 
cenm patea aor partea pegativa și modulul. Se demonstrează în acest 
caz că pentru orice f > in “X(7) avem pHf) = su Osgs 
<f ge XIT), Iul (9) = suptule)! igl <f ge K Avom o a des 
și lel = ut + p Două m.R. u șiv se numesc m.R. independente (sau singulare) 
dacă |uelAb]=0. O m.R. se numeşte m.R. mărginită dacă este continuă 
pe X(T) înzestrat cu topologia convergenţei uniforme (definiția poate fi dată 
în același mod și pentru m.R. vectoriale), deci dacă are proprietatea că există 
un număr pozitiv M astfel încît |u{f)| < M |if|| pentru orice f din X(T) (aici 
II/I] este norma convergenței uniforme). Pentru orice m.R. mărginită u, scriem 
lel = sup (u(f)I| I7ll s 1} Măsurile cu suport compact ‘sînt mărginite. 
Cazul T' = C poate {i redus la cazul = R după cum urmează. Notăm Kat?) = 
=(f: 7 =C |f este continuă și are suport compact) şi Kr (T}={f: T> NIZ 
este continuă și arc suport compact}. Atunci orice fe KolT) se scrie unic sub 
forma f, + if, cu f, și fa din %R (7) Dacă m : KelT)— C este o m.R., atunci m 
este perfect determinată de m.R. (cu valori complexe) mg care este restricția 
lut m la Xp(T), deoarece pentru f, ca mai sus, avem m(f)=mo(f,) + imel fz). 


Identificăm atunci pe m cu mọ. La rîndul ei, mọ se scrie unic sub forma mg = 
= W + ip Unde pjs Hai: KgiT) >R sint m. R, reale, Rezultă că putem 
scrie m = mo = u, + ius = (uf — HI) + ilp — pa). Ex.: 1° Măsura Dirac. 
Se consideră un punct a din 7 și se notează cu ea m.R. pe T definită prin ea(f) = 
= fla} pentru orice f din X(T) (€a se numește măsura Dirac (concentrată în a) 
sau măsura unitate (concentrată în a)); ea este o măsură mărginită. Se mai 
foloseşte și notația 84 în loc de ea. 2° M.R. discretă, Se consideră o mulțime 
MeT care are proprietatea că pentru orice compact K c T mulțimea M nE 
este finită. Fie șia: M — T o funcție. Atunci m.R. u pe T, definită prin p(f) = 
= y a(x) f{x), pentru orice f din X(T), se numeşte m.R. discretă. 3° Măsura 
ze M 

(Radon) Lebesgue. Luăm T = R” cu topologia canonică. {Definim p: K(R”) —» 
>T prin 


u(f) = i Flare Xas s Xp) dx, Atg dăp (integrală Riemann), 


n 
unde A = [][a; bi] este un interval n-dimensional cu proprietatea că A > 
i=1 


> supp(/). M.R. u se numeşte măsura Lebesgue (nu este o măsură mărginită). 
+ Produsul unei măsuri cu o funcție continuă. Dacă g:T —T este o funcţie 
continuă, m.R. à definită prin A(f) = u(gf), pentru orice f din X(T}, se numește 
digera ua p. cu g şi se notează A = gu. Este o măsură de densitate g și bază 
u. UC. 


măsură Radon atomică v. măsuri Radon difuze și atomice 
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măsură Radon concentrată pe o mulțime v. măsură Radon definită prin 
densități 

măsură Radon definită prin densități Fie T un spațiu local compact și p 
o măsură Radon pozitivă pe T. O funcție g:T — F (unde F este spațiu Banach 
sau F = R) se numeşte funcție local integrabilă în raport cu u. (sau funcție local 
integrabilă) dacă g este p-măsurabilă și pentru orice compact K e T avem 


* 
f lel px de < oo. Funcţiile din 07(p), 1< $ <œ, sînt local u-inte- 


grabile, ca şi funcţiile continue, Dacă g este o funcție scalară, 
atunci g este local u-integrabilă dacă şi numai dacă g* şi g` sînt local u-inte- 
grabile. Dacă g este o funcție numerică pe T, local u-integrabilă, se poate 


obține măsura Radon v pe X, definită prin v(f) = | 7g du. Măsura vse numește 


măsură de densitate g si bază u şi se notează v = gu. Este o m.R.d.d. (numerice). 

Dacă g este și funcție pozitivă, atunci pentru orice funcție pozitivă pe T, even- 
* T3 

tual infinită, avem | £ dv =| fg du, (v. integrala esențială (în raport cu o măsură 


Radon)). Revenind la cazul general, dacă G este un spațiu topologice și f:T >G, 
avem: f este gu-măsurabilă dacă și numai dacă restricția lui f la mulțimea 
{te Tg(t) x 0) este p-măsurabilă. O funcţie f: T >F, unde F este spațiu 


Banach (sau R) este esential v-integrabilă dacă și numai dacă gf este esențial 
u-integrabilă și în acest caz ra == (erau. Aici g este o funcție local u-inte- 


grabilă numerică pe T. Dacă gi = gap rezultă că g) = 8 local u-a.p.t. Dacă 
g, și g sînt funcţii numerice pe T, g, este local gyu-integrabilă dacă și numai 
dacă gagy este local u-integrabilă. În acest caz ga(guu) = (228) œ Pentru o 
mulțime A c T, p, este local p-integrabilă dacă și numai dacă A este p-mă- 


* 
surabilă. În acest caz, pentru orice funcție pozitivă f pe T, avem | fålpau)= 


= | Jea du. 


Teorema Radon-Nikodym (pentru măsuri pozitive). Fie œ şi v măsuri 
Radon pozitive pe T. Următoarele afirmaţii sînt echivalente: 1) v este mă- 
sură de bază u, ie. există g local uintegrabilă astfel ca v = gu; 2) Orice 
mulțime A care este local p-neglijabilă este și local y-neglijabilă; 3) Pentru orice 
funcție pozitivă f pe T cu suport compact care este u-iutegrabilă și v-integrabilă 
și pentru orice e > 0 există d > 0 astfel încît 


x * 
[o<us și (rancs) h dysse; 


3") Pentru orice funcție continuă și pozitivă g care are suport compact şi pentru 
orice e > 0, există 3 > 0 astfel încît, pentru orice funcție continuă A, 


(o:< khxg și aus 3) = (rass: 


3) Pentru orice mulțime compactă Æ œ T şi orice e> 0, există un numär 
3> 0 astfel încât (A e K şi p*(4) s 8) = v*(4) <e; 4) Măsura v aparține 
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benzii generate de măsura p în spaţiul liniar reticulat real M(T) al măsurilor 
Radon (reale) pe T. 
Teorema Radon-Nihodym (pentru măsuri reale) Fie v o măsură reală pe T 
şi u măsură Radon pozitivă pe T. Atunci v este măsură de bază, H dacă și 
numai dacă v aparține benzii generate de p în (T) ca mai sus. (I.C.) 
măsură Radon dominată v. măsură Radon vectorială 
m: sură Radon indusă Fie T un spațiu local compact, o măsură Radon 
pozitivă pe T și X un subspaţiu local compact al lui T (deci X are forma X = 
== A N B, unde A este închisă și B este deschisă). Pentru orice funcție nume- 
rică g definită pe X care este continuă și cu suport compact, definim funcția g” 
pe T prin g'(x) = g(x) dacă x este în X și g'(x) = 0 dacă v nu este în X. Se 
arată că g' este u-integrabilă, ceca ce permite definirea măsurii Radon ua pe X 


prin ux(g) = | g’ dyu, care se numește m.R.i. de u pe X. Dacă X este mulțime 


deschisă, m.R.i. uy coincide cu restricția lui p la X. Dacă X este o parte inchisă 
a lui T, atunci pentru orice măsură Radon pozitivă A pe X există o măsură 
Radon pozitivă u pe T astfel încît A = uy. (.C.) 

măsură Radon invariantă la dreapta (la stînga) v. măsura (Radon) Haar 

măsură Radon majorată v. măsură Radon vectorială 

măsură Radon produs I. Trodusul a două măsuri. Fie E și F două spații 
local compacte și două măsuri Radon, anume A pe E și u pe F. Atunci există 
o unică măsură Radon v pe EXF cu proprietatea că, pentru orice ge “X(E) 
și orice ke X(F), avem 


(e) Aly) dv(a, y) = ( g(a) aata) ($ hiy) ant) 


Am notat prin “X(E) spațiul funcţiilor continue cu suport compact pe E etc 
Măsura v se numeşte m.R.p. a măsurilor À și p sau produsul măsurilor Radon 
A şi p și se notează prin A Q p. Calculul măsurii produs se face cu ajutorul 
integralelor iterate, anume pentru orice ke X(ExI), avem formula, 


Pre y) da 8 p) (3) = fano (r y) dna) = | ate) | az, y) dely). 


Prima formuia se explică astfel: dacă supp(h) c KXL (Ec E compact 
și L c F compact), atunci, pentru orice ye F, funcția x -> k(x, y), notată Py- 
este în X(E), şi putem defini funcţia u: F -> I, u(y) = fenm dà (x). Atunci 
ue XK(E) și 


| h(x, y) AA @ p) (= fro auto). 


IL Frodusul unui număr finit de măsuri. Similar, dacă E, Ey se, En sînt 
spaţii local compacte iar g, Bo- um măsuri Radon (u: pe E;), se arată că 
există o măsură, Radon unică p pe EXE, X ... XEp, notată prin p = p & 
Q H QR un, cu proprietatea că peniru orice funcții he “X(E,), ha € K(Ezh--- 
ss ine K(En) avem 


(n hal) -- hala) dulap, Zo o xn) = 


= ($ hilz) amta) [| ha(22) atat) aes ($ ha(2n) dealan) 
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Măsura p se numește m.R.p. a măsurilor Hi, pz, > Hz sau produsul măsurilor 
Bp Epen Hm. Se vede că produsul este comutativ, în sensul că ordinea în care 
se face integrarea nu contează. | , a o ate 

ŢII. rrodusul unui număr infinit de măsuri. Fie I o mulțime infinită, (Ei ez 
a familie de spaţii compacte și E produsul spaţiilor {E;}; e z (care este compact). 
Dacă Je T şi f este o funcție definită pe E, se spune că f nu depinde de varia- 
bilele cu indici care nu sint în J dacă f(y) = f(x) pentru orice x și y în E cu 
proprietatea că  pry(%) = pra(y). Aici pry(x = (mie 7) = {zje etc, 
Să considerăm pentru orice ¿6/7 o măsură Radon pozitivă cu ui) = 1. Se 
arată că există o unică măsură Radon pozitivă u pe E cu proprietatea că, pentru 
orice submulțime finită fa lui I și orice funcție f pe E continuă ca suport 
compact care nu deninde de variabilele cu indici care nu sînt în J, avem 
alf) = ag(fy) Aici fy este funcția definită pe LI Zi prin fa” = (ilie) = 

tE 
= flx) pentru orice x din E cu pry(2) = Ha De asemenea, us e ral i 
Hia B HO Qu, dacă J = {ip ig -~ în} (ordinea nu este esențială, v. 
anctal II). 

Iv. an Fie două măsuri Radon pozitive, anume p pe T şi y’ pe 
T’, unde T, T’ sînt spații local compacte. Vom extinde pe v= p Q pu. 
Fixăm 1 în F şi observăm că aplicația n; : 7” > TXT, T(t ) = (f£ ), „este 
continuă si -proprie (v. imagini de măsuri Radon), Imaginea lui W prin m 
este n,(uj = Ap măsură Radou pozitivă pe Tx T’. Avem deci A, =€ Qu 


şi \ fu = rau (ultima expresie se notează și (re t’) du'(t')) pentru orice 


functie numerică f cu suport compact pe T x T’. Aici fz este sectiunea tuncpieij 
prin f definită prin fi: T’ = R sau C, fet’) = f(t t). Familia {A;}tep este 


u-coucordantă (v. familie concordantă de măsuri Raden) și avem v -Í A du() 
(similar, y = (x du(ť’), cu notații evidente). O funcție f : TX 7” — F(F este 
spațiu Banach sau R), este };-integrabilă dacă și numai dacă f; este w’-integrabilă 


și atunci (z: dy! = (aa: 


Teorema lui Fubini (pentru măsuri Radon). Fie f: T xT’ — F (unde F =R 
sau F este spațiu Banach) o funcție v = p Q p^-integrabilä. Atunci, pentru 


u-aproape toți £ din T, aplicația £ |-> (re t) du’(¥) este u-integrabilă. Inte- 
grala sa (votata ca o integrală iterată prin | du?) (se. t’) awen) are propri- 


etatea că este egală cu (re i^) Av(t, t’). Aşadar, 


(aut (re r’) ate) = fre 2) dul) dur). (LC) 


măsură Radon vectorială Fie T un spațiu local compact, X(T) spațiul 
funcțiiior scalare continue pe T care au suport compact. Pentru orice 
compact Fe T notăm cu X(T, K) spaţiul vectorial al elementelor din 
X(T, K) care au suportul inclus în K. Fie F un spațiu local convex separat, 
O aplicație liniară și continuă m: X(7) — F se numeşte m.R.v. (mai precis, 
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măsura Radon pe T cu valori în F). Așadar, o aplicație liniară m: X(T) = F 
este m.R.v. dacă și numai dacă restricțiile sale la toate spaţiile X(T, K} 
sînt continue. Pentru orice 2 din F’, m.R.v. generează măsura Radon 
scalară 2'0 n. Dacă m este o m.R.v. şi g este o funcție scalară continuă 
pe T, m.R.v. gm: K(T) — F, definită prin gmm(f) == m(gf), se numeşte produsul 
m.R.v. cu funcția g. Fie acum q o seminormă inferior semicontinnă pe F. O 
m.R.v. m: X(T) — F se numește g-majorată (sau a-dominată) dacă există o 
măsură Radon pozitivă u pe T astfel încît | z'om | s p pentru orice z’ din 
A’'g = {l E F| |z'(x)] < g(x) pentru orice x din F}. Se spune în acest caz că 
m este g-majorată (sau g-dominată) de u. Dacă F este real și m este g-majorată, 
punem g(m) = sup {|z'o m| | z'e A’'q}. Superiorul se calculează în spațiul 
ordonat al măsurilor Radon reale pe T. O m.R.v. m: X(T) — F se numeste 
majorată (sau dominată) dacă m este q-majorată pentru orice seminormă infe- 
rior semicontinuă q pe F. Dacă F este spațiu normat, atunci m este majorată 
dacă și numai dacă există o măsură Radon pozitivă p pe T astfel încât |z o m] < 
< p pentru orice z' din F’ cu ||z'} < 1, î.e. dacă |jin{ f] < uil) pentru orice 
f din X(T). Notăm în acest caz |m] = sup {izo m| | ||z|i s Í} Dacă F este 
finit-dimensional orice măsură Radon m: X(T) -F este majorată. Fie f 
o funcție scalară pe T și m o măsură Radon cu valori în F. Vom spune că f 
este esențial integrabilă în raport cu m dacă pentru orice z’ din F’, funcția f 
este esențial integrabilă în raport cu |z7om|. În acest caz, integrala lui f în 


raport cu m este aplicație liniară scalară u: F’ -~ T, u(2) = ţ falz o m)t — 


3 
= (rao my (dacă T = R) sau u(z) = yX i frate me, unde zoom = 
k=0 


k 


iF(z'o m)y este descompunerea lui z'o m în combinație liniară de măsuri 
o 


3 
pozitive. Vom scrie u = Și dm sau u = (rw dm(x). Așadar, V dme F'*. 
Dacă (4) este relativ slab compactă în F, unde A = {fe X(T) I/I si, 
atunci | jdm eF pentru orice f esenţial m-integrabilă și mărginită. Dacă pentru 
orice compact K e T avem că m(Ay) este relativ slab compactă în F, unde Ay 
este (fe X(T, K) <s 1} atunci dmeF pentru orice f esențial m-integra- 
bilă, mărginită și cu suport compact. În fine, dacă F este semireflexiv, atunci 
f făme F pentru orice funcție esențial m-integrabilă f. Vom considera acum 


o măsură Radon pozitivă u pe T și o m.R.v. m: X(T) — F. Dacă există o func- 
ție f: T — F care este scalar local integrabilă în raport cu u (î.e. 270 f este local 


integrabilă, în raport cu p pentru orice z’ din F’) și astfel încit m(g) = \ gf du 


pentru orice g din X(T), vom spune că m este m.R.v. de bază y (şi densitate f). 
Funcția f se numește densitatea lui m în raport cu u. Notăm m = fu, De exemplu, 


dacă f: T — F este scalar local p-integrabilă și astfel inte f sfdueF pentru 


orice g din X(T), atunci m: K{T) — F definită prin m(g) =de dy, este măsură 


pa 
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de bază yu și densitate f. Pentru o funcție scalară g pe T, a spune că g este 
Jpu-integrabilă este totuna cu a spune că gf este scalar p-integrabilă, î.e. z'o (af) 
este pu-integrabilă pentru orice z’ din F’. Dacă m: X(T) > F este măsură 
Radon de bază y, atunci m este m.R.v. care are în mod scalar baza p (i.e. zom 
este măsură Radon scalară de bază u pentru orice z’ din F”) anume avem 
m = fu zom = (2'0f)u. Reciproca este falsă. Orice m.R.v. m pe T cu 
valori într-un spațiu normat F care este majorată, are în mod scalar baza 
[m]. (I. C.) 
măsură reală v. măsuri pozitive și măsuri cu semn, măsură vectorială 
măsură regulată Fie (7,7) un spaţiu topologic și € un clan de părți ale 
lui T. Fie, de asemenea, o măsură aditivă m: € — X, unde X este un spaţiu 
Banach. Luînd în particular X = R, în acest cadru sint cuprinse și măsurile 
aditive pozitive şi finite. Se spune că o mulțime 4 e€ este regulată (relativ 
la m) dacă pentru orice e > 0 există o mulțime compactă K c A și o mulțime 
deschisă G > A cn proprietatea următoare: (R) Oricare ar fi o altă mulțime 
A'e€ cu Re A'cG, avem |m(4) — m(A”]<s. în loc de (R) putem 
scrie: (R7) Oricare ar fi o altă mulțime A” e € cu A’ e GNK avem |m(47)|| < e. 
Se spune că A e € este regulată la stînga (relativ la m) sau este regulată interior 
(relativ la m) dacă pentru orice e > 0 există o mulțime compactă K c A cu 
proprietatea: (LR) Oricare ar fi o altă mulțime 4'e € cu K c A’ c A avem 
im(4) — m(4")ll < e. În loc de (LR) putem scrie: {LR’) Oricare ar fi o altă 
mulțime 4'e C, cu A’ c ANK, avem ||m(A4”)ll < e. Se spune că 4e este 
regulată la dreapta (relativ la m) sau este regulată exterior (relativ la m) dacă 
pentru orice s > 0 există o mulțime deschisă G > A cu proprietatea: (RR) 
Oricare ar fi o altă mulțime 4'e € cu A c A’ cG, avem ||m(4) — m(A|<e. 
În loc de (RR) putem scrie: (RR”) Oricare ar fi o altă mulțime A'e€ cu A’ c 
c GNA avem ||m(4")|| < £. Se arată că A e € este regulată dacă și numai 
dacă este regulată şi la stînga şi la dreapta. Dacă orice A e este mulțime 
regulată, vom spune că măsura m este o m.r, Noţiunile de m.r. la stinga (sau 
m.r. interior), mur. la dreapta (sau m.r. exterior) sînt clare. Vom nota CX clanul 
generat de mulțimile compacte, Kg clanul generat de mulțimile compacte Gg, 
CB semitribul mulțimilor boreliene relativ compacte, We semitribul mulțimilor 
Baire relativ compacte. Atunci, dacă E = X sau € = Xp o măsură aditivă 
m: C — X este regulată dacă şi numai dacă este regulată la stinga sau este 
regulată la dreapta. Fic acum o măsură aditivă pozitivă şi finită m: E = Rue 
Dacă E = X, și m este numărabil aditivă rezultă că m este regulată. Dacă 
€ > X, atunci o mulțime Ae€eC este regulată la stînga dacă și numai dacă 
m(A4) = sup {m(K)]| KeX, Kc A). Dacă Ae și pentru orice mulțime 
deschisă U cu proprietatea U > A există o mulțime deschisă Gel cu A < 
cG c U, mulțimea A este regulată la dreapta dacă și numai dacă m(4) = 
= ini îm(G) |G este deschisă, Ge, G > 4A}. Dacă C = X sau C = %, m 
este regulată dacă și numai dacă este îndeplinită una din următoarele condiții 
echivalente: a) Pentru orice A e €C avem m{4) = sup {m({K) | K este compactă, 
K c A}; b) Pentru orice 4eC avem m(4) = inf {m(G) |G este deschisă, 
Ge, GA}. În fine, dacă € = Ø și m este numärabil aditivă (i.e. m este 
măsură boreliană) rezultă că m are proprietatea sumei directe. In continuare, 
vom considera un spațiu Banach X și m: E — X aditivă. Se presupune în plus 
că m are variaţie finită, |m]: € = R. Atunci, dacă |m] este regulată, rezultă 
că m este regulată, Dacă 0 = X sau € = B, are loc şi reciproca: m este regu- 
lată dacă și numai dacă |m] este regulată. În cazul particular, cînd 7 este 
compact, € algebră care conține toate mulțimile deschise, m este cu variație 
mărginită și regulată, rezultă că m este numărabil aditivă (teorema lut 
Alexandrov). Un rezultat cu caracter de reciprocă este următorul: Dacă 
m: Ba > X este numărabil aditivă rezultă că m este regulată (teorema Dincu- 
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hiuvanel). Fie X un spaţiu Banach. Dacă Ky e Ce By, unde € este 
Jan de părţi ale lui T și m: C€— X o măsură aditivă cu variaţie finită, atunci 
m este numirabil aditivă dacă şi numai dacă m este regulată. Dacă m: B => X 
esie numirabi] aditivă cu variație finită și dacă restricția lui m la X este regu- 
lată, atunci m este regulată. Fie Ma: By X o măsură Baire cu variaţie finită 
Ig Atunci ma se extinde în mod unic la o măsură boreliană regulată cu 
vanațio finită m: W — X; în plus, im] extinde pe |my|. Vom considera acum 
c măsură boreliană m: 9 — R, regulată. Fie și E un spațiu metric. 

Teorema lui Luzin. O funcție f: T— E este în-măsurabilă, dacă şi numai dacă 
pentru orice mulțime compactă K e T şi orice e > 0 există o altă mulțime 


compactă K e K cu m(KN K’) < e şi astfel încît restricția lui f la K’ este 
cantinuă. 


Din nou m: B — R} este o măsură boreliană regulată. Fie 1 < p < œ ṣi X 
un spațiu Banach. Atunci spațiul vectorial al tuturor funcțiilor ctajate de 
n 
icrma f = y P4% unde a; € X și A; sînt sau mulțimi compacte G3, sau mul- 
i=l 
pimi deschise, relativ compacte Fo este dens în Lgm). De asemenea, spațiul 
XKxlT)} = VU: T > X[f este continuă cu suport compact} este dens în Lg(m), 
Ex.: 1° Fie Q cel mai mic ordinal nenumărabil. Luäm T = fæ | este ordinal 
a sì} Drept bază de deschise pe T luăm toate intervalele de forma (a, b] =" 
= (x lx ordinal, a < x s b}, unde a, b sint ordinale din 7, precum și 
mulțimea {0}. Cu topologia astfel definită T devine spațiu compact separat. 
Fie Ø tribul borelicnelor lui T. Definim măsura boreliană u: BR, prin 
Hi4) = l dacă A include o mulțime nemărginită și închisă și u(4) = 0 dacă 
nu există o mulțime nemărginită și închisă inclusă în 4. Atunci 4 nu este 
regulată. 2° Măsura Lebesgue pe orice mulțime este regulată, (7.C.) 
măsură regulată (față de o clasă semicompactă) v. măsură pe spațiu 
produs 
măsură scalară v. măsură vectorială 
măsură slab non-atemică v. atom al unei măsuri 
măsură slab numărabil aditivă v. măsură vectorială 


măsură spectrală Fie X un spațiu Banach complex nenul. Un proiector 
(o proiecție) este un operator E e Q(Ă) cu proprietatea că este idempotent, 
ie E? =E. Am notat (X) = {U:X >X |U este liniar și continuu! 
normat cu norma obișnuită, Orice proiector E descompune spațiul X in suma 
directă a două subspații închise X, ṣi X,, anume: X, = {xe X | E(x) = 0} 
și Xo = {xe X | E{x) = x}. Se scrie X = A, ® X,, ceea ce înseamnă că orice 
eiement x din X se reprezintă în mod unic sub forma x = 4, + 43, unde 
HEX, $i %4, EX, și, în plus, pentru orice x din X, avem E(x) = x. Notăm 
cu P(X) mulțimea proiectorilor lui X. Fie % boreliencle planului complex C. 
O măsură aditivă m: W — P(X) se numeşte m.s. dacă are proprietățile: 
a) m{4 NB) = m{A)m{B) pentru orice A și B în % (rezultă automat că 
m( A) m(B) = m(B) m(A4) pentru orice A și B în %8); b) m(0) =, unde 
I = X — X este identitatea, t.e. T(x) = x pentru crice y în X. Dacă, în plus, 
pentru orice x in X şi orice x în X’, dualul lui X, măsura aditivă scalară 
mis, x): WC, definită prin m(x, x)(4) = x'(m{A)(x)), este numărabil 
aditivă, se spune că cste m.s. simplu numărabil aditivă (rezultă că m este 
mărginită), Fie acum Te (X). Se numește rezoluție a identității pentru T 
o m.s. simplu numărabil aditivă E: — P(X)_ care are proprietățile: 
a) E(4)T= TE(A) pentru orice A e %; b) o(Ta) cA pentru orice A e “B. Aici: 
i) Pentru orice operator U e B(ă), o(U) este spectrul lui U. i.e. o(U) == 


i 
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= {re C| T — A nu este inversabil). Se arată că o(U} este mulțime compactă 
nevyidă; 2) T4 este restricția lui T la subspaţiul E(4)(Ă) e X, i.e. este opera- 
torul Ta: E(4)(X)>E(4)(X), definit prin Ta(x)= (2), în conformitate cu 
condiția a) de mai sus; 3) A este aderenţa lui A. Se numește operator spectral 
(în sensul lui Dunford) un operator T e (X) pentru care există o rezoluție a 
identității. Se arată că un operator spectral T admite o unică rezoluție a iden- 
tității E, numită rezoluția identității pentru T. În plus, se arată că pentru 
orice 4e% cu Ano(T) = Ø avem E(4) =0. Ex.: Dacă X = CI([0, K) = 
= {f:[0, 1] = C |f este continuă) și dacă K: [0, 1} — C esie o funcție con- 


- 1 
tinuă, operatorul T: X => X, T(f) = g, unde g(s) = f(s) + |, K(s, i) f(t) dë este 


spectral. Fie, în continuare, T un operator spectral, E rezoluția identității pentru 
T și f:o(T) > C o funcție total măsurabilă în raport cu T, î.e. o funcție care 
este limită uniformă a unui șir de funcții %(T)-etajate, unde Y(T) = 
= {Ae |A co(T)). De exemplu, funcțiile continue pe o(T) sint total 


măsurabile în raport cu T. Atunci putem defini |o dE(:) (2). Întii, dacă g 
n 
este “%B(P)-etajată, g = y Pa zi unde A ;eB(7) și z€ C, punem | giz) E(f) (a) = 
j=] 
5 1 
= 5 zim{A;). Apoi, dacă f este total măsurabilă în raport cu T, punem 
i=l 


ra dE(-) (2) = im È ya dE(-) (2), unde { fn}n este un șir uniform convergent 


la f de funcții B(T)-etajate (se arată că limita există în (X) și este coerent 
definită). Mai mult, dacă U e C este o mulțime cu proprietatea că U > aiT} 
şi dacă f: U — C este o funcţie care are proprietatea, că restricția sa g la (7) 


este total măsurabilă în raport cu T, definim (ra dE(-)(2)= \ z(1)dE() (2). 
Se spune că un operator Se (X) este operator scalar [in sensul lui Dunford) 
dacă S este spectral și dacă S = |- dE(-) (2), unde E este rezoluția identității 


pentru S. Aici am integrat deci funcţia continuă f:0($) —C, f(2) ==. Un 
operator N e L(X) se numește cvasinil potent dacă lim |N” |4” = 0 (echivalent, 
n 

dacă o(N) = {0}). Se arată că un operator T e (X) este spectral dacă și 
numai dacă el este de forma T = S + N, unde S este scalar și N este cvasinil- 
potent. Scrierea T = S + N, numită descompunerea canenică a lui T, este 
unică. Se arată că în acest caz o(T) = o(S) şi rezoluția identității pentru T 
coincide cu rezoluția identităţii pentru S. Să observăm că pentru orice T € 2(X), 
MIT) = (f:s(7) =C | feste total măsurabilă în raport cu T} este o algebră 
Banach cu norma |f|] = sup {| f£) [tec(T)y şi operaţiile naturale. Mai mult, 
(T) este C*-algcbră cu involuția f i—> f*, unde f*(2) = f(z) pentru orice z 
în o(T). Acum vom considera că X este un spațiu Hilbert. 

Teorema de reprezentare spectrală a operatorilor normali. Fie T e P(X) un operator 
normal. Atunci: 1) Operatorul T este spectral; 2) Dacă E: W —- P(X) este 
rezoluția identității pentru T, pentru orice A e 9, E(A) este operator auto- 


adjunct; 3) Aplicația H: M(T) > (X), definită prin H(f) = (ra dE(-) (2), 
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este morfism de C*-algebre (i.e. este liniară, multiplicativă și H(f*)= (H(f)*, 
adjunctul lui H(/)). În plus, H(Ñ = Z şi H{id) = T, ie. (zaz (=7 {aici T 


este funcția identic egală cu 1 pe o(T) iar id funcția definită prin id(z} = z 
pentru orice z din o(T)); 4) Pentru orice y din X și orice f din M(T) avem 


EG = | ror dA(2), unde }: W— C, MA) = (E(A) (x)| 2); 5) Dacă (fn) 


este un șir de elemente din M (T) care este mărginit în M(T) și converge punc- 
tual la o funcție f din M (T), atunci H(fn)>H(f) în L(X). Dacă X este un spațiu 
finit-dimensional, orice T €,@(X) este spectral. (Z.C.) 

măsură tare aditivă v. măsură vectorială 

măsură vectorială O funcție de mulțime m: di — X, unde of este un clan 
de. părți aie unei mulțimi nevide T iar X un semigrup topologice comutativ 
cu element unitate 0, se numește măsură numărabil aditivă (cu valori în semi- 
grupul X), san măsură o-adilivă (cu valori în semigrupul X), sau măsură cu 
valori în X dacă m(Ø) = 0 şi m este funcție de mulțime numărabil aditivă. 
Vom considera, cazul cînd X este un grup topologic comutativ, precum și alte 
cazari particulare. Dacă X este separat, atunci proprietatea, lui m de a fi numă- 
rabil aditivă implică m(0) == 0. O măsură cu valori intr-un grup topologie 
comutativ este funcție de mulțime aditivă (măsură aditivă), finit aditivă, 
(măsură finit aditivă), substractivă, continuă superior și continuă inferior. 
În particular, putem considera măsuri cu valori într-un spațiu local convex, 
măsuri cu valori într-un spațiu Banach. Cele mai importante măsuri cu valori 
într-un grup topologic comutativ sînt m.v. Vom considera că X este un spaţiu 
Banach. Se numește m.v. (cu valori în X} orice funcție de mulțime numărabil 
aditivă m: d — X. Sin: măsură numărabil aditivă (cu valori în A), măsură 
s-aditivă (cu valori în X), m.v. mumărabil  aditivă, m.v. c-aditivă. O familie 
îmiier de m.v. mi: A —X se numeşte familie uniform numărahil adilivă 
(sau familie uniform g-aditivă) dacă pentru orice şir {4 n}n de mulțimi mutual 

[2 2] 9 


disjuncte Ap din d cu A= U Ane si conyergența seriilor >? mildn) la mi( 4) 
n=l n=1 
este uniformă în raport cu ie T, ie. pentru orice e> 0 există k(e)e N 
f ; 


astfel încît pentru orice k = k(e) şi orice e I avem y milin) — mil A)| < e- 
n=l 
O m.v. m este funcţie de mulțime aditivă, finit aditivă, snbstractivă, continuă 
superior și continuă inferior; dacă sl este semitrib, atunci m este funcție de 
mulțime local mărginită, iar dacă si este trib, atunci m este funcție de mul- 
time mărginită avind mulțimea valorilor relativ slab compactă. În plus, dacă A 
este trib, există o mulțime 7” e gf cu proprietatea că pentru orice A e d avem 
m(4) = m(4 NT’) (teorema lui KluvaneR). Multimea 1” se numește mulfi- 
mea lui Kluvaneh a măsurii m (nu este unică !). Dacă {Mn}n este un șir de m.v. 
Mn : AX, unde s4 este trib şi dacă pentru orice A din gf există lim ma(4)= 


n 
= m(A4), atunci funcția de mulțime astfel definită m: A — X este m.v., î.e. 
este numărabil aditivă (teorema lui Nikodym ). Fie m: gt — X o m.V. (numă- 
rabil aditivă) Deoarece m este numărabil aditivă, este clar că m este și 
măsură slab numărabil aditivä, i.e. pentru orice x'e X*, măsura, scalară x' o n 
este numărabil aditivă. Dacă ci este trib funcționează şi reciproca, deci: Fie 
sd un trib și m: gl — X o măsură aditivă, Atunci m este numărabil aditivă, 
dacă și numai dacă m este slab numărabil aditivă (feorema lui Pettis). En 
cazul cînd spațiul Banach X este R sau C, o măsură m: 4-— X se mai numește 
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măsură scalară. Similar, avem noţiunea, de măsură scalară aditivă (echivalentă 
cu noțiunea de măsură scalară finit aditivă). Dacă X = R, avem o măsură 
reală, respectiv măsură veală aditivă sau măsură reală finit aditivă. Dacă X =C, 
avem o măsură complexă. Orice măsură complexă se scrie sub forma, m = 
= Mı + im, unde m, și m, sînt măsuri reale (m, se numește partea reală a lui m, 
iar m, partea imaginară). Să considerăm din nou un clan of de părţi ale lui T 
și un spațiu Banach X. O măsură aditivă m: d —X se numește măsură 
s-aditivă (sau măsură tare aditivă) dacă are proprietatea: pentru orice șir {4 pyn 
9 


de mulțimi mutual disjuncte Anpe si seria y m(A n) este comutativ conver- 
n=l 
© 
gentă în spațiul Banach (e seria 3, m(A nin) este convergentă pentru orice 
n=l 


bijecţic m: N — N f> Dacă sf este trib și m este numărabil aditivă, atunci m este 


și s-aditivă. O familie (msi ez de m.v. aditive mg: d — X se numește familie 

uniform s-aditivă (sau Jamilic uniform tare aditivă) dacă, pentru orice şir {4 n}n 
eai 

de mulțimi muiual disjuncte Ape si, avem im(S Mil Aa) |=0 uniform în 
n=k 

raport cu te T, i.e. pentru orice e> 0 există k(e) natural astfel încît oricare 


co r 


ar fi k natural, k >k(e) și oricare ar fi ¿e J avem y Milin) 
n=k 

măsură aditivă m: si — X (unde sf este clan iar X spațiu Banach) următoarele 
afirmații sînt echivalente: 1) Măsura m este s-aditivă; 2) Familia {x o m|x' e X’, 
ixl} s i} este uniform s-aditivă; 3) Pentrn orice şir {4 n}a de multimi mutual 
disjuncte, Ap E 4, avem lim m(An)= 0; 4) Pentru orice șir monoton de mul- 
timi {An}n cu Ape sf există lim m(Ap); 5) Măsura m este mărginită și pentru 
orice șir monoton de mulțimi {Ayp}n cu Ape d există limita slabă a șirului 
{m(An)}n (i.e. există x în X cu proprietatea că pentru orice + din X’ avem 
lim x" (m (4n)) = x'(x)); 6) Mulțimea îm( 4) | A e s4} este relativ slab compactă. 
Dacă, în plus, măsura m este slab numărabil aditivă, atunci afirmațiile 1)— 6) 
sînt echivalente și cu afirmația: 7”) Dacă F este tribul generat de sI, atunci 
există o extensie (în mod necesar unică) a lui m la 7, î.e. o măsură numărabit 
aditivă n: J — X cu proprietatea că n(A) = m(A) pentru orice A din di. 
Echivalenţa 1) <> 7) pentru m slab numărabi! aditivă se numește teorema de 
extindere Caratheodory-Hahn- Kluvaneh (sau teorema de extindere a lui Kluvanek). 
Unii autori o numesc și feorema de extindere a lui Hahn (ca în cazul măsurilor 
scalare). Ex.: Fie T = [0, 1], «1 algebra mulțimilor măsurabile Lebesgue 
încluse în [0, 1], A măsura Iebesgue pe [0, 1] și 1 $ ps œ. Vom considera 
măsura mp: A — LP(]) definită prin mp(4) = Ya (v. spații L?). Măsura mp 
este aditivă. Dacă 1 ss p < œ, rezultă că mp este numărabil aditivă, iar dacă 
p = co măsura mp nu este nici s-aditivă. (7.C.) 

măsuri afine și măsuri cilindrice Fie E un spaţiu liniar topologic. O 
aplicație f: E — R se numeşte afină dacă există x’ în E* (dualul algebrico- 
topologic al lui E) și a în R astfel încât f(4) = x'{(x) + a pentru orice x în E. 
Notăm cu b(E) mulțimea tuturor funcțiilor continue de forma f=sup 4 — sup B, 
unde A, B sînt mulțimi finite de funcții afine pe E (superiorul se consideră în 
laticea tuturor funcțiilor reale continue pe E înzestrată cu ordinea naturală 
dată de f < ge f(x) < g(x) pentru orice x în E). Atunci b(E) este spațiu 


< e. Pentru o 
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liniar reticulat cu această ordine. Se numește măsură afină pe E orice func- 
țională liniară pozitivă T: b(£) — R. Se numește măsură cilindrică orice măsură 
afină T cu proprietatea următoare: pentru orice spaţiu liniar finit-dimensi- 
onal F și orice aplicație liniară și continuă V: E — F, aplicaţia V(7): B(F)—R, 
definită prin V(T)(g) = (go V), este o integrală Daniell, Se arată că dacă 
E este un spațiu prehilbertian real, atunci există o măsură T cilindrică nenulă, 
invariantă la rotație pe E, i.e. pentru orice f din b(E) și orice rotație u pe E 
avem T(f) = T(fou), ţinînd seama că foueb(E)). Fie din nou E un spațiu 
prehilbertian real. Pentru orice subspațiu finit-dimensional F c E şi pentru 
orice măsură afină T pe E, putem considera proiecția lui T pe F, notată Tp. 
Anume Tp este măsura, afină pe F definită prin Tp(f) = T(fo pp) pentru orice 
fain b(F). Aici pp: E — F este proiectorul hilbertian atașat lui F. În continuare 
vom da definiția lui Gelfand a măsurilor cilindrice (privite ca funcție de 
mwlțime). Considerăm un spațiu Hilbert real E şi pentru orice subspațiu finit- 
dimensiona! F al lui E considerăm proiectorul canonic autoadjunct pp atașat 
lui F. Se numește mulțime cilindrică o mulțime de forma pp-a(B), unde BEF 
este o mulțime boreliană în F. Mulţimile cilindrice formează un clan E de părți 
ale îmi E. Prin definiție, o măsură pozitivă finit aditivă m: C — R4, se numește 
măsură, cilindrică dacă, restricția, lui m la orice Ep este numărabil aditivă, şi 
m(E) = 1. Am notat, pentru un subspațiu finit-dimensional F e E, cu Cp 
tribul mulțimilor cilindrice de forma pşt(B), cînd B parcurge borelienele lui F, 
Într-un anume sens, această definiție este echivalentă cu prima. (I.C.) 
măsuri echivalente v. continuitate absolută 
măsuri mutual disjuncte v. spațiul reticulat al măsurilor cu semn 
măsuri pozitive și măsuri cu semn Fie X una din mulțimile R}, RN — œ}, 
R^ {0} și si un clan de părți ale lui T. Folosim terminologia și notaţiile de la 
funcţie de mulțime, 
I. O funcţie m: A — R, care are proprietăţile m(Ø) = 0 și m este funcție de 
mulțime nnmărabil aditivă se numește măsură pozitivă sau măsură cu valori 
pozitive extinse sau, pur şi simplu, măsură. Sin.: măsură numărabil aditivă, 
măsură pozitivă numărabil aditivă, măsură o-aditivă, măsură pozitivă c-aditivă. 
(Unii autori numesc măsura definită aici premăsură şi numesc măsură o pre- 
măsură m: st > R} pentru care 4 este trib.) O măsură m: «d — R} cu pro- 
prietăţile: a) gt este algebră; b) m ia valori în [0, 1]; c) m{T) = t, se numește 
măsură probabilistică (sau probabilitate). O măsură pozitivă este funcţie de 
mulţime aditivă (măsură aditivă), finit aditivă (măsură, finit aditivă), crescă- 
toare, subaditivă, finit subaditivă, numărabil subaditivă, substractivă, con- 
tinuă superior. Dacă A est are proprietatea m(4) < œ, atunci restricția 
lui x la A, numită uneori și măsura indusă de m pe st, este continuă inferior, 
O măsură, pozitivă care, ca funcție de mulțime, este funcție de mulțime finită, 
se numeşte măsură finită. O măsură, pozitivă m se numește măsură total o-finită 
dacă există un şir de mulțimi (Apa format cu mulțimi Age A astfel încît 
w 
T = |] Anşim{An) <% pentru orice n. (Unii autori numesc o astfel de măsură 
n=1 
măsură o-finitä.) Numim măsură o-finită o măsură m cu proprietatea că pentru 
orice A e gf există un şir (Anu format cu mulțimi Ape sf astfel incit A = 
DB 
= |J An şi m(4a)< co pentru orice n. Ex.: Fie T o mulțime nevidă 
HESI 
și el mulțimea, părților lui T. Definim mäsura discretă (sau măsura cardinal) 
m: AR „ prin m(4) = card(4) = numărul elementelor din A dacă A este 
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finită și m(4) =œ dacă A este infinită. Măsura cardinal este numărabil aditivă,. 
II. O funcţie m: d => RN(—co0) (sau RN {œ} cu proprietățile m(0) = 0 
și m este funcție de mulțime numărabil aditivă se numeşte măsură reală extinsă 
(sau măsură cu semn). În cazul cînd m ia numai valori reale, avem o măsură 
reală. O măsură reală extinsă este funcție de mulțime aditivă (măsură aditivă) 
finit aditivă (măsură finit aditivă), substractivă, continuă superior. Dacă 
Ae A are proprietatea că |m(A4)| < co, atunci restricția, lui m la A este continuă 
inferior. O măsură reală extinsă se numește măsură total o-finită dacă există, 
co 
un șir (Ap) format cu mulțimi Ape 4 astfel încit T = U Aa și [mAn] ce 
pentru orice n, (Unii autori numesc o astfel de măsură măsură s-finită.) Numim 
măsură S-finită o măsură reală extinsă cu proprietatea că pentru orice A e A 
[=2) 

există un şir (44) format cu mulțimi Ape sl astfel încît A = U Aa și 
Im(42)| < 00 pentru orice n. Să considerăm o măsură reală extinsă m: A — 
— RN{~ œ} (sau RN {0}. O mulțime A e si se numește mulţime m-esen- 
Hial pozitivă sau mulțime esențial pozitivă relativ la m (resp. „negativă ) 
dacă are proprietatea că m(A NB) > 0 (resp. m(41B8)s0) pentru orice 
B e si. O mulțime m-esenţia] pozitivă (resp. m-esențial negativă) se mai numeşte 
și mulțime m-pozitivă sau mulțime pozitivă relativ la m (resp. negativă). Mulți- 
mea vidă esile şi m-esențial pozitivă și m-esențial negativă. 
Teorema de descompunere a lui Hahn (varianta 1). Se presupune că gf este 
c-algebră. Atunci, dacă m este măsură reală extinsă pe sl, există două mul- 
țimi disjuncte T+, T- din si astfel încît T = Tt y T- şi Tt este m-pozitivă 
iar T- este m-negativă, (O pereche (T+, T-) ca mai sus se numeste o descom- 
punere Hahn a spațiulul T.) : 

Teorema de descompunere a lui Hahn (varianta 2). Se presupune că 4 este 
semitrib și că m este o măsură reală (deci finită) pe ef. În aceste condiţii 
pentru orice mulțime B din 4, există două mulțimi disjuncte B*, B- astfel 
încît B = Btu B- şi B* este m-pozitivă iar B- este m-negativă, (O pereche 
(Bt, B-) ca mai sus se numeşte o descompunere Hahn a multimii B.) 

Pentru o măsură reală extinsă m (ca în cele două variante ale teoremei de 
descompunere a lui Hahn) putem defini două funcții de mulțime pozitive și 
anume: a) Variația superioară (sau variația pozitivă) a lui m care este funcția 
mt: A = Ry, mt(4) = sup{m(B)| B c 4, Be A}; b) Variația imfericară (sau 
variația negativă) a lui m care este funcţia m: A — Ra, m-{A)= -inf fm(B)| 
BcA, Bei}. Se arată că mt și m- sînt măsuri pozitive dintre care cel puțin 
una, este finită şi avem m = mt — m` (așadar, orice măsură real extinsă este 
diferența a două măsuri pozitive) (teorema de descompunere a lui Jordan). 
Perechea (mt, m) se numește descompunerea lui Jordan a măsurii m. Măsurile 
m* (resp. m-) se mai numesc şi partea pozitivă (resp. partea negativă) a măsurii m. 
În cadrul primei variante a teoremei de descompunere a lui Hahn, dacă (4, B) 
este o descompunere Hahn a spaţiului T, se arată că mt(U) 2 m(U nT) 


și m-(U) = —m(U n T-) pentru orice Ue (definiția este coerentă). În 
cadrul celei de-a doua variante, avem mt(A) = m(A4t) şi mA) = —m(A— 
pentru A e dd. În oricare din cele două variante notăm [m| = mT 4- mo 


Măsura pozitivă la |: st= R, se numeşte modulul măsurii m (sau variația măsu- 
rii m). Unii autori numesc |m | variaţia totală a măsurii m (există și alte acceptiuni 
ale noțiunii de variaţie totală a unei măsuri). În orice caz, rezultă si relațiile 


1 
m* = imi + m) şi m = $ mi =n), 
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Ex.: Se consideră un spațiu cu măsură (7, 7, p) și o funcție f: T — R care 
este u-integrabilă. Se obține integrala nedefinită a lui u care este măsura 


reală numărabil aditivă m: 7 — R definită prin m(4) = | fdu. (LC.) 
A 


măsuri Radon difuze și atomice Fie T un spațiu local compact. O măsură 
Radon u pe T se numește măsură Radon difuză dacă |u] ((î)) = 0 pentru orice ? 
din T. Măsura Lebesgue este difuză. O măsură Radon u pe T se numește măsură 
Radon atomică dacă |u| este suma unei familii sumabile de măsuri pozitive 
punctuale. Orice măsură Radon pozitivă u pe T se scrie în mod unic sub forma 
t = -+ vy, unde A este măsură Radon pozitivă și difuză, iar v este măsură 
Radon pozitivă atomică. (7.C.) 

măsuri Radon echivalente Două măsuri Radon u și v pe T se numesc 
echivalente dacă |u] şi |v| au aceleași mulțimi local neglijabile, że. (A cT |A 
este |ul-neglijabilă! = {B e T |B este |vl-neghjabilă). Este echivalent cu 
a spune că |v] = glu] cu g local |ul-integrabilă și g(t) > 0 local |ul-a.p-t. 
(7. măsură Radon definită prin densități). (7.C.) 

măsuri Radon independente Fie T spațiu local compact, u şi v măsuri 
Radon pe T. Atunci ų şi v se numesc m.R.i, (sau singulare) dacă inf (lui, Wh = 
= 0 în spaţiul reticulat real MT) al măsurilor Radon pe T. Dacă Me T 
și u este o măsură Radon pozitivă pe T, se spune că p este concentrată pe M 
dacă TN M este local u-neglijabilă. Dacă măsurile Radon u și v sint indepen- 
dente, există două mulţimi disjuncte M şi N astfel încit |u| este concentrată 
pe M și |v] este concentrată pe N. 
Teorema de descompunere a lui Lebesgue (pentru măsuri Radon). Fie u o măsură 
Radon pozitivă şi v o măsură Radon pe T. Atunci există o funcţie numerică 
local u-integrabilă g și o măsură Radon A independentă de p astfel încit 
y = gu +à. Dacă v este pozitivă putem alege gu și A pozitive (v. şi măsură 
Radon, măsură Radon definită prin densități). (7.C.) 

măsuri singulare v. spațiul reticulat al măsurilor cu sema 

media condiționată a unei funcţii (relativ la o c-algebră) v. martingal 

media unei funcții (relativ la o măsură Radon) v. măsură Radon 

metoda caracteristicilor a lui Cauchy Fie F: UX V XI c RPxRIXR-R. 
Se numeşte soluție a ccuației cu derivate parţiale de ordinul întîi definită de 
F o funcţie z: Up c U — I de clasă C! cu (Dz)(s)e V pentru orice ze Uo 
şi astfel încît F(x, (D2) (x), 2(2)) = O pentru orice x e Ug: (Dz)(x} este derivata 
Fréchet a funcției z calculată în punctul x, o aplicație liniară de la R? la R fiind 
identificată cu un punct din R”. Funcția z este soluție a problemei lui Cauchy 
definită de F, a: G c R” — U, y: G— I, dacă este soluție a ecuației cu deri- 
vate parțiale definită de F și în plus z(a{u)) = y(u) pentru orice ueGoceG. 
Dacă F, a, y sint de clasă C? și există €G, bye V astfel încît 


Fiare), bo yino) = 0, (asy) (o) = <(3ja) (10); bo), 
det ((2n+F) (a(tto) bo Y(u0)) (2324) (10));—1, u, n Fi 0, 
. j=l, sc ut 


exitsă o soluție de clasă C? a problemei lui Cauchy dată de F, a, y, definită 
într-o vecinătate a lui a(ug) astfel încât (Dz)(a(ug)) = bo; două soluții cu pro- 
prietăţile de mai sus coincid într-o vecinătate a lui a(x). Soluția se construiește 
asociind sistemul de ecuații al caracteristicilor: 


x, = (nE) (ey 2, y; = — (2E) (x, y, 2) — (dam Fl, y 2)), 


a= X vitan if) (a, y, 2, j=l, un; 
i 
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se comideră soluția acestui sistem care verifică x,(0) = at(u), 2(0) = y(u), 
yO) - bi(m), unde b se determină (pe baza teoremei funcţiilor implicite) 
din relațiile F(a(u), b(u), ylu)) = 0, (azylu) = C(âza) (u), b(u)) pentru u 
într-o vecinătate a lui 49. Notind funcţiile astfel obținute cu čj, mj, by, se 
arată că aplicația (t, u) — E(f, u) este inversabilă în vecinătatea lui (a, 249), 
şi notînd cu (7, v) inversa, funcţia z, definită prin z(x) = l(r(4), v()), este solu- 
ţia problemei lui Cauchy. (4.H.) 

metoda elementului finit Fie X un spațiu liniar normat real, F o func- 
țională biliniară continuă pe X xX şi f o funcțională liniară și continuă pe V; 
fie I{x) = (ete x) — fi4)). Problema minimizării funcționalei Z este echi 


valentă în anumite cazuri particulare pentru X și F cu problema determinării 
unui element ue X astfel ca F(u, v) = f(v) pentru orice ve X. Pentru rezal 
varea ultimei probleme s-a imaginat următoarea metodă, nuntă si pehd 
Riesz-Galerkin (v. și metoda Iui Riesz): se asociază problemei dale, problema 
discretă, a determinării pentru orice subspațiu finit-limensional Die Y a 
unui element up e Ep astfel ca File, v) = f(v), Yve Ep se aproximeuză apoi 
soluția problemei inițiale cu soluția problemei discrete. Pentru rezolvarea unor 
probleme la limită de tip cleptic, se consideră drept X unul din spaţiile Sobo- 
lev HQ), H2(0), H2(0) etc. unde Q este o mulţime deschisă din R”. M.e.f. 
este, pentru acest tip de probleme, un proces specific de construcție a subspa- 
ţiilor finit-dimensionale Ep și poate fi caracterizată schematic prin citeva 
aspecte generale: 1) Se stabilește o anumită „triangulare“ Tp a mulțimii Q, 
î.e. se descompune Q într-un număr finit (elemente finite) de mulțimi specifice; 
2) Spațiul Ep are proprietatea, că fiecare funcție ve Ep este polinomială pe 
porțiuni: pentr orice ve Ep şi orice Ke Tp funcția v este polinomială pe X; 
3) În spaţiul E, poate fi pusă uşor în evidență o bază algebrică formată din 
funcții ale căror suporturi sînt într-un anumit sens, cît mai mici posibile. În 
acest caz rezolvarea, problemei discrete revine la rezolvarea unui sistem finit 
de ecuații liniare, Se aproximează, apoi soluția problemei generale cu soluția 
problemei discrete,  (Gh.Gr.) 

metoda kuler-Cauchy, metodă de rezolvare numerică a problemei Mii 
Cauchy 

i x(t) = u(t, x(t), 


x(a) = xp 


unde u :[e, b]xXD => R”, DER”, age R”. M.E.C, constă în aproximarea 
soluțici problemei considerate cu soluția ecuaţiei cu diferențe: 


z(a) = ae, 
z(t) — z(ty-) = 2 tuliza, 2-00) + ulj (fja) + Patti elta) 


unde pentru 0 < $ < b — a,b Ean) este o mulțime de puncte echidistante, 


.b— 
t; = a4 fh, j E{0,1, u, Ap} np fiind partea întreagă a lui — £ 


(Ga.Gr.) 


metoda Gauss-Seidel, metodă iterativă de rezolvare.a sistemelor de 
ecuaţii liniare. Fie sistemul {IT — B) x =b, unde 7 este matricea unitate 
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B = (bis jeg, my Dit EC, b = (br ne bm) e CD. Fie x% eC?. M.G.S. constă 
İn aproximarea soluției sistemului considerat cu x(®, unde z(0= (47, ..., x9) şi 


e R—] 
ap = Y bra + $ bej D + bk, ke{fl, n m}. 
j=1 J= 
m k= 
Notînd d = X bl, g= S |d| 33 + Ş | br; | 
j=1 j=1 j=k 


ke{2,... m} și q = max qp, dacă q< 1, atunci sistemul considerat are pentru 
Ik 


orice beC” soluție unică ze C”, șirul {x}, ey Converge către această soluție 
şi au loc evaluările: 


2) — ele tf [iat lat Î— 20) — 200, 
(ae eo am) la = max |z; (Gh.Gr.} 
lgigm 


metcda Lagrange-Charpit Fie F: UxV: IcRIXRIxR — RR; o funcție 

p: VX CSU XR”®>R de clasă Ci se numește integrală completă a ecuaţiei cu 
derivate parţiale definite de F dacă pentru orice ce C funcția q(x, c) este 
soluție a ecuației cu derivate parțiale definite de F.[F(x, (3,9) (x, c), plz, c) = 0 
pentru orice xe Up, (2,p)(z, c) fiind derivata Fréchet în punctul x a apli- 
cației y — p(x, c)]. M.L.Ch. constă în a folosi o integrală completă pentru a 
rezolva problema lui Cauchy: fiind date g: G cR”-! — U, y: G — I, se constru- 
ieşte c: GoSG — C şi d:UpcU — U, astfel incit funcția z definită prin 
ż(x)=ọ(x, 0)(d(a))) să fic soluție a ecuației definită de F(F(x, (DzX{x), z{x)} = 0) 
și în plus z(a()) = y(u); funcția c se alege astfel încît 

p(a(u), c(u)) = y(u), 

(Brr) (<< (a) (u), (aug) (alu), c(u))) 
iar funcția d astfel încit P(x, d(x)) = 0, d(a(u)) = u, unde 


P(x, u) = (229) (x, c(u)) (8e) (u). 


Aici (029) (x, c) este derivata Fréchet în punctul c a aplicației c > ọ{x, c), 
deci P(x, u) este derivata Fréchet în punctul 4 a aplicației 4 — p(x, c(u)). 
(4.H.) 

metoda lui Euler, metodă numerică de rezolvare a problemei lui Cauchy 


x(t) = u(t, (d), 
z(a) = ag 


unde u :{[a, b] xD = R”, DcR”, aae R™. Metoda constă în aproximarea 
soluției problemei considerate cu soluția ecuației cu diferențe 


z(a) = ao, 
z(t) — z(fz-a) = huţtza, zl), 
unde pentru 0 < k < b — a, (fo, -= în) este o mulțime de puncte echidistante, 


1 
t; = a + jh, Je, 1,...,n), n fiind partea întreagă a lui N (b — a). (Gh.Gr.) 


metoda lui Gauss de rezolvare a unui sistem de ecuaţii liniare, metodă, prin 
care se realizează transformarea, sistemului într-un sistem echivalent cu matrice 


w e e o- 


7” ae 


Ac „ci 


i 
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triunghiulară. Utilizind anumite permutări de linii și coloane, transformarea 
se face prin operaţii liniare prin care se obține eliminarea succesivă a necu- 
noscutelor. {Gh.Gr.) 

metoda lui Jacobi, metodă de rezolvare iterativă a unui sistem de ecuații 
liniare. Sin.: metoda aproximațiilor succesive. Fie sistemul (I — B)z = b, 
unde I este matricea unitate, B = (bi); jeti, mp bel, be”. Fie 
x0) eC”, M.J. constă în aproximarea soluției sistemului considerat cu (2), 
unde 

x”) = Bx- L b, 


Sistemul considerat are pentru orice b eC” soluție unică y şi pentru orice 
x0) e CR șirul {x}, ep Converge către y dacă și numai dacă lim B” = 0, 
->00 
Dacă x — ||x|| este o normă pe C» vom nota |4] = sup |Ax]| norma 
Il z ls 
corespunzătoare a matricii A. Dacă pentru matricea B avem IBsg < 1 
atunci au loc următoarele evaluări ale restului: 


Că 
jx — apps [am — a pe pa — D, 
, 1—q l—g 
Dacă sistemul de rezolvat este scris sub forma 4 x= a, unde A = (@;4) 


i je {l,a m} 
m 


şi dacă laz] > y laizl, Vi Ee{1, ..., m}, atunci sistemului echivalent (1— B)}x =b, 
j=} 
Jri 
au 0 
ande B = I — DIA, b= Dia, D -{ orală i se poate aplica m.J. În 
0 Amm 

evaluarea restului se foloseşte în acest caz norma || |s, unde (x, -n milo = 

= max |z;l. (Gh-Gr.) 

igism 
metoda lui Newton, metodä iterativă de rezolvare a unor ecuații de forma 
fix) = 0, unde f: G =- R”, GER”. M.N. constă în aproximarea soluției ecua- 
ției considerate cu x(%), unde OEG și gib) = x) — (f(x f(x). 
Se notează cu || || o normă pe R” iar pe spațiile de operatori liniari (RD), 
(RP, L(R”)) se consideră normele operatoriale induse. Se notează Biz, 7) = 
= (xe Rh: |z — xl <r}. Fie GR" o submulțime deschisă, f:G => R™ 
o aplicație de clasă C2. Dacă există M>0 astfel ca f (As M pentru orice 
xeG şi dacă există zeG astfel încit f(z) = 0 și f'(2) să fie inversabil, atunci 
pentru orice ge (0, 1) există r, u> 0 astfel încît f(x} este inversabil pentru 
orice x e Biz, r), şirul x = xO) — (f(aDf(at)) rămîne în B(2, r) oricare 
ar fi «(e B(2,r) şi au loc: : 
e — ppt ger, 
M 


la — zis pps sam — ae. 
u 2u 3 


Metoda este frecvent folosită deoarece este foarte rapid convergentă. Printre 
dezavantajele acestei metode se află necesitatea calculării la fiecare pas a 
inversei unei matrici (f'(4(2)))-L, cât și localizarea teoretică a procesului iterativ 
într-o bilă centrată în soluția căutată a problemei. În m.N. simplificată se 
înlătură, primul inconvenient. M.N. simplificată constă în. aproximarea, soluției 
ecuaţiei considerate cu y(™), unde y®, ce, y+) = y) — (Fiyi). 
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În aceleași condiţii ca la m.N., pentru orice ge (0, 1) există > 0 astfel încît, 
pentru orice y(%, ce B(z,7), şirul {y®}n rămîne în B(z,7) și ly™® — zise. 
Spre deosebire de m.N. varianta Newton-Kantorovici nu localizează procesul 
iterativ într-o bilă, centrată, în soluția problemei. Metoda Neuton-Kantorovici 
constă, în aproximarea soluției ecuaţiei considerate cu x”), unde at) = 
= K) — (fa) (a), În aceleași condiții ca la m.N. se mai presupune 
că există i și œ, 6>0 astfel ca 


[fad se, PEONO g, 


a dpi 
aBM.=y< >, B(x, r)eG, 


unde y = (1— 1 — 2y). În aceste condiții ecuaţia f(x) = 0 are soluţie 
ai 

unică ze B(x% y), şirul xO) = (f (40))-(x1®)) rămîne în B{x0, r) 

şi converge la z. În cazul funcțiilor de o variabilă are loc următoarea isa, 

de convergență pentru m.N. Fie fe Ca, b] astiel încât f’ și y nu se anulează 

în (a, d] și f(a) :f(b) < 0. Fie xpela,b] astfel ca f(x) Fla) > 0 și zau = 
Sn) 


= Xy — , Atunci, există, și este unic, ze[a,b] astfel încît f(2) == 


Xn) 
şirul {xata eN rămîne în fa, b] și converge către z, Evaluarea erorii se poate 
face prin 
EZ — zls EI.) III n 
inf{| f'(4)] |x € [a, b1} 


n+1 
— x)  , unde 


{tn — zlaga t-g 


sup{i f(x) | xela, b] 
inf(|f/(2)1 Ix ela, bJ} 


În acest caz particular metoda se întilnește cu denumirea, de metoda tangentei. 


(Gâ.Gr.) 
metoda lui Newton simplificată v. metoda lui Newton 


mactoda lui Ritz Fie X un spaţiu Hilbert real și A un operator antoadjunct 
şi pozitiv delinit pe X, ( inf (4, x) > 0}. Se consideră ecuaţia 
ll zI=t 


Ax=b. (+) 


Fie funcționala F(x) = (Ax, x} — 2<x, b). Elementul zeX este soluție a 
ecuaţiei (x) dacă şi numai dacă F(z) = min F(x). Un şir (Zane de elemente 
zeă 
din X se numește șir minimizant pentru F dacă lim F(xn}) = min F(x). Orice 
n>n xex 
şir minimizant pentru F converge către soluția z a ecuaţiei (+). M.R. este un 
procedeu de construcție a unui șir minimizant pentru F în ipoteza că X este 
un spațiu Hilbert separabil. Se consideră în spațiul Hilbert separabil X o 
bază ortonormală Oalnen și Xp=Sp{Ẹ +- Qn}. Există, şi este unic, zy E€ Xa 


astfel ca F(xp}) = min F(x). Şirul {xn} ep este un șir minimizant pentru F. 
ZE Xa 


253 METODA RELAXĂRII SUCCESIVE 


n 

Dacă zy = 5 «xp, atunci (a, -...0m) este soluția unică a sistemului de 
k=1 

ecuații liniare 


E CKApu p = eub), ie{l, nn}. 
k=1 


Metoda se utilizează în rezolvarea numerică a unor ecuații diferențiale, în apro- 
ximarea numerelor proprii ale unor operatori autoadjuncţi etc. (Gh.Gr.} 
metoda Newton-Kantorovici, v. metoda lui Newton 
metoda relaxării simultane, metodă iterativă de rezolvare a siste- 
melor de ecuaţii liniare. Fie sistemul Ax = a, unde A este matricea 
(au); jef my HEC ae”. Fie 


au 0 
D = diag A = aa . 
0 amm 


Fie x0) eC” și o un număr pozitiv, În ipoteza că aņ#0, pentru orice 
ie(1,...,.m), fie {x} șirul definit prin 


x) = ah) — DJA xD + DAg. (+) 


M.r.s, constă în aproximarea soluției sistemului considerat cu x), Dacă A 
este hermitică și pozitiv definită, atunci (x, y) — (Dx, yy este un produs 
scalar pe C"((,) este produsul scalar care generează norma euclidiană 
pe Ch). Se notează cu || |lp norma generată de acest produs scalar pe CP, 
Pentru orice a(0) e C*, șirul (+) converge la soluția z a sistemului considerat 


2 

dacă și numai dacă 0 < o < —, unde ], este cea mai mare valoare proprie 
A 

a matricii D-14. Au loc următoarele evaluări ale restului: 


at — zip —— x0- — Mps at — s®|]p, 
d -q 
unde q = max |l — dhil A, =, Àm fiind valorile proprii ale matricii D-4 
1sŞiSn 


scrise în ordine descrescătoare. Valoarea lui ø pentru care se obține cca mai 


mică, valoare pentru gq este op = , iar corespunzător acestei valori 


AeA an 


19 = i dame, (Gh.Gr.) 


A + Am 
metoda relaxării succesive, metodă iterativă de rezolvare a sistemelor 
de ecuații liniare, rafinare a metodei Gauss-Seidel. Fie sistemul Ax = a, unde 
A = (tau); jel, m} este o matrice avind pe diagonală numai elemente nenule, 


iar as Cn. Fie 


0 a Pda 0 
a21 

L = . [ă 
Vă aie sita” iama Oa 
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D = diag A matricea diagonală avînd pe diagonală elementele matricii 


-1 
A ṣi R=4A—-D-—L. Tie ceR, co=(Żp+1) (2): 
9 [ei 


1 = i aa ; ; 
Co = p D+L| a.Mr.s. constă în aproximarea soluției sistemului considerat 
6 


cu şirul Jacobi asociat sistemului echivalent (7 — Ca) x = cg, deci cu șirul 
4) = Cga("-D+ ca. Dacă A este hermitică și pozitiv definită, șirul precedent 
converge la soluția z a sistemului, pentru orice iterată inițială x, dacă şi 
numai dacă 0<o < 2, Au loc evaluările: 


am) — za e — sas 
1—q 
unde || l4 este norma generată pe C” de produsul scalar (x,y) — <4 x, Y? 
iar q este norma operatorului Ca cînd pe C” se consideră || ||a. Pe componente, 
șirul aproximant este 


1x9 — Olla 


m 


t—1 
o Li 5 S 
(n) = — — Ş asaț + (1—0) ap — me aia + za ais 


Gii j=] Gii iii Qii 
unde a; sînt componentele lui a. (Gh.Gr.} l 
metoda reziduurilor (pentru calculul integralelor definite) v. reziduu 
metoda Runge-Kutta, metodă de rezolvare numerică a problemei lvi 
Cauchy 
x'(t) = u(t, x(t)), tela, b], 
x{a) = ao, 
unde u:[a, b]xD => R”, DoR”, qye R”. M.R.K. constă în aproximarea 
soluției problemei considerate cu soluția ecuației cu diferențe 
z(a) = ao 
zlta — zlitja) 1 
aa — stra alija) + ate alta) + 
+ valji 2(tp0)) + valti- zig- 


unde pentru 0 < k < b — a, pev bar este o mulțime de puncte echidis'ante 


-8 , 
iar 


t; = a + jh, JENO, |, „., fn} my fiind partea întreagă a lui 


v(t, x) = u(t, z), v(t, 2) =% ( + 2 z+ 5 ut, a) , 


vt, asari z+ = vlt, 2) valt, 2 =a(t+h, z-+hu(t, 2). (Gh.Gr.) 


metoda tangentei v. metoda lui Newton 

metoda variaţiei constantelor, schimbare de variabile care permite repre- 
zentarea soluţiilor unei ecuaţii diferențiale afine cu ajutorul soluțiilor ecuației 
liniare asociate. Dacă, X este o soluție pentru sistemul afin x = A(t)» + b(t) 
iar C(t, fa) verifică C(t, ta) = A(DC(6,to), C(to, fo) = 7, schimbarea de variabile 


t 
y(t) = C(to, £) z(£) conduce la reprezentarea x(t) == C(t, to) net C(t, s) b(s) ds. 
z 
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Denumirea provine din faptul că soluțiile ecuației liniare se scriu 
x(t) = C(i, fo) xo unde x, este constantă, iar schimbarea de variabile 
revine la x(t) = C(t, to y). (4.H.) 

metrica Bergman v, nucleul Bergman 

metrica euclidiană v. varietate riemanniană 

metrică v. distanţă. 


metrică hermitiană v. nucleul Bergman 
metrică riemanniană v. varietate riemanniană 


microfuncții, secțiunile unui fascicol definit în felul următor, Dacă U este 
o mulțime deschisă din RPx SH-l se consideră C(U) = B(R7)/ tu e (RO), 
SS(u) N U = Ø}, unde % este fascicolul hiperfuncţiilor iar SS(u) este spectrul 
singular (numit și frontul de undă analitic) al hiperfuncției u, Dacă st(w) 
este spațiul germenilor de funcţii analitice reale în vecinătatea lui œ, unde o 
este o mulțime deschisă, din R”, se arată, că Q(w x St-1) este citul Ww) Alo). 
Prefascicolul U |-> E(U) este chiar un fascicol flasc pe RP x S2-. Fascicolul E 
măsoară „neanalicitatea“ hiperfuncţiilor: două hiperfuncții pe o au aceeași 
imagine în € prin aplicația canonică de trecere la cît dacă și numai dacă dife- 
rența lor este analitică pe w. Pentru orice hiperfuncție u, spectrul său singular 
SS(u) coincide cu suportul secțiunii în € care corespunde lui w. Pe m. acțio- 
nează operatorii diferențiali cu coeficienți analitici; datorită faptului că 
SS(Tu)e SS(u) aplicația u — Tu de la Blo) = Blw) se poate factoriza şi 
definește o aplicație de la C(w) la C(w). M. au o serie de proprietăți utile (v. 
micrelecalizare). Fascicolul m. a fost introdus de M. Sato. (G.G.) 

microlocalizare Fie M un Dx-modul (la stinga) (v. sistem supradeterminat). 
Fiecărui astfel de (Dy-modul i se asociază un €Ex-modul + definit prin 
M* = x O (M), unde nt(Dy) (resp. m1(M)) reprezintă fascicolul 

map 

imagine inversă prin z a lui Dy (resp. M). Această operație de trecere de la un 
Dx-modul la un ¿ x-modul asociat se numește m.; 9/(* rezultă Ex-coerent, deci 
microlocalizatul %* al unui sistem diferențial este un sistem microdiferențial 
(7. operator microdiferențial). Varietatea caracteristică a sistemului M nu este 
altceva decît suportul microlocalizatului său (ca Ex-modul, microlocalizatul 
are un suport bine definit). M. permite studiul singularităților sistemelor dife- 
rențiale pe fibratul cotangent. Pe de altă parte, cu ajutorul operatorilor micro- 
locali se pot aduce sistemele diferențiale la anumite forme canonice, Denumirea 
de m. provine de la analogia cu operaţia de localizare din geometria algebrică 
(aceasta, din urmă permite, prin considerarea unei factorizări convenabile, de 
a face invzersabile în localizat toate polinoamele ce nu se anulează, pe un deschis 
dat). Ideea de bază a m, este de a extinde suficient de mult fascicolul n-L((Dx) 
pentru a face inversibili, local în T*X, operatorii al căror simbol principal 
nu se anulează pe deschisul considerat, (G.G.) 

mincrant v. mulțime ordonată 

mișcare browniană v. integrala stochastică 


model de varietate diferenţiabilă Prin 7 vom nota un element în mulțimea 
Nuţoci, deci IsSr=soo; prin n, p vom nota numere naturale. Fie Uo 
mulțime deschisă nevidă în spațiul numeric real R”, O funcţie reală f definită 
pe U se spune că este de clasă C” dacă toate derivatele parțiale de ordin sr 
ale lui f există pe U și sint continue; se notează prin C7(U) mulțimea tuturor 
funcţiilor reale de clasă C” pe U. De asemenea, o aplicație f = (fp eu fp): U >R? 
se numește aplicatie de clasă C” dacă componentele f,, .... fp ale lui f sînt toate 
de clasă C", i.e. aparțin mulțimii CT(U); se notează prin C7(U, RP) mulțimea 
tuturor aplicațiilor de clasă C” de la U la R?, În fine, dacă U este o mulțime 
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deschisă în R”, V o mulțime deschisă în R? și p: U —V o aplicație, se spune 

că p este o aplicație de clasă Cf dacă jopeC7(U, RP), unde ş:V — R? este 

aplicația de incluziun ta lui V în RP. Se notează prin C'(U, V) mulțimea tuturor 

aplicaţiilor de clasă C” de la U la V; evident C“(U, V} = N CHU, V). Se 
keEN 


utilizează de asemenea notația CO(U, V) sau C(U, V) pentru mulțimea tuturor 
aplicațiilor continue de la U la V. Pentru orice mulțime deschisă U Într-un 
spațiu numeric real R?, identitatea lui U, notată idy, este de clasă C*. De 
asemenea, dacă U, V sînt mulțimi deschise în spații numerice reale şi dacă 
ee CT(U, V) şi pe CT(U, W), atunci pop e CT(U, W), Astfel mulțimile deschise 
în spaţii numerice reale, ca obiecte, și aplicaţiile de clasă C”, ca morfisme, 
formează o categorie, numită categoria modelelor (de varietăţi diferențiabile de 
clasă, C7). O mulțime deschisă nevidă în spațiul R” se numește m.v.d. 
O proprietate importantă în categoria modelelor care exprimă caracterul local 
al noțiunii de aplicație de clasă C” este următoarea: Dacă U și V sint modele, 
o aplicație q: U—V este de clasă C” dacă și numai dacă pentru orice punct 
ae U, există o vecinătate deschisă Ua a lui a în U astfel încit, restricția e |U a € 
e CT(Ua, V}. Această proprietate se mai poate formula astfel: Fiind date două 
modele U și V și o aplicaţie ọ: U — V, dacă îU;);e este o acoperire deschisă 
a lui U, atunci pe CT(U, V) dacă și numai dacă q | U: e CT(U,, V} pentru top 
ie I. Dacă U și V sînt medele, prin CT-difeomorjism de la U la V se înțelege 
o aplicaţie bijectivă e: U — V astfel încît p și ọ— să fie de clasă C”. Notăm că 
un CT-difeomorfism (de modele) este exact un izomorfism în categoria mode- 
jelor. (M.J) 3 

modul de continuitate Fie [a, 5] un interval compact al dreptei reale şi 
J: [a,b] = F o funcție continuă, unde T este corpul scalarilor reali sau com- 
plecși. Atunci f este uniform continuă. M.c. al lui f este funcția o(J):[0, b—a]>R 
definită prin 

olf) (H) = supţl fa) — fa) la, ela, d], la — x st). 


M.c. al unei funcţii continue f are următoarele proprietăți: i} o(f)(0)=0; 
ii) o(f) este funcție crescătoare ; iii) «(f) este funcţie subaditivă, i.e. o(f)(i'4+7)s 
soffi) + o(f)(”), pentru orice ¥,t” din [0,b — a] cu (+ t)sa{b — a); 
iv) o(f) este funcție continuă. Dacă A >0 și h:[0, A] = R are proprietățile 
i)—iv) rezultă că w(P) = h, ceea ce justifică denumirea de m.c. dat unei func- 
ţii k cu proprietățile î)—iv). (Z.C.) 

modul pe un spaţiu inclat Fie (X, Oz) un spaţiu inelat. Un Ga-modul egte 
un fascicol] de grupuri ahelicne F pe X împreună cu un morfism de fascicole 
de mulţinui mi Op f sf satisfăcind următoarea condiție: (M) Pentru 
orice mulţime deschisă U fu N, aplicația mg: Ox x F(U) = F(U} este o 
înmulţire scalară pe (U) care face din acest grup abelan un Ox(U)-mo- 
dul. Morfismul m din definiţia precedentă se numeste înmulțirea scalară a 
lui F; dacă he Ox(U) și se F{U), se seric As sau A :s în loc de mp), s). O 
condiţie echivalentă cu (M) este următoarea: Pentru orice punct x e X, apli- 
cația mg: Ox, sX Fa Fa este o înmulțire scalară pe Fg care face din acest 
grup abelian un Ox, a-modul, Fie F şi 3 două Ox-module.Un morfism de fasci- 
cole de mulțimi 9: 7-9 se numeşte morfism de Ox-module dacă pentru orice 
mulțime deschisă U în X, aplicația 6y:F(U) — Ş(U) este Ox(U)-liniară sau, 
echivalent, dacă pentru orice punct ze X aplicaţia Oz: Fe — Ga este Ôg g-i- 
piară. Morfismele de Gx-module sînt, în particular, morfisme de fascicole de 
grupuri ubeliene. Mulțimea morfismelor de Ox-module de la F la Q se notează 
Homey (4, €). Este ușor de văzut că Ox-modulele și morfismele lor formează, 
o categorie, notatii Mod (Y) sau Ox-moâ; izomorfismele acestei categorii se 
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numesc jzomorfisme de Ox-module, Un şir de Oxg-moduie şi morfisme de 
Ox-module 
0. 0p 
Fo => Fy =. —> pn PRL 
se numește șir exact de Ox-module dacă Im 6, = Ker Bipy, i = 0, ., pl, ie. 
dacă acest şir este exact cînd este considerat ca șir de fascicole de grupuri 
ebelene, Ex.: [° Oy este un Oz-modul cu înmulţire scalară evidentă. De ase- 
venea, fascicolul trivial 0, definit prin O(U)=40) pentru cerice mulțime deschisă 
U în X, este un Öy-modul. 2° Dacă F şi F, sint două Ox-module, produsul 
direct F =F, X F, este un Ox-modul cu înmulţirea, scalară definită prin A(s, s2} = 
= Os Asa) pentru 2 e Ox(U), s, e F(U), sa e F(U) și orice mulțime deschisă 
U în X. În mod similar se definește produsul direct F= [| |F; pentru orice 
żel 
familie {Fi}; ; de Õyx-module; proiecţiile canonice fi: AFi ie Z, sînt mor- 
fisme de Öy-module. 3° Fiind dat un Ôy-modul F, nn sulmodul al lui F este 
ux subfascicol de mulțimi F’ al lui F cn proprietatea că, pentru orice mul- 
time deschisă U în X, F(U) ceste un submodul al Ox(U)-modulului F(U); 
F este atunci, în particular, un subfascicol de grupuri abeliene al lui F. Orice 
subinodul F’ al lui F este un Oz-modul, cu înmulțirea scalară indusă de cea a 
lui F iar morfismul de incluziune 3: FF un morfism de Ox-module. Dacă 
F x Ox, submodulele lui F sînt exact idealețe lui Ox. Pentru ca un subfascicol 
de mulţimi F’ al unui Ox-modul F să fie un submodul a] lui F este necesar și 
suficient ca, pentru orice punct xe X, F} să fie un submodul a! Ox,zmodu- 
lalui Fg. 4 Dacă {Fi} cz este o familie de Ox-module și F = IES atunci 
1E 
suma dircclă de fascicole de grupuri abeliene F’ = O F; este un submodul 
tel 

al lui F. Notăäm că, dacă Z este o submulțime finită, atunci suma directă F* 
coincide cu produsul direct F. În particular, avem F, x Fa =F Fa Dacă F 
este un Ox-modul și? un întreg =0, se pune F? = 7070.87 (de p 
ori) cind pè 1 și F? = 0 cind p = 0. 5 Fie 7 un Öy-modul și F’ un submodul 
al lui F. Fascicolul de grupuri abeliene F” : == F/F’ are o structură naturală 
de Ox-modul, unic determinată prin condiția ca morfismul canonic p: F o F” 
să fie morfism de Ox-module; se spune că F” este Ox-modulul cît al lui F prin 
submodulul său F’, 6° Fie 6: 7—9 un morfism de Ox-module. Atunci nucleul 
Ker 9 și imaginca Im 0 sint submodule ale lui F și Q respectiv. De asemenea, 
conuclcul Coker 6 și coimaginca Coim 6 sînt Ög-module cit ale lui Q şi F 
respectiv, anume 


Coker 0 = Gjim ð și Coim 8 = FjKer 8. 
Notăm că, pentru orice punct xe X, izomorfismele canonice 

(Ker Biz ~ Ker Or, (Im OxI z, 

(Coker Ghz Coker Üz, (Coim gx Coim fa 


sînt izomorfisme de Oyg,z-module.7° Fie F și 9 două Ox-module. Se poate defini 
un prefascicol P de grupuri abeliene pe X punind P(U) = F(U) QOJ) 
pentru orice mulțime deschisă U în X, și 


PHT) = pF) Q erl) 


pentru orice pereche de mulțimi U şi V în X astfel încit VeU. Fascicolul 
de grupuri abeliene asociat prefascicolului P are o structură evidentă de 
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O modul; acest ni E 
r- , du S notează G i se este id 
: Ozx-mo l e f iotea F Ox $ | Și umes É odusul 
tensorial al Iui F cu G. Există izomorfisme canonice: 


F QOxI 986037: 
Ox QozF= 77 BOO: 


(F: © Fa) 00, 9e(7, 0029) O (F, 0x93) ete. 


ha: 
8° Fie F un Ox-modul, U o mulțime deschisă în X şi Oy restrictia lui Ox lat 


unci res ricția, lui F la U este un Oy-mo ul, notat eF şi G două 

At t t dul, FIU. * Fi și Q 
Ox-module, Avem un Ox-modul X definit prin H(U) Sari, [E | U 9 | U) 
Lă d 


morfisme icți i î i 
le de restricție, adunarea şi înmulțirea scalară fiind evidente. Acest 


Ox-modul X se n ă i 
otează prin Koma AF, 9). Avem izomorfisme canonice: 


Komo (F, PI 9) Yong lF GD Kam Oxe G); 
Kama (Ox, F) SF etc., 


unde F., Fa 7.9 sint Ox- i i 
Žo Fa FG x-module arbitrare. 10° Fie ọ:(X, 6 
e spații inelate. Imaginea directă poy(Ox) este A ni casa A 
să eu i pentru orice Ox-modul F, imaginea directă topologică P (zi 
Bar Poal x)-modul. Cu ajutorul morfismului de fascicole de inele v, 
5 PEI A colul Posl F) primeşte o structură evidentă de Or-taodal: acest 
- umește imaginea directă inelată a lui F prin p si PRE 
san arh Notăm că, pentru orice morfism de Ox-module 6: F Oa, pa 
n Posl ) este un morfism de Oy-module de la PF la pQ Astfel, îi F 
e ă inelată este un functor e: Mod(ă) — Mod(Y). LES Fie i X Oa 
>(Y, Ör} un morfism de spații inelate. Imaginea inversă %6 A Ale 
de inele pe X. Cu ajutorul morfismului de fascicole d i le Hy XO E 
e inele gl: 
patem considera O x ca, 9Or-modul. Pentru orice Gp-modul g ti pe fa 
e ie gi Sa gis ate ere un põÖy-modul, ceea ce permite definirea 
PoF Iot 00, are este evident un ptOp-modul, în parti- 


1 E i , 
e ga an TE de grupuri abeliene pe X, dar primește o înmulțire scalară d 
SEN u aa de al doilea factor. Acest Og-modul se numeste imagin a 
île sn ată a lui £ prin e şi se notează ọ*G sau p*(9). Avem un Morii 
il pac) fu 9 obpinut prin compunerea morfismului canonic qg: Ga 
Pi nea prin functorul op, a morfismului evi ; 
& or a ului evident pt9 ic] 
d porlr Perechea (9* 7, y) are proprietățile următoare: 1*8 ARA paid 
ul și n: G—>pp*G un morfism de G : 
lul și z-modnie: 2) Pentru orice - 
a A Da de a ramado B: G — pF, există un unic aa 
Fi Aha ki g> astfel incit p4(8*)o n=ß. Proprietăţile precedente pot 
pica, al i ca urnizind o definiție axiomatică a imaginii inverse inelate, Cu 
Ell ces or proprietăți se vede că imaginea inversă inelată definită mai sus 
s p-module se extinde la un functor 9*: Mod(Y) — (Mod X) (M.J) 
modulul unei măsuri v. măsuri pozitive şi mă elal 
modu A i pozitive și măsuri cu semn, spati i 
al asirian cu semn, variație ; cvasivariație; semivariaţie dei Eia 
modulul unei măsuri Radon v, măsură Radon 


modulul unui element v, spațiu liniar ordonat 


Da 
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monomorfism v. categorie 

morfism v. categorie 

morfism canonic (de trecere la fibră) v. prefascicol 

multifunctie v. integrala Kolmogorov 

multiplicatorul lui Euler v. ecuație cu diferențiale totale exacte 

multiplicatorii lui Lagrange v. extreme condiționate 

mulțime absorbantă v. spațiu liniar 

mulțime absorbită v. spațiu liniar 

mulțime analitică v. spațiu C-analitic, mulțimi susliniene; mulțimi proiec- 
tive; mulțimi analitice 

mulțime (o)-anulabilä v. spațiu liniar reticulat de tipul (o)}-mărgim»irii 

mulțime Baire v. mulțimi boreliene și mulțimi Baire 

mulțime Bernstein v. mulțime nemăsurabilă Lebesgue 

mulțime boreliană v. mulțimi boreliene și mulțimi Baire 

mulțime bornivoră v. mulțime mărginită (topologic) 

mulțime capacitabilă v. capacitate 

mulţime cilindrică v. măsuri afine şi măsuri cilindrice 

mulțime compactă v. spațiu topologic compact 

mulțime compactă polinomial convexă v. domeniu Runge 

mulțime completă v. șir generalizat Cauchy, spațiu liniar topologie complet 

mulțime conexă v. spațiu topologic conex 

mulțime convexă v. Spațiu liniar 

mulțime cu proprietatea lui Darboux v. atom al unei măsuri 

mulțime cvasicompactă v. spaţiu topologic compact 

mulțime de categoria I-a Baire, orice reuniune numărabilă de mulțimi 
rare într-un spaţiu topologie. Sin.: mulțime slabă. O mulțime care nu este 
de categoria I-a Baire se numește de categoria a Il-a Baire. Orice submulțime 
a unei m.c. I B. este o m.c. I B. Orice reuniune numărabilă de m.c. I B. este e 
mulțime de aceeași categorie. 
Teorema lui Baire. Orice spațiu metric complet este o mulțime de categoria 
a Il-a Baire. 
Fie X un spațiu topologic și Una eN un șir de funcţii continue definite pe X 
cu valori reale astfel! încît pentru orice xe X există lim fa(2) = f(x) € R- 

u=>% 


Mulțimea punctelor de discontinuitate ale funcției f este o m.c. I B. (GR. Gr.) 
mulțime de categoria a II-a Baire v. mulțime de categoria I-a Baire 
mulţime de convergență a unei serii de puteri v. serie de puteri 
mulțime de măsură finită v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan 
mulțime de măsură o-finită v. extinderea măsurilor pozitive definite pe 

un clan 
mulțime densă v. punct aderent 
mulțime dentabilă v. proprietatea Radon-Nikodym 
mulțime de tip Fo v. multimi bcreliene şi multimi Baire 
mulţime de tip Ga v. mulţimi boreliene şi mulțimi Baire 
mulțime derivată v. punct aderent 
mulțime deschisă v. topologie 
mulțime deschisă la dreapta (la stinga) v. derivata Fréchet laterală 
mulțime deschisă olomorf convexă v. domeniu de olomorfie 
mulțime deschisă pseudoconvexă v. pseudoconvexitate i 
mulţime determinantă Fie C o clasă de funcţii reale definite pe interva- 

lul 7. Mulțimea Ec Z este m.d. pentru C dacă din faptul că f,geC și f=g 
pe E rezultă că f = g pe Z. O mulțime E este determinantă pentru clasa deri- 
vatelor finite dacă și numai dacă măsura interioară Lebesgue a diferenței 

INE este egală cu zero. (S5.M.) 
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mulțime dirijată v. mulțime ordenată 

mulțime echicontinuă de operatori liniari v. mulțime egal continuă de ope- 
ratori liniari 

mulțime echilibrată wv. spațiu liniar 

mulțime egal continuă de operatori liniari, multime 9 de operatori liniari 
între două spaţii liniare topologice X, Y satisfăcînd condiția: pentru orice 
vecinătate W a originii în Y există o vecinătate S a originii în X astfel ca 
U(S)E W, VUe. © condiție echivalentă este următoarea: pentru orice 
vecinătate W a originii în Y mulțimea () U7(W) este o vecinătate a 

Ue 

originii în X. Sin: mulțime echicontinuă de operatori liniari. {R.C.) 

multime elementară v. măsură pe spațiu produs, extinderea măsurilor 
pozitive aditive definite pe un clan 

mulțime esențial negativă (relativ la o măsură) v. măsuri pozitive și măsuri 
cu semn 

mulțime esențial pozitivă (relativ la o măsură) v. măsuri pozitive și măsuri 
cu semn 

mulțime esențial separabilă (relativ la o măsură) v. funcție măsurabilă 
în raport cu o măsură 

mulțime filtrantă inferior (superior) v. multime ordonată 

multime inductiv ordonată v. mulțime ordonată 

multime întegrabilă (în raport cu o măsură) v. extinderea măsurilor pozi- 
tive definite pe un clan, spaţii 2P(u) și L?(u) (în raport cu o măsură Radon), 
măsură localizabiiă 

mulțime integrabilă (în raport cu o măsură Radon) v. spaţii 0P(u) și 1.P(u) 
(în raport cu o măsură Radon) 

mulțime invariantă (ia o transformare care conservă măsură) v. teorie 
ergodică 

mulţime invariantă (pentru un sistem dinamic), mulțime în spaţiul stărilor 


care odată, cu un punct conţine întreaga traicctorie care trece prin acel punct, 
(4.H.) 


mulțime închisă (relativ la o topologie +), submulțime F a spațiului tapo- 
logic (X, 7) aviud proprietatea că XNE să "mulţime deschisă. Se mai spune 
că F este mulțime t-închisă iar dacă nu există posibilitatea, unei confuzii că 
F este m.f. Famila m.i. din spaţiul topologic X are următoarele proprietăți: 
i) X și O sint mii; ii) Reuniunea oricăror două m.î. este o m.î.; iii) Intersec- 
ţia oricărei familii de m.î. este o m.i. O submulțime a unui spaţiu topologie 
este închisă dacă şi numai dacă conține toate punctele sale de acumulare. 


Reuniunea dintre o mulțime și mulțimea punctelor sale de acumulare este o 
m.i. (Gh.Gr.) 


mulțime eo-limită (4-limtă) (pentru o traiectorie x a unui sistem dinamic), 
mulțimea, tuturor punctelor o-limită (e-limită) ale traiectoriei, i.e. mulțimea 
punctelor p pentru care există un șir (fra lim x(t) = p. M. œ-l. («-l.} a 

Z koo 

unei traiectorii este mulțime invariantă. (4.H.) 

mulțime liniar independentă v. spațiu liniar 

mulțime local măsurabilă (în raport cu o măsură) v. extinderea măsurilor 
pozitive definite pe un clan 


mulțime local neglijabilă (în raport cu o măsură) v. extinderea măsurilor 
pozitive definite pe un clan, măsură localizabilă, prelungirea măsurilor Radon 


mulțime majorată v. mulțime ordonată 
mulţime mărginită (în sensul ordinei) v. mulțime ordonată 


py Ina: aan 7 ei Ai 
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mulțime mărginită (topologic), submulțime A a unui spațiu liniar topo- 
logic X cu Proprietatea, pentru orice vecinătate W a originii în spațiul X 
există un număr à > 0 astfel ca h4 c W. Pentru ca o mulțime A să fie mărgi- 
mită este necesar şi suficient ca pentru orice șir (xp), ep de elemente din 4 
şi orice șir (An, e N de numere pozitive care converge către zero, şirul (An), eN 
să fie convergent către elementul 0. Orice submulțime finită a unui spațiu 
liniar topologic este o m.m. O submulțime E a spaţiului liniar topologic X 
se numeşte mulțime bornivoră dacă absoarbe orice submulțime mărginită a 
spațiului X. Se numeşte bază de m.m. sau sistem fundamental de m.m. într-un 
spaţiu liniar topologie X o mulțime Y de submulțimi mărginite ale lvi X 
astfel ca pentru orice submulțime mărginită A a Imi X să existe Be“ cu 
AcB. Mulțimea tuturor submulțimilor mărginite, echilibrate și închise ale 
unui spaţiu liniar topologic formează o bază de m.m. Într-un spațiu local con- 
vex, mulțimea tuturor submulțimilor mărginite, echilibrate, închise și convexe 
formează o bază de m.m. Într-un spațiu liniar normat, mulţimea, tuturor sfe- 
relor închise (sau deschise) cu centrul în origine și cu raza n, unde n este un 
număr natural oarecare formează o bază de m.m. (h.C.) 

mulțime (0-)mărginită v. mulțime ordonată 

mulțime măsurabilă (în raport cu o măsură) v. extinderea măsurilor pozi- 
tive definite pe un clan, extinderea măsurilor pozitive aditive definite pe un 
clan, prelungirea măsurilor Radon 

mulțime măsurabilă (în raport cu o măsură exterioară) v. măsură exterioară 

mulțime măsurabilă (în raport cu o măsură Radon} v. funcții și mulțimi 
măsurabile (în raport cu o măsură Radon) 

mulțime măsurabilă Borel v. clasă de mulțimi 


mulțime măsurabilă Jordan v. extinderea măsurilor pozitive aditive defi- 
nite pe un clan 


mulțime măsurabilă Lebesgue v. extinderea măsurilor pozitive definite 
pe un clan 

mulțime minorată v. mulțime ordonată 

mulțime u-negativă (u-pozitivă) v. măsuri pozitive și măsuri cu semn 

mulțime neglijabilă (în raport cu o măsură) v. extinderea măsurilor pozi- 
tive definite pe un clan, prelungirea măsurilor Radon 

mulţime remăsurabilă Lebesgue Pe R considerăm relaţia de echivalență 
ab: a —be (9. Mulțimea claselor de echiralență este nenumărabilă și 
o vom considera, ca o clasă sf de părţi ale lui R. Atunci, din fiecare mulțime 
Aes, A numărabilă, vom selecta cite un element xa- Ohbţinem multi- 
mea {xa] 4AE}, numită mulțime Vitali. Se arată că orice mulțime 
Vitali este nemăsurabilă Lebesgue. O mulțime ASR se numește multime 
Bernstein dacă are proprietatea că pentru orice UCR, U nenumărabilă, 
UNA şi Un C4 sînt nevide. Se arată că există mulțimi Bernstein, că orice 
parte măsurabilă Lebesgue a unei mulțimi Bernstein este de măsură Lebesgue 
nulă şi că orice mulțime Bernstein este nemăsurabilă I.ebesgue. 
Teorema lui Rademacher (de existență). Orice mulțime inclusă în R” de măsură 
exterioară Lebesgue nenulă include o submulțime nemăsurabilă Lebesgue. 
(.C.) 

mulțime ordonată Fie X o mulțime de elemente. O relație p definită pentru 
anumite perechi de clemente ale lui X se numește relație de preordine dacă 
este reflexivă (i.e. xox, Yx e X) și iranzitivă (i.e. din xpy şi ypz rezultă xp). O 
mulțime în care s-a dat o relație de preordine se numește mulțime preordonată. 
O relaţie de preordine p în mulțimea X se numește relație de ordine dacă este 
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antisimetrică (i.e. din xpy și ypx rezultă x = y). O mulțime în care s-a dat 
o relaţie de ordine, se numește m.o. Într-o m.o. relația de ordine se notează, 
de obicei, cu semnul s. Dacă X este o m.o. se pune: x>y dacă yssa; 
x<y dacă xy și xy; x > y dacă szy și xy, Dacă peste o relație de 
preordine într-o mulţime X, atunci relația x 9 în X definită prin com- 
dițiile: xoy şi RILA este o relație de echivalență iar mulțimea cît X/p devine e 
m.o. punind 3 <ĵ, (2 fiind clasa definită de x) dacă xoy. Două m.o. X, Y 
se numesc tzomorfe dacă există o bijecție 4A: X — Y astfel ca XS a > hirs 

Sh(a). Fie X o m. o; O submulțime E a mulțimii X se spune că este mino- 
rată dacă există ve X astfel ca vsx, Vze E; se spune că este majorată dacă 
există yeX astfel ca ysy, VE. Elementele v și y se numesc, res- 
pectiv, un minorani și un majoraut al mulțimii E. Mulțimea E se spune că 
este mărginită (în sensul ordinei) sau (0)-mărginită dacă este minorată și ma~ 
jorată. Un element ae X se numeşte element maximal (resp. element minimal) 
dacă din asx (resp. vsa) rezultă x = a, Se numeşte segment (în sensul 
ordinei) sau (0)-segment determinat de două elemente a, b din X, și se notează 
fa, b], mulțimea, elementelor xe X cu ass. O submulțime E a mulțimii 
X se numește plină dacă din a, be E rezultă (a. be E, Cea mai mică mulțime 
plină care conține o submulțime ACĂ se numește acoperirea plină a multi- 
mii A și se notează pl(4). Dacă o submulțime E a mulțimii X este minorată 
şi dacă mulţimea A a minorantelor are cel mai mare element, i.e. există age A 
astfel ca xssag, Vxe A, atunci acest element se numeşte marginea inferioară 
a mulțimii Æ şi se notează inf E. Se mai numește infimum. Dacă E este ma- 
jorată și dacă mulțimea B a majorantelor are cel mai mic element, i.e. există 
be B astfel ca bys x, Vze B, atunci acest element se numește marginea supe- 
vioară a mulţimii E şi se notează sup E. Se mai numește și supremum. Pentru 
an număr finit 4, Xp, -~ Ya de elemente din X se utilizează și notaţiile 

n 


2, A a Ase Â Xn sau A x pentru marginea inferioară, dacă există, şi nota- 
j=l 
n 
pile 2, Vz V- Van sau V xj pentru marginea superioară, dacă există. 
j=l 
Dacă (4); 7 este o familie de elemente din X şi dacă mulțimea elementelor 
familiei are Epa inferioară (resp. margine superioară) se utilizează notația 
A x; Í resp. ~ x]. Dacă EcX și dacă există inf E și supE, atunci 


ini Ep! dacă E, cE,cX și dacă există inf E, și inf E, atunci inf E> 
>inf E,, iar dacă există sup E, şi sup E, atunci sup E, sup E, Dacă A, BEX, 
dacă există sup A și inf B și dacă xy, Yxe A, Vye RB, atunci sup A sinf B. 
M.o. X e spune că are proprietatea île poralorig dacă pentru orice ele- 
mente xt, Xor Wu Ya pentru care x£ yz, i , j = 1,2, există un element ze £ cu 
xi S7Sy3, i,j = 1,2. Me. X se spune că este dirijată la dreapla sau fil- 
trantă superior (resp. dirijată la stinga sau filtrantă inferior) dacă pentru orice 
elemente x, yeX există ze X astfel ca xssz și ya (resp. z&x şi zsy). 
O mulţime dirijată la dreapta se numește, pe scurt, mulțime dirijată. O moo. 
în care pentru orice două elemente x, y există x Ay și xVy se numeşte mul- 
fime veticulată sau latice. Într-o mulțime reticulată, orice submulțime finită 
are margine inferioară și margine superioară. Se numește submulțime veticulată 
sau sublatice a unei mulțimi reticulate X orice submulțime E cu proprietatea că 
din x, ye E rezultă xAy, xVyeE. Fie X o mulțime reticulată. Se spune 
că X este (oj-completă dacă pentru orice submulțime EcX există margine 
superioară, şi margine inferioară. O mulțime reticulată care este (0)-completă, 
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se mai numeşte latice completă. O mulțime reticulată X se spune că este 
relativ (o)-completă dacă pentru orice submulțime (0)-mărginită EcX există 
margine inferioară şi margine superioară, Dacă în definițiile laticii complete și 
laticii relativ complete submulțimea E este presupusă numărabilă, atunci se 
obțin, respectiv, definiția noţiunii de fatice o-completă și cea de latice relativ 
o-completă. Dacă X este o latice relativ completă, atunci ea are următoarele 
proprietăți: 1) Pentru orice submulțime minorată există marginea inferioară ; 
2) Pentru orice submulțime majorată există marginea superioară. Reciproc, 
dacă o latice X are una, din proprietățile 1)—2), atunci X este o latice relativ 
completă. Se numește Zatice distributivă o latice în care pentru orice ele- 
mente x,y, zare loc egalitatea 2 A (9 Va) = {x A9)V (x A). Această con- 
diție este echivalentă cu condiția că pentru orice elemente x,y,z să aibă loc 
egalitatea xViyA2) = (xVy)A({xVz). Într-o latice distributivă, pentru 
orice elemente y1, Yy, Yn și orice element x, au loc egalitățile 


AV )- V BAY) (A s) = A ayy. 
j=i j=1 


j=1 =I 


Se spune că laticea X verifică legile de distributivitate infinită dacă sint satis- 
făcute următoarele - condiții: i) Dacă {yj} ey este o familie oarecare de ele- 


mente din X şi dacă există V y; atunci există și V (x Ay), oricare ar 
jeJ jaz 


fi xe X, şi are Joc egalitatea, 
di Y 21) = Y, CAN: 
jeJ jeJ 


ii) Dacă {yj}; 7 este o familie oarecare de elemente din X şi dacă există 


A yy atunci există şi A (2 Vy;), oricare ar fi ze X, și are loc egalitatea 
jeJ jeJ 


Se numeşte latice booleană (sau algebră booleană, sau algebră Boole) o latice 
distributivă F în care există cel mai mic element 0, cei mai mare element 
u și în care pentru orice element ee F există un element e*e F cu e Ae* = 0 
și eVe* =u. Elementul e* se numeşte complementul lui e. În orice latice 
booleană sînt îndeplinite legile de distributivitate infinită. Orice latice bool- 
eană este izomoriă cu mulțimea (ordonată prin incluziune) părților deschise- 
-închise ale unui spaţiu topolegic compact total neconex. O m.o. în care 
orice două elemente x,y sînt „comparabile“, i.e. sau xy sau ysy, se 
numește mulțime total ordonată. O m.o. în care orice submulțime total ordo- 
nată este majorată, se numeşte mulțime inductiv ordonată. În orice mulțime 
inductiv ordonată există elemente maximale. Această propoziție este numită 
lema lui Zorn sau teorema lui Zorn. (R.C.) 

mulțime pertectă v. punct izolat 

mulțime plană v. varietate liniară 

mulțime plină v. mulţime ordonată 

mulțime precompactă v. mulțime total mărginită (într-un spațiu liniar 
topologic) 

mulțime preordonată v. mulțime ordonată 

mulțime proiectivă (de clasă n) v. mulțimi susliniepe; mulțimi proiective; 
mulțimi analitice 
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mulțime rară, submulțime A a unui spațiu topologic avind proprietatea, 
int A = Ø. Mulțimea A este rară dacă și numai dacă pentru orice mulțime 
deschisă și nevidă D există mulțimea deschisă și nevidă G astfel încît Ge D 
şi ANG =Ø. O mulțime închisă este rară dacă și numai dacă coincide cu 
frontiera, sa. O submulțime a unei m.r. este o m.r. Frontiera unei mulțimi des- 
chise sau a uni mulțimi închise, este o m.r. Orice reuniune finită de mur, 
este o mur. (GR.Gr.) 

mulțime regulată la dreapta (la stînga) v. măsură regulată 

mulțime relativ compactă v. spațiu topologic compact 

mulțime relativ cvasicempactă v. spațiu topolegic compact 

mulțime reticulată v. mulțime ordonată 

mulțime secvențial completă v. spațiu liniar topologice complet 

mulțime simetrică v. spațiu liniar 

mulțime slabă v. mulțime de categoria I-a, Baire 

mulțime solidă v. spatiu liniar ordonat 

mulțime staționară Fie E o clasă de funcţii reale definite pe intervalul Z. 
Mulțimea EcI este staționară pentru C dacă din faptul că fe € este con- 
stantă pe E rezultă că f este constantă pe /. Mulțimea E este staționară 
pentru clasa funcțiilor cu proprietatea lui Darboux dacă și numai dacă numărul 
cardinal al complementarei lui E față de Z este interior puterii continuului. 
Pentru clasa funcțiilor Darboux de prima, clasă Baire o mulțime este staționară, 
exact atunci cind complementara ei față de I nu conţine nici o mulţime 
perfectă nevidă. (S.M.) 

mulțime subiacentă unui spațiu topologic v. functor 

mulțime suficientă de seminorme v. spațiu local convex 

mulțime susliniană v. mulțimi susliniene; mulțimi proiective; mulțimi 
analitice 

mulțime total mărginită (într-un spaţiu liniar topologic X}, submulțime 
A a lui X cu proprietatea: pentru orice vecinătate W a originii în X, există 
o submulțime finită E a lui X astfel ca AcCW + E. Sin.: multime precom- 
pactă. Orice m.t.m. este o mulțime mărginită. (R.C.) 

mulțime total mărginită (într-un spaţiu metric) v. distanță 

mulțime total ordonată v. mulțime ordonată 

mulțime totală (în sensul ordinei) v. spațiu liniar ordonat 

mulțime totală (într-un spațiu Hilbert) v. spațiu Hilbert 

mulțime universal măsurabilă Fie (T, +) un spațiu topologic şi Ø tribul 
mulțimilor sale borelicne. Dacă ui: — [0, co) este o măsură pozitivă şi finită, 
şi AT, se vede că A este u-măsurabilă dacă și numai dacă există U, V 
în BcuUcAcV și u(VNU)=0. O mulțime Ac T se numește m.u.m. 
dacă este u-măsurabilă pentru orice măsură pozitivă și finită u: B — [O, 00), 
Evident că mulțimile boreliene sînt universal măsurabile. Într-un spațiu po- 
lonez mulțimile susliniene sînt universal măsurabile (teorema lui Choquet). 
(.C.). 

mulțime Vitali v. mulțime nemăsurabilă Lebesgue 

mulțimea Lebesgue a unei funcţii v, punct Lebesgue al unei funcţii 

mulțimea lui Cantor v. spaţiu topologic de tip Cantor 

mulțimea lui Kluvanek a unei măsuri v. măsură vectorială 


mulțimea numerelor întregi Fie mulțimea tuturor perechilor ordonate 
de numere naturale. Două perechi (a,b) şi (6,4) sînt echivalente dacă 
a + d = b + c. Orice clasă de echivalență astfel obținută este un număr întreg. 
Numărul zero esto definit de clasa lui (a, a). Numerele întregi pozitive sînt 
clasele definite de perechile (a,b) pentru care a>b. Mulțimea Z a nume- 
relor întregi formează un grup comutativ faţă, de operația de adunare, Ordo- 
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narea lui Z și operaţiile în Z se definesc pe baza definiţiilor introduse şi a 
modului în care s-a operat cu mulțimea N. (5.M.) 

mulțimea numereler naturale, orice mulțime nevidă N pentru care există 
o aplicație S:N — N cu proprietăţile: i) Există leN astfel încît S(x)zl 
pentru orice ze N; ii) Pentru orice xe N, x# l1, există și este unic, y eN 
astfel ca S(y) = x; iii) Dacă MeN are proprietățile: 1e M și (ae M= 
=>S(a) e M), atunci M = ÎN (axioma inductiei complete). Aplicația S se nu- 
mește lege de succesiune. Elementul S{x) se numeşte succesorul lui X. Elementul 
1 se numește prim element al mulțimii N în raport ca aplicația S. Dacă 
(N, S) și (N”, S’) sînt două mulțimi ale numerelor naturale, atunci ele sînt 
izomorfe în sensul că există o bijecție p: N — N” astfel incit e(S(x)) = S'(e(7)) 
pentru orice ze N. Definiţia axiomatică a m.n.n. a fost dată în 1891 de 
Peano, axiomele precedente numindu-se şi axiomele lui Deano. Structura alge- 
brică a m.n.n, se definește prin 


n -+ = Sin), n+ {m + 1) = S{n + m); 
nl=n, nim + l =nm+n, Yn, meN. 


Dacă n,meN se spune că n este mai mic decit m şi se scrie n <m dacă 
există ze N astfel ca n + x = m. Relația gy (x = y sau x < y) este 
o relaţie de ordine totală pe N. (Gh.Gr,) 

mulțimea valorilor unei măsuri vectoriale Fie o o-algebră 7 de părţi ale 
mulțimii T şi un spațiu Banach X. Dacă m: F — X este o măsură vectorială 
numărabil aditivă, se arată că m(7), mulţimea valorilor lui m, este o mulțime 
relativ slab compactă în X, 
Teorema de convexitate a lui Liapunov. Dacă X este finit-dimensional și m 
este non-atomică rezultă că m(7) este o mulțime compactă și convexă. 
Extensia la spaţii infinit-dimensionale este falsă, De exemplu, dacă u este 
măsura Lebesgue pe (0, 1] şi X = Li(y), putem considera g-algebra 7 a mulți- 
milor boreliene pe [0,1] și măsura m: 7 —> X, m(A) = Ga. Se arată că m este 
cu variaţie mărginită, non-atomică, m(7) este închisă, dar m(7) nu este nici 
compactă nici convexă. Se poate arăta, (revenim la cazul general) că următoa- 
rele afirmaţii sînt echivalente: 1) Pentru orice 4 e 7, mulțimea (m(B)! Be], 
Be A) este slab compactă și convexă; 2) Pentru orice A eF există Beg, 


1 Ă A 
Be A astfel incit m(B) = E ia a Dacă X are proprietatea Radon-Nikodym 


și m: F — X este numărabil aditivă, cu variaţie mărginită și non-atomică, 
rezultă că închiderea lui m(7) în X este convexă și compactă (teorema lui 
Uhi). Rezultatul general cste următorul 

Teorema lui Knowles. Fie m: F — X, ca la început, și fic u: 7 > R, o măsură 
pozitivă finită numărabi! aditivă cu proprietatea că pentru orice A e 7 avem 
u(A4) = 0 dacă şi numai dacă m(8) = 0 pentru orice Be 7, BoA (de exem- 
plu, u poate fi furnizată de teorema lui Bartle-Dunford- Schwartz). 
Următoarele afirmaţii sint echivalente: 1) Pentru orice mulțime A e 7, mul- 
țimea {m(B) | BcA, Be 9) este slab compactă și convexă; 2) Pentru orice 
mulțime A e F cu u(4) > 0 există o funcţie fe 2*(u) cu f(t) = 0 pentru orice 


t din TNA și ||f ils > 0 și astfel incit (ram =0, aici fy dm = lim fu dm, 
” 

unde (fun este un șir de funcții p-etajate cu proprietatea că fn >f în .£”(u). 

Procedeul de definire a integralei | f dm este același cu cel descris la măsură 


spectrală. Revenind la rezultatul cuprins în teorema de convexitate a 


MULȚIMI BORELIENE ȘI MULȚIMI BAIRE 266 


lui Liapunov, vom considera o măsură vectorială numărabil aditivă și non-ato- 
mică m: 7 — R”, unde F este o c-algebră de părți ale lui 7. Ştim că m(9) 
este o mulțime compactă și convexă în R” care conține punctul 0. Nu orice 
mulţime compactă și convexă care îl conţine pe 0 este mulțimea valorilor unei 
măsuri. Se numeşte zonoid o mulțime A inclusă în R” care este m.v.m.v, 
non-atomice m: 7 =R”, Se arată că dacă A este un zonoid atunci: a) Pentru 
orice x din R? cu proprietatea că Ce 4 + x, rezultă că A + x este zonoid 
unde (A + x) =u + xlueA)); b) Dacă T:R” = R” este liniară, T(A) 


este un zonoid; c) Mulțimea A admite ca ceniru de simetrie punctul 3 m(T} 


Se mai arată că dacă B este mulțimea valorilor unei măsuri m: F — R” care 
nu este non-atomică, atunci acoperirea convexă închisă a lui B este un zonoid. 
Se arată că dacă nss2, atunci orice multime 4 cR” care este compactă, 
convexă, conține pe 0 și are un centru de simetrie este un zonoid. Dacă 
n=3 situația este mai nuanțată. Să considerăm deci n>3 și un număr 
isp < oo şi să notăm 


Bin, p) = {x = (atu Xa cs Za) E RP] | ai Pg |? + e + ln PI). 


De asemenea, B(n, 00) = {x = (£p Xy, on Xn) e R”| max | aal s i}. Atunci, 
dacă 2&p< %0, B(n,p) este un zonoid, iar dacă lp < 2, B{n, p) nu este 
un zonoid. (.C.) 

mulțimi boreliene şi mulțimi Baire Fie (7, ) un spațiu topologic. O mul- 
time AcT se numește mulțime de tip Gg sau mulțime Ga (resp. mulțime de 
tip Fo sau mulțime Fa) dacă există un șir (An) de mulțimi deschise (resp. in- 


00 a0 
chise) astfel incit A = () an(n. A= An} Dacă T este metrizabil, 
„n =1 n=l 
orice mulțime închisă este de tip Ga și orice mulțime deschisă este de tip 
Fo. Fie acum (7, +) un spațiu local compact. Notăm cu ® semitribul generat 
de mulțimile compacte, semitrib numit semitribul mulțimilor boreliene relativ 
sompacie. De asemenea, notăm cu Vp semitribul generat de mulțimile com- 
pacte de tip Gg, numit semitribul mulțimilor Baire relativ compacte. Dacă T 
este metrizabil sau are bază numărabilă, atunci orice mulțime compactă este 
de tip Ga și rezultă că B= Ba. Pentru orice A din %, există o mulțime compactă 
K cu proprietatea că Ac K. Fie %(T) c-algebra mulțimilor boreliene ale 
lui T. Se verifică atunci faptul că B(T) == 5, este clasa locală generată de 
W. i.c. pentru o mulțime Ac T avem echivalența: 4eB(T)oAnBe% 
pentru orice Be. De fapt, A e WT) ANKE pentru orice mulțime 
compactă K. Se justifică mai bine astfel faptul că o mulțime A e % se nu- 
mește mulțime borcliană relativ compactă. Se arată că A e Bye A eB si pa 
este funcție de prima clasă Baire, ceea ce justifică mai bine de ce pentra 
A e Hg se spune că A este multime Baire relativ compactă. O mulțime A care 
aparține tribului generat de mulțimile compacte Ga (cu alte cuvinte A este în 
tribul generat de p) se numește mulțime Baire. Dacă T este o-compact, î.e. 
co 
există un şir {Kn}n de mulțimi compacte cu |] Kp=7, rezultă că B(7) 
n=l 
este tribul generat de mulțimile compacte, Revenim la cazul general. Se arată 
că pentru o mulțime deschisă Ac sînt echivalente afirmațiile: 1) A este 
relativ compactă; 2) A e B; 3) A e Ba; 4) A este Fo. Dacă A este compactă 
şi A e Va atunci A este Ga. Mulţimile deschise din (3, formează o bază pentru 
topologia lui T și orice punct are un sistem fundamental de vecinătăți compacte 
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de tip Ga. Se numeşte măsură boreliană (pozitivă), o măsură numărabil 
aditivă u: Y(T) > R, cu proprietatea că (K) < œ pentru orice mulțime 
compactă K. Rezultă că u(B) < co pentru orice Be 3. Deoarece orice mă- 
sură finită pe un clan se prelungește unic la o măsură pe tribul generat de 
respectivul clan, rezultă că putem defini în mod echivalent o măsură bore- 
liană (pozitivă) ca fiind o măsură numărabiladitivă, pozitivă și finită p: W>R4. 
Similar, o măsură Baire (pozitivă) este o măsură numărabil aditivă, pozitivă 
și finită, p: Bg — Ry. Dacă X este un spațiu Banach, numim măsură boreliană 
(vectorială) o măsură numărabil adilivă m: WB —X şi numim măsură Baire 
(vectorială) o măsură numărabil aditivă m: %— X. În toate cazurile, două 
măsuri boreliene care coincid pe mulțimile compacte (resp. două măsuri Baire 
care coincid pe mulțimile compacte Gs) sint egale. Orice mulțime închisă sau 
deschisă este măsurabilă în raport cu orice măsură boreliană. Orice funcție 
continuă este măsurabilă în raport cu orice măsură boreliană. Dacă Y este 
un spațiu Banach, m este o măsură boreliană sau Baire și ispsoo, atunci 
orice funcție continuă cu suport compact este în 2?(m) (v. şi spații ZP). (1.C.) 

mulțimi echivalente de seminorme v. spațiu local convex 

mulțimi susliniene; mulțimi proiective; mulțimi analitice I. Fie T o 
mulțime şi « o clasă de părţi ale lui T. Vom considera mulțimea N „ a tuturor 


n=1 
cație T: N„— d. Notăm pentru orice = (ty în, ---, în) din N, prin An, ias an in T 
= Ai in PE T(i). De asemenea, vom considera mulțimea N” a tuturor 
șirurilor s = (ip fg, sos; fm =) de numere naturale. Pentru fiecare se N” ca 
mai sus și fiecare număr natural n > | se consideră secțiunea s(n)e N, dată 
prin s(n) = (ip îns -n în). Așadar, dacă s = (î,, în, see, îns ei.) este în N? putem 
[>] 


00 
sistemelor finite {i}, în, .., iy} de numere naturale | i.e. N, = (J n”) şi o apli- 


o 
forma mulțimea A(T, s) = {) Asm = {) Aita ară În final, formăm mul- 
næmt n=l 


ţimea A(T) = UAIT, s). Mulțimea A (T) se numește multime gl-susliniand 
seEN` 


(sau multime susliniană, sau mulțime Suslin), Se mai spune că mulțimea, 
A (7) s-a obținut din sistemul (A sii „ipf Prin aplicarea operaţiilor susliniene. 
Așadar, totalitatea mulțimilor de forma A(T), obținute cind T parcurge mul- 
țimea tuturor funcţiilor T: Nu — si, formează, clasa de părți S(s) a mulți- 
milor s-susliniene, Se arată că S(al) este închisă la operaţiile susliniene (deci o 
intersecție și o reuniune numărabilă de mulțimi din S(sl) este tot în S(4)). 
Dacă u*: P(T) =R}, unde P(T) este multimea tuturor părților lui T, este 
o măsură exterioară şi OC este clasa mulțimilor măsurabile în raport cu ui? 
se arată că S( V) c W. 

II. În cele ce urmează vom considera (T, <) un spațiu topologic care este 
spațiu polonez, î.e. există un spațiu metric complet separabil (X, d) și un homeo- 
morfism h: X — T. Vom introduce mulțimile proiective. Anume, mulțimile 
proiective de clasă U sînt exact mulțimile boreliene ale lui T. Apoi, definim 
mulțimile proiective de clasă n, pentru orice număr natural n> 1, după cum 
urmează. O mulțime 4c T se numește mulțime proiectivă de clasă 2n +1, 
n>0, dacă există o mulțime proiectivă ReT de clasă 2n și o funcţie 
continuă f: B — A care este și surjectivä. O mulțime proiectivă de clasă 2n este 
o mulțime Ac T cu proprietatea că există o mulțime proiectivă BaT de 
clasă 2n — 1 astfel încît A = TN B. Mulţimile proiective de clasă 1 se mai 
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numesc mulțimi analitice (sau mulțimi susliniene, sau mulțimi Suslin). Legă- 
tura cu definiția anterioară este următoarea: mulțimile analitice (sau susli- 
niene în sensul nou) sînt exact mulțimile d-susliniene, unde feste clasa mulți- 
milor închise ale lui T (sau, echivalent, s4 este clasa mulțimilor boreliene ale 
lui 7). Se mai arată că o mulțime Ac este analitică dacă și numai dacă 
există o aplicaţie continuă și surjectivă f:  — A, unde 7 este mulțimea nume- 
relor iraționale din [0, 1] cu topologia indusă de [0, 1]. De asemenea, o reuniune 
sau o intersecție numărabilă de mulțimi proiective de clasă n este mulțime 
proiectivă de clasă m. Justificarea denumirii de mulțime proiectivă este dată 
de următoarea caracterizare. O mulțime Ac T este proiectivă de clasă n 
impar dacă și numai dacă există o mulțime proiectivă de clasă n — 1, Be 
cTxT şi astfel încit p(B) = A, unde p: TXT — T este proiecția canonică 
pix, y) = x. Menţionăm că există mulțimi proiective de orice clasă şi clasele 
proiective nu se suprapun. De exemplu, în spaţiul Banach C((0, 1]) =(f: T > 
— R |f este continuă! cu norma jį|f]| == supți fi) ||ze T} mulțimea func- 
țiilor derivabile este analitică și nu este boreliană, Mulţimile analitice care au 
complementare analitice formează o c-algebră care include c-algebra mulțimilor 
borejiene.  (/.C.) 
mulțimi mutual disjuncte v. funcție de mulțime 


nod (al unui sistem dinamic x = f(x), f(0) = 0), punct staționar, x} (so- 
luție constantă, punct de echilibru), cu proprietatea că valorile proprii ale 


; 2 
matricii (Df) (x) (cu altă notație, pi (09), matricea jacohiană) sint reale, 
x 


nenule, de același semn. Dacă valorile proprii sînt negative, n. este stabil şi 
reprezintă mulțimea -limită pentru traiectoriile care intersectează o vecină- 
tate a sa, Valorile proprii fiind reale, traiectoriile tind către un n. stabil fără 
spiralare (aperiodic); exemplul cel mai simplu îl reprezintă micile oscilaţii 
ale unui pendul cu amortizare mare. (4.H.) 

nod multiplu v. interpolare 

nod simplu v. interpolare 

nod stabil v. nod 

norma generată de un produs scalar v. spaţiu Hiibert 

norma Superior y, spațiul funcțiilor continue cu suport compact 

normala exterioară v. integrala pe o varietate riemanniană 

normă v. Spațiu liniar normat 

normă (o)-continuă v, spațiu reticulat normat 

normă (o)-continuă v. spaţiu reticulat normat 

normă cvasimonotonă v. spaţiu liniar ordonat topologie 

normă monotonă v. spaţiu liniar ordonat topologic 

normă solidă v. spaţiu reticulat normat 

nucleu Hilbert-Schmidt v. alternativa Fredholm 

nucleu măsurabil v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan 

nucleu Poisson v, integrala Poisson 


nucleul Bergman Dacă Q este o mulțime deschisă și mărginită în C” 
HQ): = sfe 0(0) | |f|? dà <op este un spațiu Hilbert netrivial, în 
Q 


fapt un subspațiu al lui Z? {Q, 1), unde A este măsura Lebesgue în C”. După 
teorema de reprezentare a lui Riesz, pentru orice punct ze Q, există o unică 
funcție olomorfă Ko(-, 2)e (Q) astfel încit 


It) = (ro Kol% 2) dA) 


pentru orice fe %?(0). Funcţia Ko: 0x00 —C astfel definită se numește 
n.B. al lui Q. Dacă (%,j este o bază ortonormală a spațiului Hilbert %2(0), 
n.B. al lui Q este dat de seria 


Ka 2 = BOA, tea; 


în particular, 


Kol% 2 = Kali), ze. 
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Ex.: 1° Dacă Q = (ze C” jiz 2 +. t fial? < 1} ie Q este bila uni- 
tate în C?, atunci 


Kolt 2) = n! , bea. 


2° Dacă Q = {ze C” ||jzl < 1, j= lun), ie Q este polidiscul unitate 
în C?, atunci 


1 
Kota = a E Q. 
eE a e Ai dl 


Notăm că, pentru orice ze Q, Ko (3, 2) > Oși că funcția q(2): = log Katz, 2) este 
strict plurisubarmonică pe Q, deci 


n ao 
Hoi = bF —— dz 9 dă; 
i, j=1 02402; 


este o metrică hermitiană pe Q, numită metrica Bergman. Prin metrică hermi- 
tianä pe o varietate complexă M se înțelege o familie H = {Hz}, em CU pro- 
prietățile următoare: 1) Pentru orice punct xe M, <.,.> g: = Ha este un 
produs scalar hermitian în spațiul tangent olomorf 7'(M)z; 2) Pentru orice 
hartă locală a = (2, .-, 2m) a lui M și orice pereche de indici (î,7)e (1,...,.m, 
funcţia complexă kij pe Ua definită prin A(s): = AA (2), KA wY este 

Zi 223 z 
de clasă C*, unde Ua este domeniul lui g. Din 2) rezultă că 


n 


H|Ua= Ñ, hidz Qdz 
i J=1 


în sensul că, dacă xe Ua şi u, ve T'(M)z, atunci 


n 


<u v>s= X, ky) udp (MJ) 
i, Îi 


număr cardinal Mulțimea. B are același număr cardinal ca şi mulțimea A 
dacă există o corespondență bijectivă între B și A. Se mai spune că B și A 
sînt echipotente sau au aceeași putere, Relația de echipotență este o relaţie 
de echivalență față de care clasele de echivalență definesc n.c. Dacă A este 
finită, regăsim numerele naturale (n.c. finite). Dacă A este infinită, obținem un 
n.c. transfinit. Suma a două n.c. a și b este un n.c. notat a + b și astfel încit, 
dacă A este de cardinal a, B este de cardinal b iar A și B nu au elemente 
comune, atunci a + b este n.c. al lui AU B. Produsul ab este, prin definiție, 
n.c. al produsului cartezian A x B, unde A este de cardinal a iar B este de 
cardinal b. Numărul a? este cardinalul mulțimii aplicațiilor unei mulțimi de 
cardinal b într-o mulțime de cardinal a. Numărul a este inferior lui b (se 
scrie a < b) dacă există A de cardinal a şi B de cardinal b astfel încît A 
este echipotentă cu o parte strictă a lui B, fără ca B să fie echipotentă cu 
o parte strictă a lui A. Dacă a și b sînt n.c. finite, atunci a + b corespunde 
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numărului de elemente ale mulțimii 4 y B (unde card A = a, card B =b 
și A NB = Ø), iar ab corespunde produsului dintre numărul de elemente 
din A și cel al elementelor din B. Relaţia a < b revine, pentru a și b finite, 
la inferioritatea numerică a lui A față de B. Putem deci spune că operațiile 
şi relaţiile relative la n.c. sint consistente cu operaţiile și relațiile relative la 
numere naturale. N.c. al mulțimii (1, 2, ...., 7, .} se numeşte puterea număra- 
bilului şi se notează de obicei cu Wy (litera ebraică alef prevăzută cu indicele 
zero). N.c. al mulțimii numerelor reale se notează cu litera € din alfabetul gotic 
și se numește puterea conlinuului, despre care se arată că este strict mai 
mare decit puterea numărabilului. Ipoteza continuului afirmă că între Nə 
și € nu se află un al treilea n.c. După cum au arătat K. Gödel și P. Cohen, 
ipoteza continuului este consistentă cu sistemul de axiome Zermelo-Fraenkel 
al teoriei mulțimilor dar consistenţa se menţine și față de negația ipotezei 
continuului. Mulțimea n.c. este guvernată de proprietatea de trihotomie: 
Fiind date două n.c. a și b între cele are loc una şi numai una dintre rela- 
țiile; a < b, a = b; a> b. Dacă A este o mulțime nevidă, atunci, după o 
teoremă celebră datorată lui G. Cantor (creatorul teoriei mulțimilor, în a doua 
parte a secolului al XIX-lea), n.e. al lui A este strict inferior n.c, al mulțimii 
părților lui 4. De aici rezultă că orice n.c. diferit de zero este termenul 
inițial al unui şir infinit strict crescător de n.c. Să observăm că dacă 
definirea relaţiei constind în faptul că două mulțimi au aceeași putere este 
perfect acceptabilă, definirea n.c. ca o clasă de echivalență (definire propusă 
de G. Frege la 1879 și B. Russell la 1901) este grevată, de dificultăți. De 
exemplu, mulțimea. tuturor mulțimilor de un singur clement este la fel de 
contradictorie ca și mulțimea tuturor mulțimilor, Pentru Cantor, n.c. al unei 
mulțimi A este rezultatul unui dublu proces de abstracţie, prin care ignorăm 
atît natura elementelor din A cit și ordinea, în care cle sint așezate. Unii autori 
propun definirea unui n.c. cu ajutorul unei norme: Mulțimea numerelor natu- 
rale este norma lui Kg, R este norma lui e, mulțimea părților lui R este 


norma lui 2f ș.a.m.d. O tratare riguroasă în acest sens necesită dezvoltări 
relative Ia ordine și la metoda axiomatică. (S.M.) 


număr complex v. corpul numerelor complexe 


număr irațional v. număr rațional 

număr întreg Să definim o relaţie R între perechi ordonate de numere 
naturale, după regula: «a, b> R <a’, b> dacă a + b =a’ +b. Fiind de- 
finită, cu ajutorul unei egalităti, R este o relație de echivalentă, față de 
care clasele de echivalență se numesc n.f. Clasa asociată lui <a,a> este, 
prin definiţie, numărul zero. Clasele asociate unor perechi <a, b> pentru 
care a < b definesc n.f. negative. Dacă a > b, atunci se demonstrează că există 
an număr natural c cu proprietatea a = b -b c. Se notează c= a — b. În 
cazul general, simbolul a—b reprezintă n.î. asociat perechii < a, b> ; definiția 
n.î, este consistentă cu statutul numerelor naturale, așa cum este el stabilit 
de axiomatica lui Peano. Un n.f, este identificat prin oricare dintre reprezen- 
tanții clasei de echivalență care-l definesc. În cazut particular a > b, n.f, aso- 
ciat este un n.î. pozitiv. Motivația, introducerii noţiunii de n.î. este aceca de 
a da sens în cazul general operaţiei de scădere a două numere naturale, Suma 
a două n.f. <a,b> și <c,d> este, prin definiţie, n.f. <a +c, b+ d>. 
Se demonstrează că rezultatul operației de adunare nu depinde de alegerea 
reprezentanților <a, b > şi < c, d >. Dacă g este n.i. asociat perechii <a, b >, 
opusul —a al lui & este, prin definiţie, n.i. asociat lui <b, a>. Se arată 
că, în raport cu operația de adunare, n.î. formează un grup comutativ, avind 
pe zero ca element de efect nul. Fiind date donă n.î. g și B, spunem că a este 
mai mic decît 8, și scriem a < 8, dacă există un n.f, pozitiv y astfel încît 
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=g + y. Se mai spuue că f este mai mare decit «(B > a). Rezultă că orice 
n.î. pozitiv este mai mare decit zero şi orice n.î, negativ este mai mic decît 
zero. Relaţia < este tranzitivă. Fiind date două n.î, œ şi B, între ele are loc 
una și numai una dintre relațiile: æ < ĝ, a == B, «> 8. Fic œ și B două n. 
pozitive și a“, B’ numerele naturals asociate, Definim produsul «5 ca n.î. pozitiv 
asociat numărului natural o8, unde înmulţirea este aceca relativă la numere 
naturale, Extinderea operației de înmulțire la n.î. oarecare se obține impunînă 
proprietatea, de comutativitate și de distribuiivitate față de adunare și scă- 
dere. Se arată că operația astfel obținută este asociativă. În raport cu ope- 
rațiile de adunare și înmulțire, mulțimea Z a n.î. constituie un inel. (S.M.} 
număr natural y, mulțimea numerelor naturale 

număr ordinal, noțiune ce permite „măsurarea“ unei mulțimi, „compa- 
rarca“ a donă mulțimi cu un instrument mai fin decit ce] dat de cardinalul 
mulțimii. Se spune că mulțimile total ordonate A și R sînt asemenea sau că 
au acelaşi tip de ordine dacă există o bijecţie f: A — B astfel ca a < a” = 
= fla") s f(a”) Sublinicm că în tot ce urmează, o relație de ordine este o 
relaţie reflexivă, antisimetrică și tranzitivă, Consideraţiile care urmează se pot 
prezenta și pentru o relaţie nereflexivă, deci pentru relația „x mai mic strict 
decit y“, notată în continuare x < y. Relaţia de asemănare este o relație de 
echivalență, o clasă de echivalență astfel generată numindu-se tip de ordine. 
Pentru mulțimea A se notează uneori tipul său de ordine cu |4 | sau ord A. 
Se observă că într-un tip de ordine intră mulțimi care, în particular, au același 
cardinal. Se pot distinge deci tipuri de ordine finite, cele pentru care cardi- 
nalul unui element din clasă este finit și tipuri de ordine trausfinite, corespun- 
zătoare cazului în care mulțimile din tipul de ordine sint infinite. Toate mul- 
timile (total ordonate) care au același cardinal finit n, au în același timp 
același tip de ordine, ce se va nota tot cu n. Nu același lucru se întîmplă în 
cazul mulțimilor infinite, căci, spre exemplu, mulțimile de numere întregi 
(1, 2, „+, me) ȘI ee, hu see, —2, — 1) au același cardinal şi nu au același tip 
de ordine. Se notează cu «e tipul de ordine al mulțimii numerelor naturale 
(1, 2, .., 3, ++). Amintim că o mulțime ordonată se spune că este bine ordonată 
dacă orice parte nevidă a sa are un cel mai mic element. Are Joc următoarea 
teoremă de caracterizare. Dacă A este o mulțime total ordonată care are un 
prim clement, atunci afirmațiile următoare sînt echivalente: 1) Mulțimea A 
este conținută în orice mulțime B care i) conține primul element al lui A 
și ii) ae B pentru orice ae A astfel incit {xe A |x < a} c B; 2) A este bine 
ordonată. Deoarece formal din îi) rezultă i), se omite uneori i) din enunţul 
precedent. Cunoscută mai ales în reformularea ce urmează, implicația 2) => 1) 
se numește principiul inducției transfinite: Fie A o mulțime bine ordonată, 
fie a primul ei element și pentru fiecare ye A propoziția P(x). Dacă F(a) 
este adevărată şi dacă P(y) este adevărată de îndată ce P(x) este adevărată 
pentru orice x < y, 4eA, atunci P(2) este adevărată pentru orice ze A. 
Este de remarcat că nu se poate deduce de aici principiul inducției pentru 
mulțimea numerelor naturale căci acolo această afirmaţie are un caracter 
axiomatic ce permite construcţia însăși a mulțimii bine ordonate N. Tipul de 
ordine al unei mulțimi bine ordonate se numeşte n.o, Dacă A este o mulțime 
total ordonată și a e A, mulțimea {xe A |x < a! se numește secțiune a lui A. 
Se spune că n.o. a este mai mic strict decît n.o. 8 dacă există A ea, Beastie! 
ca A să aibă același tip de ordine cu o secțiune a lui B; se notează a < f iar 
as are semnificaţia obișnuită, Pentru orice două n.o. e, B are loc una, și 
numai una, din relaţiile « = 8, g < B, B< a. Am observat că Aeg, Be B 
și a = $ implică card A = card B; dacă a < B, în general nu rezultă decît 
card A < card B, ceea ce arată că informația dată de tipul de ordine este mai 
cuprinzătoare decit cea dată de cardinalul mulțimii. Orice mulțime de n.o. 


Gisk ` Ii 9, O CP IN S 
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este bine ordonată, are margine superioară şi margine inferioară, aceasta din 
urmă fiind cel mai mic element al mulțimii. Mai mult, pentru orice mulțime A 
de n.o. există nn n.o. B astfel cag < B, Vaes, de unde rezultă că fa |a, 
n.0. nu este o mulțime. Se numește succesor al n.o. y, și se notează a + 1, 
un n.o. B astfel încit a < B și nu există y astfel ca g < y < B. Succesorul se 
dovedeste a fi unic şi existența sa este asigurată, spre exemplu, de următorul 
rezultat: Dacă Xa este mulțimea n.o. mai mici sau cgale ca n.o. g, atunci 
n.o, al lui Xy este a -b 1, iar n.o. al mulțimii n.o. mai mici strict decit a este 
egal cu a. Nu pentru orice n.o. œ există f astfel ca B+ 1=g. Fie Aşi B 
două mulțimi bine ordonate disjuncte, œ $i p tipurile de ordine corespun- 
zătoare și pe AUB ordinea a & b dacă ac A, be B și în rest ordinea din A 
respectiv B. Cu această ordonare AU B se dovedeşte a îi bine ordonată și 
tipul ei de ordine se notează œ + P. Analog, luînd b sa pentru orice be B 
și ae A se obţine n.o. B +a. În gencral, a + B # B +ga căci, spre exemplu, 
(1, 2, ..., n, ...; 00) cu ordinea naturală este un reprezentant din o + 1 și cvi- 
dent nu este asemenea cn (œ, 1, 2, ...., 7, ...) (cu ordinea dată de scriere) care 
este un reprezentant al lui f+ o =. Din existența marginii superioare 
rezultă că dacă enhn e.N este un șir strict crescător de n.o, există, și este 


unic, un m.o, œ astfel ca an <a, YneN, si astfel încit pentru orice B <a 
există meN astfel ca B < am Vn > ngo Printr-o analogie evidentă se spune 
că g este limita șirului fany şi se notează a = lim ap. Un n.o, g pentru care 
nL 
există B astfel ca B+ 1=g, ceea ce este echivalent cu faptul că nu 
există un sir strict crescător {æn}n astfel ca a = lim ap, se numește n.0, izolat. 
n>n 
În caz contrar, mulțimea de n.o. {B| B <a) nu arc un ultim element și a se 
numeşte n.o. limită. Orice n.o. izolat a se poate scrie în mod unic sub forma 
a == B4, unde B este un număr limită iar m un n.o. finit. N.o. finite se 
numesc uneori „de prima clasă“ iar n.o. pentru care Xg este numărabilă se 
numesc „de clasa a doua“. În fine, menționăm că afirmația „orice mulțime 
se poate bine ordona“ se dovedește a fi echivalentă cu axioma alegerii. No- 
țiunea de n.o. a fost generată de necesitatea de clasificare a funcțiilor reale, 
clasificare bazată pe ideea de convergență. (Gh.Gr.) 


număr propřiu ţa unui operator liniar U: X — X, unde X este un spaţiu 
liniar), scalar } pentru care există un element nenul xe X astfel ca U(x) = 
= ha. Sin.: valoare proprie. Elementul x se numeşte element propriu sau 
vector propriu. Mulțimea n.p. poate fi şi vidă. (R.C.) 

număr rațional, număr real de forma mnl, unde m, n sint numere întregi, 
n 3 0. În această definiție se pornește de la prezentarea axiomatică a cor- 
pului numerelor reale ca un corp complet ordonat (v. corpul numerelor reale). 
Într-o abordare constructivă se pornește de la definirea axiomatică a mulțimii 
numerelor naturale, se construiește mulțimea numerelor întregi și se defi- 
neşte apoi a.r, ca fiind o clasă de echivalență în mulțimea perechilor ordo- 
nate (m, n) de numere întregi, n + 0, relația de echivalență fiind definită prin 
(n, n) ~ (m, n’) e mn! = nm. Se notează de obicei cu Q mulțimea nume- 


——— y s 
relor raționale și cu (m, n) clasa de echivalență a perechii (m, n). Mulțimea n.r. 


a: z U Try F a C 
este numărabilă. Operațiile algebrice: (m, n) + (p, 9) = (mg + np, ng), (m, n) 
t t . 3 E 
- (p, q) = (mp, ng) introduc pe Q o structură de corp comutativ. Cu ordinea. 
t T y 
(m, n) < (p,9)onp — ma > 0, Q devine corp ordonat, i.e. ordinea este 
totală, x syoaxtzSy+rzşi 0, y 0 zy. Cu distanţa d(r, p) = 


= |r — p|, unde ]x |= max (x, —2), mulțimea Q este un spațiu metric 
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care nu este complet, completatul său fiind mulțimea numerelor reale. Dezvol- 
tarea unui n.r. în fracție zecimală infinită este periodică (v. reprezentarea 
numerelor reale într-o bază). Dezvoltarea canonică a unui n.r. în fracție con- 
tinuă normală, este finită (vw. fracție continuă). Un număr real care nu este 
rațional se numește îrațional. Un număr irațional care este rădăcina unei 
ecuaţii algebrice apă? + ... + ap = 0, unde a; sint numere întregi se numește 
număr irațional algebric. Numerele iraționale care nu sînt algebrice se numesa 
transcendente (de exemplu numărul z sau numărul e). (Gh.Gy.) 

număr real v, corpui numetreler reale 

număr real constructiv, orice şir regulat de numere rațienale. Două numere 


Y 


reale {xn} și (ym) constructive sînt egale dacă | xn — Yn | S —- Egalitatea 


n 
este o relație de echivalență, x = {znin eN şi y = Wahren sint egale dacă 
şi numai dacă pentru orice 7 întreg strict pozitiv există m; întreg pozitiv 
astiel încît | zn — Yn | S 1/7 de îndată ce n > my. Numărul rațional xy este 
o aproximaţie rațională a lui x. Operația de la R la Q care asociază lui 
x pe xn (a n-a aproximare rațională a lui x) mu este o funcție. (S.M.) 
număr real constructiv strict pozitiv Numărul real constructiv x = {#a}„ ey 


este strict pozitiv dacă există cel puţin un întreg strict pozitiv n pentru care 
Xp > ljn; este pozitiv dacă există n întreg pozitiv pentru care xp ljn. 
Numărul y este strict pozitiv dacă și numai dacă există un întreg £ strict po- 
zitiv pentru care xm > 1/k de îndată ce m > k. (S.M.) 

număr regulat v. rezolvantă 

numărabil compact v. spațiu topologic compact 

numărul e al lui Euler v. funcția exponențială 

numărul z al lui Pitagora v. funcţia exponențială 

numere conjugate v. spații L? 

numere derivate Fie f: 4 c R — R şi fie a un punct din A de acumu- 
iare bilaterală pentru A. Limitele superioară și interioară la stînga ale fuuc- 

Ji) — fla) 
ției ——————— 
z—a 

la stînga (notație D-f(a)) şi numărul derivat înferinr la stinga (notație D_f(a)) 
ale lui f în a. Înlocuindu-se stînga cu dreapta, se obțin numerele derivate 
superior şi inferior la dreapta Dtf(a) și D,fla). 
Teorema lui Denjoy-Young-Saks. Pentru o funcție f: (a,b) — R există o 
mulțime E de măsură Lebesgue nulă din (a, b) astfel încit în orice punct din 
(2, b) — E: Două n.d, de aceeaşi parte sint sau diferite și atunci cel puțin unul 
este infinit, sau egale și finite; două n.d. opuse, unul inferior altul superior, sint 
sau amindouă finite şi egale, sau infinite, dar de secman diferit (cel superior 
fiind +0). (5.M.) | 

numere finite, infinite și infinitezimale (în analiza nonstandard) Fie F 
un cîmp ordonat care conţine strict pe R ca un subcimp ordonat. În aceste 
condiţii F este nonarhimedian. Un element ae F este un număr infinit mic 
(sau o înfinitezimală) dacă |a|< r pentru orice număr real pozitiv r. Ele- 
mentul a este un număr finit dacă [a| & y pentru un anume re R. Elementul 
a este un număr infinit dacă |a |> y pentru orice reR. Există în FNR 
atît numere infinitezimale cît și numere infinite. În F se definește o relație 
„de echivalență œ, două numere a și P fiind echivalente dacă diferă printr-o 
infinitezimală. Orice număr finit se reprezintă într-un singur fel ca sumă 
a unui număr real cu unul infinitezimal. (S.M.) 

numere naturale infinite (în analiza nonstandard) Deoarece fiecărei părți 
S e R îi putem asocia o extensie S* c R* (v. corpul R* din analiza nonstan- 


în punctul a se numesc respectiv numărul derivat superior 
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dard, numere şi funcţii în analiza nonstandard), vom considera cazul parti- 
cular S = N. Extensia N* conţine și numere nonstandard, orice element 
nonstandard din N* fiind infinit; acestea sînt numere naturale infinite, N* 
este nenumărabilă. (S.M) 

numere și funcţii (în analiza nonstandard). Există o mulțime R* astfel 
încît: 1) R este o submulțime strictă a lui R*; 2) Fiecărei aplicaţii 
fa lui R” în R,» >, îi corespunde o funcţie f* a lui (R*)* în R*, care 
coincide cu f pe R?; 3) Fiecărei relaţii n-are A în R,n 1, îi corespunde o 
relație n-ară .4* în R* care coincide cu 4 pe R. Egalităţii în R îi corespunde 
egalitatea în R*; 4) Orice enunţ S formulat în termeni de anumite numere și 
funcţii reale, anumite relaţii în R și anumite variabile cu valori în R, este 
adevărat în raport cu R dacă și numai dacă este adevărat în raport cu R*, 
enunţul $* obținut din S prin înlocuirea fiecărei funcţii f(x, ..., xn} cu funcția 
corespunzătoare /*, a fiecărei relații A cu relația A* și prin extinderea variabi- 
lelor de la R la R*. Elementele din R sînt numere standard iar cele din 
R*N R sint numere nonstandard. Funcția f* este nonstandard iar relaţia A* 
este nonstandard. (S.M.) 


numerele lui Bernoulli, numerele Bn, n > 1, care apar în dezvoltarea 
Taylor 


z Bp?" 
fiz) =1 ig 1jn-l 3 , 
3 2 D, =g (2n)! 


; zii i ; z 
unde f este funcția definită prin f(0) = 1 și f(z) = —---—— pentru ze C*, 
e? —1 
e? — 17 0. Menționăm că f este meromorfă pe C cu poli simpli în puuc- 
tele z = 2vri, vă 0; în particular f este olomartă pe discul |z|< 2r. 
Pentru determinarea coeficienţilor Bp se foloseşte identitatea e7f(2) = z + 
+- fl), ze, din care rezultă imediat relația de recurenţă, 


(2 n 2n Eai -yf 2n ON [2n B — 
dia | Par CRO (cazute bici, ES te 


—n + 1=0, n3>2; 


în particular n.B. sînt numere raționale. Relaţia de recurenţă de mai sus furni- 
zează imediat valori pentru primele n.B.: 


1 1 1 5 
Pi ee DIR DE IE ae E n Bote 
6 3 42 30 66 
691 7 3617 43867 
Be = „ B= —, B= , Di e etc. 
2730 6 510 798 


După identitatea lui Euler avem dezvoltarea Taylor 


g 2iz î A 22% B p22 
zctg z= iz + -e = i + f(2i:) =i — n 
e —1 X {24)! 


valabiiă pe discul | z | < z. Pe de altă parte, pe discul | z | < mare loc dezvol- 
tarea 
22? 22: 20(2h)22% 
E ala e IDE ae sau, 9. ÎN a ZE pia E a 


ii 22 — n?n? ni kgl mină kl pă 
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unde ý este funcția lui Riemann. Comparind cele două dezvoltări ale funcției 
z ctg z obținem formulele remarcabile: 
228-1 B, tt 
vr) = E, kel; 
(2k)! 


în particular n.B. sìnt toate pozitive. Din formulele precedente se obțin valori 
numerice pentru (24), și anume: 


2 d Li] 
By DB eaa i Ga SP 2 i 
(2) E &(4) iezi g6) TE 
8 
g8) = —— 5 — ete. 
5.33.52.7 


Mai general, pentru |z] < 27 și orice număr complex ż avem dezvoltările 


zet? Die onli) an, 


ez —1 azi a!l 


unde coeficienții pa sînt polinoame în date de formulele 


Rn n n 
an pag Bi" — BA n. 
pali) [:) i (îi) j 


Acestea, sînt polinoamele lui Bernoulli; ele satisfac relația funcțională pa(t-p 
+ 1) — pal) = nih-l şi pot fi calculate prin formulele 
r tz da 
Prit) = 2. | De tit. a unde 0<y< 2r. 
27i Jjzj=r z” (e? — 1) 


N.B. joacă un rol important în teoria numerelor, analiza complexă, topologia 
diferențială, analiza numerică etc.  (M./.) 


obiect v. categorie 

olomorf-convex v. domeniu de olomorfie, varietate Stein 

omeomorfism v. funcție continuă 

omotetie v. transformare omografică 

omotopia drumurilor v. omotopie, drumuri omotope (în C) 

omotopie Noţiunea de o. corespunde în plan matematic idcii intuitive de 
deformare continuă. Fie X și S două spaţii topologice (nevide), A o submulțime 
a lui S și f, g două aplicaţii continue de la S în X astfel încît f(s) = g(s) pen- 
tru se A. Notăm prin / intervalul închis [0, 1] al dreptei reale. O o. de la f 
la g relativ la A este o aplicaţie continuă ọ : SX = X cu proprietăţile urmă- 
toare: 1) q(s, 0) = f(s) și q(s, 1) = g(s) pentru orice ses; 2) qp(s,) = f(s) = 
= g(s) pentru se și te. Se scrie p:f = grel. A pentru o o, dela f la 
g relativ la A în cazul A o mulţime nevidă și p:f ~g în cazul 4 mulțimea 
vidă (în acest ultim caz p se numeşte o. de la f la g). O. relativ la A și, 
în particular, o. sînt relaţii de echivalență. Să examinăm mai îndeaproape 
cazul special A = Ø. În aces caz o. este o relație de echivalență pe mulțimea 
tuturor aplicaţiilor continue de la S la X. Clasele definite de această relaţie 
de echivalență se numesc clase de o. de aplicaţii continue de la S la X; clasa. 
de echivalență a aplicaţiei f : S — X se notează prin [f]. Spațiile topologice ca 
obiecte și clasele de o. ca morfisme formează o categorie, numită categoria 
omotopică, compunerea în această categorie fiind definită prin [g]o[f] = 
= [go f] dacă f şi g sînt aplicaţii continue de spaţii topologice și spațiul de sosire 
a lui f coincide cu spaţiul de plecare al lui g. O aplicaţie continuă f: S — X 
se numește echivalență omotopică dacă [f] este un izomorfism în categoria omo- 
topică. Aceasta înseamnă, că există o aplicație continuă g : X — S astfel încît 
gof = idg şi fog œ~ idy. O proprietate a spațiului topologic X se numește 
invariant omotopic (sau invariant de omotopie) dacă, este invariantă la echiva- 
iențele omotopice, Orice invariant omotopic este un invariant topologie (t.e 
o proprietate invariantă la omeomoriisme) dar reciproca nu este adevărată. 
Un spațiu topologic X se numește contractibil dacă este omotopic echivalent 
cu un punct, î.e. dacă există, o o. de Ja identitatea lui X la o aplicație con- 
stantă. Orice mulțime convexă (nevidă) X cR”, cu topologia indusă, este un 
spațiu contractibil. Vom analiza acum un caz particular de o. relativă, și anume 
o. drumurilor cu capete fixate, Prin drum pe un spațiu topologic X se înțelege 
o aplicaţie continuă de la un interval închis nedegenerat al dreptei reale cu 
valori în X. Acest interval se ia de regulă Z == [0, 1] deoarece orice alt interval 
închis nedegenerat al dreptei reale este omeomori cu Z, Dacă y :T — X este 
un drum, y(0} se numește originea (sau începutul) lui y iar (1) extremitatea 
(sau sfîrșitul) lui y; (0) şi y(1) sînt capetele lui y (sau punctele terminale); un 
drum y se numește închis cind (0) = (1). Inversul unui drum y este drumul 
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vi definit prin y1) = y(1 — t), te Z = (0, 1]. Dacă y și 8 sint două drumuri 
astfel încît y(1) = 50), A pna, yò (juxtapunere) se definește prin yè(i) = 
s= y(2t) cind 0 < £ s 1/2 și yă(?) = (24 — 1) cind 1/2 sts L Dacă drumu- 
rile y şi 8 au aceeaşi origine y(0) = 8(0) şi aceeași extremitate y(1) = 3(1), 
o o. cu capete fixate de la y la 5 este o o. g: y ~ rel. {0, 1}. Clasele de o. 
(relativ la mut'imea {0, 1}) de drumuri închise cu originea (și extremitatea) 
într-un punct fixat yoe X formează un grup în care înmulțirea este definită 
prin [715] = [y8] şi inversa unei clase fy] prin fy]! = [y]. Acest grup se 
notează prin m(X, vo) şi se numește grupul fundamental al perechii (X, o). 
Dacă o este un drum în A cu originea o(0) = xy și extremitatea g(t) = x, 
atunci aplicația 


ză, xo a [y] > foyo] e nm {X, x) 


este un izomorfism de grupuri. Un spaţiu topologice X se numește conex prin 
drumuri dacă pentru oricare două puncte xp și v, ale lui X există un drum y 
pe X cu oiginea y(0) = xy și extremitatea *(î) = x, Dacă spațiul X este conex 
prin drumuri, grupul r(Y, xo} este independent de xy, abstracție făcînd de izo- 
morfisme. În acest caz grupul 7, (Ă, xo) se notează 7, (X) și se numeşte grupul 
fundamental al lui X. De exemplu, grupul fundamental al cercului S? este 
izomorf 'cu Z iar grupul fundamental al torului SI x S? este izomorf cu ZxZ. 
Un spațiu topologice X se numește simplu conex dacă este conex prin drumuri 
și dacă grupul său fundamental este trivial, d.e. redus la elementul neutru. 
De pildă, orice spațiu contractibil este simplu conex, de asemenca, sfera S” 
este simplu conexă, pentru n 22, dar cercul S! și torul SIx S! nu sînt simplu 
conexe. Un spaţiu topologic X se numește local simplu conex dacă orice punct 
al său are o vecinătate deschisă simplu conexă. Varietăţile topologice (în parti- 
cular varietățile diferențiabile și varietățile complexe) sint spații local simplu 
conexe. Un spațiu topologic punctat este o pereche (X, xo), unde X este un spațiu 
topologie și xp un punct în X. Un morfism de la spațiul topologic punctat (X, xo) 
ia spațiul topologic punctat (Y, yọ) este o aplicaţie continuă f : X — Y astfel 
încît F(x) = yọ Dacă f este morfism de la (Y, 0) la (Y, Yọ) aplicația 
Ja: TX, 20) — n(Y, Yo), delinită prin 


F(X, xa) aiy] i> Lo yle zY, yo), 


este un morfism de grupuri. Spațiile topologice punctate și morfismele lor for- 
mează o categorie iar asocierile (X, x) > m, {X, xp) și fi—> fẹ definesc un func- 
tor de la această categorie în categoria grupurilor. Fie dat un spațiu topologice X. 
Un spațiu de acoperire peste X este un spațiu topologic E împreună cu o apli- 
cație continuă p : E — X cu proprietatea, că pentru orice punct x e X se poate 
găsi o vecinătate deschisă U a lui x şi o familie {E;:}; or de submulțimi des- 


chise E; ale lui E astfel incit E:N E; = Ø, pentru i Æ f, p-1(U) = Y Ei 


și aplicația de la E; la U, indusă de p, să fie un omeomorfism. Dacă Ea Xo) 
este un spațiu punctat, se numește spațiu de acoperire peste (X, x) un spațiu 
punctat (E, ep) împreună cu un morfism pi: (E, ep) —{X, xp) astfel încît 
(E, p: E — X) să fie nn spațiu de acoperire peste X. Presupunind X conex 
și local conex prin drumuri, un spațiu de acoperire p : (E, ep) — (X, xo) se nu- 
meşte universal dacă spațiul E este simplu conex. 

Teoremă. Fie X un spațiu conex, local conex prin drumuri și local simplu 
conex. Atunci: 1) Spațiul topologic punctat {X, xp) are un spațiu de acoperire 
universal; 2) Dacă p: (E, eg) => (X, xo} este un spațiu de acoperire universal, 
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atunci pentru orice spațiu de acoperire q : (2, eo) > (X, xo) există un unic 
morfism q : (E, ep) — (E’, eo) astfel incit go ọ = 
În particular spațiul de e pi universal al lui (x, Xp) este unic pînă la 
izomoriisme de spaţii punctate.  (47.7.) 

operator, funcție definită pe un spaţiu liniar X, sau pe o parte a lui X, 
cu valori într-un spaţiu liniar Y. Fie X și Y două spații liniare cu același corp 
al scalarilor. Uno. U : X — Y se numește o. aditiv dacă U(x, + xa) = U(x) + 
+ U(x), Va, Xp e X, și se numește o. omogen dacă U(ax) = aU {x), oricare ar 
fi elementul x eX şi scalarul g. Un o. aditiv și omogen se numește o. liniar. 
Dacă U și V sînt doi o. care aplică X în Y, se definește suma lor prin {U + V }{x)= 
= U(x) + V(x), vaze X, iar produsul cu un scalar A al lui U, prin (AU)(x) = 
= AU (x), Yxe X. Dacă X, Y, Z sint spaţii liniare (cu acelaşi corp al scala- 
rilor) iar U: X — Y și V : Y —Z doi o., se definește produsul lor VU prin 
formula (VU) (x) = V(U(a)), YxeX. Pentru un o. U : X — X se poate defini 
puterea Ut, 2 s n, neN, prin U =UU®”- cu convenția U! = U. 0. I : X-X 
definit prin I{x) = x, Yxe X, se numeşte e. identitate pe X. Dacă E este o 
submulțime convexă a lui X, un o. U: E => Y se numește o. afin dacă 
Uax + (1 — a)y) =aU(x) + (1-a) Ufy) Yx, y EE, Yxe[0, 1]. (R.C) 

operator aditiv v. operator 

operator afin v. operator 

operator autoadjunct Fie A un spaţiu Hilbert și L(X) mulțimea operato- 
rilor liniari şi continui care aplică X în X. Dacă U e PL(ă) și dacă LU (#2), y> = 
= <a, U(y (5), Va, y EX, unde (.,.) este produsul scalar care generează norma, 
bi X, AA i A se numește o.a. Pentru orice operator U e L(X) există U* e L(X) 
astfel ca CU (4), yY = Cx, U*(y)), Yx, y e A. Operatorul U* se numește ad junc- 
tul lui U. A ator ul U este miza) dacă şi numai dacă U = U*, Un o.a. 
U sc numește o.a, pozitiv dacă (U(x), x)>0, vzeX. Dacă U e AA), atunci 
UU* este un o.a. Debite În elle dacă U este un o.a., atunci U? este un 
o.a. pozitiv. Dacă U și V sînt e.a. pozitivi pe spațiul X și dacă UV = VU, 
atunci UY este un o.a. pozitiv. Pentru orice o.a, pozitiv U există un o.a. po- 
zitiv V și numai unul, astfel ca V? = U. Operatorul V se numește rădăcina 
pătrată pozitivă a lui U. Presupunind că U este un o.a. pozitiv cu ||U|| =] 
şi definind prin inducție: 


1 
vı = 0, Vnt = Yn + 3 (U ei v3), 


se poate demonstra că există V{+)= lim Va(x)}, VxeX, și V reprezintă 
n 

rădăcina pătrată pozitivă a lui U. Fie acum U un o.a. oarecare pe spațiul X 

şi să punem 


a(U) = inf <Ula), x> la = 1}, 
Q(U) = sup (<Ula), x>] llel = 1}. 


Multimea numerelor proprii ale operatorului U este conținută în segmentul 
[a(U), Q(U)]. Un scalar A este număr propriu pentru U dacă și numai dacă 
închiderea mulțimii (U — 17) (X) (unde Z este operatorul identitate) nu coin- 
cide cu X. Mulțimea (X) este o algebră Banach unitară dacă se consideră 
operaţiile obișnuite cu operatori şi norma ||U || = sup A He si. 
Se poate deci vorbi de rezolvanta și spectrul unui element din (X). Să notăm 
cu <1(X) mulțimea o.a. care aplică X în X. Fie Ve d(X). Pentru ca un 
scalar à să fie număr regulat pentru operatorul U este necesar și suficient ca 
(U—21)(X)=X. Se poate de asemenea arăta că } este un număr regulat pentru U 


OPERATOR BIADITIV 280 


dacă și numai dacă există un număr p > 0 astfel ca IU (x) — A all > ela, 

vVze X. În consecință, un scalar p aparține spectrului lui U dacă și numai dacă 

există un șir (ala EN de elemente din X cu ||xral]| = 1, YneN, şi astfel ca 
z = 


lim (U(x) — ăn) = 0. Spectrul operatorului U este conţinut în segmentul 


[o(U), O(U)] iar numerele w(U), Q(U) aparțin spectrului. Uno.a. compact nenul 
are cel puțin un număr propriu nenul și orice număr nenul care Apa ține pe 
trului operatorului este un număr propriu pentru acelaşi operator. n a 
unui o.a. definit pe un spațiu Hilbert complex, orice număr complex A = 
=g + iB cu B #0 este un număr regulat. Fie acum U un o.a. Ec ia pe 
spațiul Hilbert X. Pentru orice număr real } fie U} = U — aI „fie Va i ăcina 
pătrată pozitivă, a lui U? şi P, proiectorul generat de subspațiul {x F Xi U(x) 
= Val). Funcția gy:R > L(X), definită prin gy(}) = F — Pa se nu- 
meşte functia spectrală a lvi U şi are următoarele proprietăți: 


1) gol?) golu) = gulu) vG) VA, peR; 

2) 3 < u = gu(h) S golu); 

3) lim (gu(à)) (2) = (gulu)) (7), Vre X; VueR; 
AZ 

4) 1 s o(U)= guy) = 0; 

5) 1 > Q(U) = g) = I. 


Să considerăm acum un număr real e > 0 oarecare, Dacă A este o diviziune a 
intervalului [o(U), Q(U) + 2) cu punctele g =o(U) < A Laen <L han = 
= Q(U) + e, iar Es, Aa, 3 = 0, Li ...„„n—l, se notează 


1 


n—1l 


S(A) = Y, Eslu) — gol). 
î20 


Punind v(A) = max (j — 23), avem |U — S{(A)|| sv(A). Rezultatul se 
159 OU) +e 
poate exprima sub forma U = a A deo). (R.C) 


operator biaditiv, funcție U definită pe un produs cartezian X x Y de 
spații liniare, cu valori într-un spațiu liniar Z satisfăcînd condițiile: 


U(x + xa y) = U(x y) + Uxa y) Ve X, WEY; 

U(x, Yi + Ya) = Ullr yi) + U(x, ya) VreX, Wuye Y. 
Dacă U satisface în plus condiția 

U(x, y) = U(x, hy) = U(x yh Vzeă, YyeY, Ver, 


X orpul scalarilor (presupus același pentru spaţiile X, Y, Z), atunci U 
Bi E biliniar. Da Zo T, se ob țin definițiile noțiunilor de Janena: 
nală biaditivă şi de funcțională biliniară. Dacă X, Y, Z sînt spații linia o o : șa 
uno.b, U : XXY — Z se numește o.b. pozitiv dacă din 0 s xe X și a ye A 
rezultă U(x, y) > 0; un o.b. U: XXY =Z se numește o.b. eu at a 
U =U, — Us, unde U, și U, sint o,b. pozitivi. Dacă Z = R se obțin € e a K 
noțiunilor de funcțională biaditivă pozitivă şi de functională biaditivă regulată. 
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Fie X și Y spaţii liniare reticulate iar Z un spațiu liniar complet reticulat, Să 
notăm cu X(E, F) mulțimea operatorilor regulați între două spații liniare 
ordonate E, F. Mulțimea o.b. regulați care aplică XxY în Z este un 
spațiu liniar complet reticulat izomorf {ca spațiu liniar ordonat) cu spațiul 
R(X, RY, Z)). (R.C.) 

operator biliniar v. operater biaditiv 

operator coerciv v. operator monoton 

operator compact, operator liniar U între două spații liniare topologice 
X şi Y pentru care există o vecinătate S a originii în spațiul X astfel ca, mulțimea 


n 
U(S) să fie relativ compactă. Orice operator de forma U(x) = y Jita) 
j=l 

xeX, unde yje Y iar fj este o funcțională liniară şi continuă pe X, reprezintă 
un o.c. numit operator liniar şi continuu de rang finit. Dacă X este un spațiu 
liniar normat iar Y un spaţiu liniar topologic, un operator liniar U: X -> Y 
este compact dacă și numai dacă pentru orice submulțime mărginită A c X, 
mulțimea U(4) este relativ compactă. Mulțimea “X(X, Y) a o.c. care aplică 
un spaţiu liniar normat X într-un spaţiu Jiniar topologice separat şi complet Y, 
este un subspațiu liniar închis al spațiului PX, Y) al operatorilor liniari și 
continui (care aplică X în Y) inzestrat cu topologia convergenței mărginite. 
R.C.) 
operator complet continuu, operator U între două spații liniare topologice X 
și Y, care este continuu şi care are proprietatea că pentru orice mulțime măr- 
ginită A e X, mulțimea U(A4) este relativ compactă în Y. Dacă X este un 
spațiu Banach, U : X > X un o.cuc. și dacă E este o submulțime convexă, 
închisă și mărginită a spațiului X astfel ca U(E) e E, atunci U are un punct 
fix în E (i.e. există ape E astfel ca, U (xo) = o). (BC) 

operator (w)-continuu v. operator regulat 

operator cvasinilpotent v. măsură spectrală 

operator de închidere (pe mulțimea X), aplicație T definită pe mulțimea 
părților mulțimii X, cu valori tot în mulțimea părților lui X, avînd proprietățile: 
i) T(Ø) =Ø; ii) AcT(A), vacă: iii) T(4 U B) = T(4)U T(B), A,B c X; 
iv) T(T(4)) = T(4), YA c X. Fie T un o.i pe mulțimea X. Fie F = 
= {F |F c X, T(F)= F}, F ={XNF | Fe F}. Atunci F este familia mul- 
țimilor deschise într-o topologie v pe X iar T(A) este închiderea lui A în această 
topologie (teorema lui Kuratowski). (Gh.Gr.) 

operator derivabil Fréchet v, derivata Fréchet 


operator derivabil Fréchet la dreapta (la stînga) v.derivata Fréchet late- 


Yi 


rală 


operator deschis, operator U între două spaţii liniare topologice X și Y 
avînd proprietatea că pentru orice submulțime deschisă A a lui X mulțimea, 
U(A) este deschisă în Y. Dacă X si Y sînt spaţii Fréchet iar U: X — Y este 
un operator liniar şi continuu astfel încât U(X) = Y, atunci U este un o.d. 
(feorema aplicaţiei deschise). (R.C.) 


operator de tip principal, operator diferențial sau pseudodiferențial pentru 
care varietatea caracteristică nu are singularități. Analitic, acest fapt se tra- 
duce prin: dacă pm(z, E) = 0, atunci grade g p(x, 6) 0, Pm(z, E) fiind simbo- 
lul principal al operatorului $. Acești operatori au fost introduși, in cazul 
coeficienţilor constanti, de Hărmander și s-au dovedit ulterior operatorii 
despre care s-au putut obține cele mai multe rezultate generale (v. propagare 
de singularități, rezolubilitate locală și globală), (G.G.) 

operator diferențiabil Fréchet v. derivata Fréchet 

operator diferențiabil Gâteaux v. diferenţiala Gâteaux 
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operator diferenţial liniar Fie Q o mulțime deschisă din spațiul euclidian R”, 
Un o.d.l. L, de ordin cel mult m, definit în Q, este un operator liniar definit pe 
spaţiul C*(0) cu valori în C*”(0), dat de 


u => Lu = £ ag{x) D”u, (+) 


a Sm 


unde ag(x) sînt funcții de clasă C”, a, un multiindice, « = (a, ..., dn) CU as eN, 


aut +a i 3 
D% i P iar |a|==ay-::, am. În mod analog, dacă E este un alt spațiu 
dl. dz 


de funcții (închis față de operaţia de derivare, cel puțin pînă la ordinul m) 
sau de distribuții, iar ag sînt funcții multiplicatori în spațiul respectiv), atunci (*) 
definește de asemenea un o.d.1. Un sistem de operatori diferenţiali va fi un ope- 
Hi 
rator L : (C*(0))* => (C*(0))P dat de w= : 
Um 
A(x, D) este o matrice de tip p xm, de coeficienți A (x, D) operatori diferen- 
țiali scalari. Se pot considera operatori pe varietăți diferențiabile şi, mai 
general, operatori între secțiunile unor fibrați vectoriali pe asemenea, varietăți. 
În general, dacă V este o varietate diferențiabilă, de clasă C” de dimensi- 
une n şi Ẹ = (E, p, V), respectiv y= (F, y, V), fibrați vectoriali pe V, 
de rang 7, respectiv s, un operator diferențial L de la fibratul £ la fibratul ⁄ 
este un operator R-liniar (resp. C-liniar dacă fibrările sint complexe), L: 
:C*(V, E)=C*(V, n), unde C*(V, E), C*(V, n) sînt spaţiile secțiunilor de clasă 
C?” ale fibraţilor E, respectiv n, dat în vecinătatea fiecărui punct de o expresie de 


forma y, ag(x) Dă, cu ag matrice de tip (s x7} de clasă C”, Proprietatea carac- 
asm 

dorita unui operator diferențial este cea de localitate: anume, este sufi- 
cient, și evident necesar, ca un operator liniar L : C*(V, £) = C*(V, m) să 
aibă proprietatea ca, pentru orice secțiune ue C: (V, £) să avem supp Ls e 
<supp s pentru ca L să fie operator diferenţial în sensul definiției de mai sus 
(teorema lui Feetre), O caracterizare a o.d.l. de ordin cel mult an este dată, de 
următorul rezultat. Fie L o aplicaţie liniară L: C*(V, €) — C*(V, n) cu urmă- 
toarea proprietate de continuitate: dacă {uy} este un șir de secțiuni din C*(V, 
E), ce converge local uniform către u împreună cu toate derivatele de ordin 
cel mult m, atunci {Luy} converge uniform pe mulțimile compacte din V către 
Lu. În acest caz Z este un operator diferențial de ordin cel mult m dacă și numai 
dacă funcția e” 0) 41 (u ei!) (a)} este, pentru orice ae V, orice secțiune 
ue Co(V, £) şi orice funcție fe C*(V), un polinom de grad cel mult m 
în à. (G.G.) 

operator difuz v. operator regulat 

operator discret v. operator regulat 

operator disjunctiv v. operator regulat 

operator eliptic Fie F(x, D) = Xaa(2) D% un operator diferențial liniar 
de ordin m. Operatorul P se numește eliptic în punctul x dacă Pm(x; E) =0 
implică £=0. Aceasta, revine la a cere simbolului principal al lui P de a fi injectiv, 
În general, dacă P este un operator între secțiunile a doi fibrați vectoriali 
P: C*(0, E) C”(Q, F), el se numește eliptic dacă simbolul său principal Op: 
:E x oT*(Q)—F este o aplicaţie injectivă. Proprietatea de injectivitate sugerează 
o anume invertibilitate (care are loc în spațiul operatorilor psendodiferențiali şi 
din acest motiv ecuaţiile eliptice (resp, o.e.) au proprietăți remarcabile de existen- 
ţă, finitudine a spațiului soluțiilor, respectiv de regularitate. În cazul o.e. scalari 


) — Lu = A(x, D)u, unde 
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cu coeficienţi constanti, aceștia sînt hipoeliptici şi sînt singurii operatori hipoe- 
liptici fără caracteristici reale multiple. Pe de altă parte, sînt singurii operatori 
cu coeficienți constanți care sînt analitic hipoeliptici. În sfirsit, orice mulțime 
deschisă Q este -convexă în raport cu P dacă P este eliptic. Acesta implică 
existența soluțiilor ecuației 7(D)u = f pentru orice 2% (Q), unde D5(0) este 
spațiul distribuţiilor de ordin finit în Q, în cazul în care P este eliptic. Faptul 
de a fi eliptic atrage m = 2p, cu excepția cazului m = i. În cazul cînd opera- 
torul P(x, D) are coeficienți complecși, se consideră așa-numiții operatori tare 
elipiici, Dacă F(x, D) este de ordin m = 2p el este tare eliptic dacă 
(— 1)? Bed y da(%) e > 0 pentru orice £ 340. El este uniform tare 
a| =2p 
eliptic în G dacă, există cọ> 0 astfel încât 


(— 1)? i Y aala) E > cole 2? 
ja =2P 


pentru orice xe Q. În stirșit, F(x, D) este propriu eliptic dacă ecuaţia în À, 
Pm(a, & + A) = 0 are p rădăcini cu parte imaginară pozitivă şi p rădă- 
cini cu parte imaginară negativă. Orice operator tare eliptic este propriu 
eliptic, reciproca fiind adevărată doar pentru operatorii de ordin 2. Pentru 
n > 2, orice o.e. este propriu eliptic și în acest caz toate definițiile de mai sus 
sînt echivalente. În cazul operatorilor tare eliptici este valabilă inegalitatea lui 
Gârding care permite utilizarea metodelor de analiză funcțională în rezol- 


N 

varea problemelor de limită, (v. problema lui Dirichlet), Fie y FD) u; = F; 
j=1 

i= Lam N, cu Faş(D) operator diferențial liniar, Sistemul este eliptic 


(sau eliptic în sensul lui Douglis-Nirenberg) dacă există numere nenega- 
tive t; sp j= 1, N, astfel ca fiecare operator Pa să fie de ordin 
cel mult ij—s şi dacă F9, este partea sa principală, det (F9,(2))= 0 să 
implice & = 0. În cazul sistemului redus la o singură ecuație se regăsește 
definiția uzuală a elipticității. Dacă F; au coeficienți variabili, definiția 
elipticității este aceeași, cerînd în plus ca întregii /7 și sj să nu depindă de punctul 
considerat. Definiţia de mai sus a elipticității unui sistem este echivalentă cu 
existența unor evaluări apriori ce asigură existența, (în cazul coeficienţilor con- 
stanţi) a unei soluții fundamentale cu bune proprietăți locale, iar existența unei 
astfel de soluţii fundamentale permite regăsirea proprietăților uzuale de exis- 
tență și regularitate din cazul scalar. 0.e. cu coeficienți analitici sint analitic 
hipocliptici (teorema lui Petrovski) și se bucură de o proprietate de aproximare 
a soluţiilor de tip Runge (teorema lui Malgrange). În sfirsit, dacă operatorul 
diferenţial de ordin m, P(x, D) cu coeficienți indefinit derizabili este eliptic și 
este definit pe o mulțime deschisă Q, iar K este o mulțime compactă inclusă 
în Q, restricția lui P ia, K, considerată ca operator de la spațiul H”{K) la H(K)= 
= L2(K), are nucleul de dimensiune finită și imaginea, închisă. (Acest rezultat 
este adevărat și, mai gencral, dacă se consideră o.e. generali, definiți pe secțiu- 
nile unor fibrați vectoriali şi restricția lor la mulțimi compacte.) Rezultă de 


aici, în virtutea, regularității soluțiilor ecuației omogene, că dacă P este un 
o.e. general pe o varietate compactă V, nucleul său și imaginea sa sînt de di- 
mensiune, respectiv, codimensiune finită, considerîndu-se P definit de la C*(V, 
E) — C=(V, m), deci că P este de indice finit. Acest indice se poate exprima cu 
ajutorul unor invarianți topologici (teorema Atiyah-Singer) şi acest rezultat 
profund are implicații importante. De altfel, operatorii pseudodiferențiali 
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au fost studiați pentru prima cară în legătură cu demonstraţia inițială a teo- 
remei Atiyah-Singer. În ceea ce priveşte ecuaţiile (sau, mai general, sistemele) 
neliniare de ordin m de forma 


F(x, u, Du) = 0, 


unde u = (m(x) -n un(2)), i= m, N’, cu N” > N, iar a parcurge toți multi- 
indicii de lungime cel mult egală cu m, se numesc ecuații (resp. sisteme) eliptice 
dacă următorul sistem liniar asociat este eliptic: 


Lw = X O (x,u, ces Du) Depp. 


În condiţii largi de regularitate, dacă, N” = N, sînt valabile teoreme de existență 
şi regularitate locală pentru astfei de sisteme neliniare eliptice. (G.G.) 
operator Hilbert-Schmidt v. alternativa lui Fredholm 


operator hiperbolic Fie T(D) un operator diferențial liniar de ordin m 
cu coeficienți constanți şi Pm(E) simbolul său principal. Se spune că operatorul 
P(D) este hiperbolic față de vectorul real N (sau față de hiperplanul definit de 
N) dacă: 1) Falà) #0, ie N nu este caracteristic; 2) Există un număr 
qto astfel încît T(E + i7N) # 0 pentru ESRt și + > mg. În particular, dacă 
operatorul P este omogen, el este hiperbolic în raport cu N dacă și numai dacă 
P(N) #0 și ecuaţia în q, T(E -+ TN) = 0, are doar rădăcini reale pentru £ 
real. Interesul acestei definiții este că ea caracterizează operatorii liniari 
pentru care problema lui Cauchy are soluţii, anume dacă H este semispațiul 
definit de N, {<x, N) > 0}, şi dacă ecuaţia r(D) u = fare o soluție u în D* (RE) 
cu suppu = H pentru orice fe Co. (H), frontiera lui H nefiind caracteristică, 
atunci F(D) trebuie să fie hiperbolic; reciproc, pentru orice fe D*(R”}, cu 
supp f © H, și dacă T (D) este hiperbolic în raport cu N, ecuaţia F(D) u = f 
are o soluție unică # cu suportul în H. O astfel de ecuaţie se numește ecuație 
hiperbolică. Dacă F(D) este hiperbolic în raport cu N, atunci el are o soluție 
fundamentală E cu suportul conținut în semispațiul H definit de N și, de fapt, 
suportul lui E este conţinut într-un con determinat precis. Reciproc, existența 
unei soluţii fundamentale cu suportul într-un con implică hiperbolicitatea 
într-o direcţie convenabilă a lui 7(D). Dacă F(D)= y aaD* este hiperbolic 

jam 
în raport cu N, rezultă că și partea sa principală, Prm(D) = y aaD* este hiper- 
a =m 
bolică în raport cu N, dar reciproca nu este adela spre deosebire 
de cazul operatorilor de tip eliptic, termenii de ordin inferior influențează 
hiperbolicitatea. Operatorul F(D) de ordin m este strict hipevbolic (sau hiper- 
bolic în sensul lui Fetrovshi) în raport cu N dacă: 1) N nu este caracteristic 
pentru F; 2) Ecuația în 7, Pm(b + 1N) = 0 are doar rădăcini reale simple 
pentru orice E real care nu este proporțional cu N. Operatorii strict hiperbolici 
sînt acei operatori F pentru care P și Pm sînt simultan hiperbolici. În cazul o. 
h. cu coeficienți constanţi, Petrovski și apoi Atișah-Bott-Gârding au studiat 
în mod foarte amănunţit dependența soluției problemei lui Cauchy de datele 
inițiale, în particular existența Jacunelor. Dacă F(x, D) este un operator 
diferenţial liniar cu coeficienţi variabili de ordin m, se poaie da o definiție a 
hiperbolicității analogă, celei de mai sus, dar în acest caz este adesea, mai utilă 
reducerea, ecuaţiei la un sistem de ordin 1, prin intermediul unor operatori 


x 


pseudodiferențiali. Se presupune că x = (f, xy, =u Fu) = (6 x') și că opera- 
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torul P(, D) este hiperbolic în raport cu £ = 0. În acest caz P 


putea, scrie sub forma (x, D) se va 


F(t, x; De, D ê)” 2) 

(i, x; De, Da) = |>] — Xamatt, x’, Doja e 
at ' ĝt 

unde am-y este un operator liniar în variabila x’, de ordin m— 7, depinzînd de 


parametrul î. Ecuația P(x, Du = f se reduce 1 i i 
ații pseudodiferențiale, de hemd boi ai ia in 


ô () (£) : 
=f: jez: jelik 
a Um ` Um Í 


m-i 
U = Au U, Wg = 


unde dc Fourier a lui (Au) este (1 + [£2)1/2â(£). În generat ope- 
12 , SD E : 
ratoru pY K este hiperbolie (simetric) dacă K + K*ePS (0, 1,0), unde 


K = K{t) este o familie de operatori i iali di 
j l OF pseudodiferențiali din PS(1, 1,0), i 
K* este adjunctul lui X. Aici prin PS (m, 1,0), unde m = 0, i! Ar 


se înțel i ilor i iali i 
ee “ge spaţiul operatorilor pseudoditerențiali de ordin 1, respectiv 0, 


Pia, D)u = aul pa £’) Ra di Date d; 


E” este variabila duală a lui x”, simbolul pr ifici i 
: $ S 3 x, verif i 
compactă K evaluări de forma PN ie) ET pa Brige le 


B Lă 
[DR Dipi, £) | < Cru g (1+ 187)” 
oricare ar fi «, B. Pentru astfel de sisteme problema lui Cauchy are o soluție 


locală și este corect pusă. Dacă o 
Ș pusă. ă, operatorul K este de forma K = K K 
cu Koe PS(0,1,0) și simbolul său principal ag,’ £7) are pentru ree (i 2) 


fixat, cu |E'| > 1, valori proprii imaginare și distincte, LARA denu- 
> . à. . a 
fa strict hiperbolic. Rezultatul fundamental este că soluția problemei lui 
auchy are o soluție unică u pentru orice dată inițială, e H*(7n) şi orice 
membru drept fe C ([0, +], H*(72)) cu ue C([O, 2], H&(T2)) de îndată ce ope- 
ratorul a — K este strict hiperbolic; aici T” este torul n-dimensional. 
A. Calderon a utilizat pentru pri ă ii i iali 

C tiliz pentru prima oară operatorii preudodiferențiali în 
studiul existenţei și unicității problemei lui Cauchy. Sienas hiperbolice 


apar în numeroase probleme; astfel sistemul lui Di i i 
nu este strict hiperbolice. (G.G.) a ea aie det elle ae 


operator hipoeliptic Un operator diferențial liniar cu coeficienți i ini 
„Opera a t indefinit 
derivabili F(x, D) se numeşte kipoeliptic într-o mulțime ERTE din R?” 


OPERATOR INTEGRAL FOURIER 286 


dacă pentru orice ue D*(Q) din faptul că F(x, D) u este indefinit derivabil 
rezultă că u este indefinit derivabil, î.e. pentru orice distribuție u din Q, 
sing supp u = sing supp F(D) u, unde cu sing supp T s-a notat suportul singular 
al distribuției T. În particular, în acest caz toate soluțiile ecuației omogene 
P (x, D) u = 0 sînt indefinit derivabile. În cazul operatorilor cu coeficienți 
constanti, există o caracterizare completă a o.h., datorată lui Hörmander. 

H 

aie. P(£) 
ata... oise 


Da — O cînd E — co în RP, pentru orice a Æ 0, este condiția necesară și 
7(5 

suficientă de hipoelipticitate. Există variante ale definiției hipoelipticității, 
anume un operator cu coeficienți reali analitici este analitic-hipoeliptic dacă 
soluția u a ecuaţiei P (x, D} u = f este analitică acolo unde membrul drept f 
este analitic. În cazul în case operatorul P este cu coeficienți constanți, aceasta 
este echivalent cu existența unor soluții fundamentale analitice în afara ori- 
ginii, și parțial hipocliplic dacă este hipoeliptic î în raport cu o parte din varia- 
bile. În cazul operatorilor cu coeficienți variabili situația este mult mai deli- 
cată și se cunosc doar condiții suficiente, Dintre acestea cea mai profundă este 
Teorema lui Hormander. Fie 


P =T (x, D) = X} + Xo + c(x), xeR”, 


Fie 7(D) un astfel de operator şi P®(E) = Atunci 


X; operatori liniari de ordin 1 cu coeficienți indefinit derivabili cu valori 
reale jar c(x), de asemenea indefinit derivabilă, poate avea valori complexe. 
Dacă algebra Lie generată de cimpurile de vectori X; are rang constant în 
fiecare punct și acest rang este chiar n, atunci P este hipoeliptic. 
Între o.h. și cei local rezoivabili există o legătură strinsă: transpusul 
unui o.h. este local rezolvabil, ceea ce explică în parte interesul deosebit 
acordat o.h. (G.G.) 

operator integra! Fourier, o importantă generalizare a noțiunii de operator 
pseudodiierenţial. Pentru a fi definit se consideră expresii de forma 


Ig alu) = (| EPM (x, 0) u(z) az 40,  vue CSO), 


unde a este definită pe mulțimea deschisă QxRY, iar ọ este o funcție din 
C*(Q x (RIN 40))). O astfel de integrală însă nu are sens decit dacă se impun 
tă ee a(x, 0), numită amplitudine, şi p(x, 0), numită funcție de fază, o 
serie de condiţii. În mod uzual se cere ca ae S53(Q0x RY) iar ọ să verifice: 
1) p(x, 20) = 2q(z, 0) pentru orice re Q, 2> 0, Be RNO}; 2) Dacă 
p(x, 0) =0, cu 040, atunci |o4(2,0)|+ leglz,0)1 # 0, unde 


: ce 29 , 2 Lac, 
Pr = F PELET a. Pa = (Bnn y 
FEZ xn 0, E0n 
În aceste condiții Ip, a (2) se definește ca fiind lim I y (22), unde ë (0) = 
2 e =0+ PY a 


= (e0), cu Y o funcție din CS (RX), p{(0}= 1. Prin integrări prin părți repe- 

tate 7 „ (u) se reduce la o integrală convergentă și se verifică că rezultatul 
sYa 

trecerii la limită nu depinde de alegerea funcției p (cu proprietățile indicate). 
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Astfel de integrale se numesc integrale oscilante. Dacă O = XxY,cu X mul- 
time deschisă în R"1 și Y mulțime deschisă în R”2, atunci aplicația 


x — Au(x) = | | Sail a(x, y, 0) u(y} dy 40 


defineşte o funcție de clasă C” dacă ẹ este o funcție de fază și a € Sp (Qx RN). 
Funcționala liniară, 


ip, y, 0) 
e 


CX) su = Au, v) = 44 a(x, y, 0) v(x) u(y) dx dy d 


este o distribuție pe mulțimea deschisă X şi aplicația A astfel definită de la 
Co (Y)—>D*(X) este liniară și continuă ; ea se numeşte o.î.F. definit de simbo- 
iul a şi de funcția de fază e. Dacă funcției de fază ọ i se cere să îndeplinească 
condiția |e;| + |p4l30 pentru 9 = 0, atunci aplicația A este liniară și conti- 
nuă de la CF (Y} - C*(A) şi se poate prelungi la un operator liniar continuu 
A : E*(Y) — D*(X). În aceste condiții operatorului A îi corespunde un nucleu 
Kae®D*(X xY) definit de integrala oscilantă 


CKauy = |g (ee AT (x, y, 8) u(x, y) dx dy d0 


pentru orice ne Co (X xY). În acest mod s-a dat ceea ce se numește defi- 
niția locală a o.i.F. De remarcat că în cazul în care p(x, y, 0} este liniară se 
regăseşte definiția operatorilor psendodiferențiali. Dar diferite funcții de fază q 
și diferite amplitudini (simboluri) a pot da naștere unui aceluiași o.i.F. Se 
poate da, o definiție geometrică a o.i.F. legată de aşa-numitele varietăți lagran- 
giene din fibratul cotangent (v. spaţiu simplectic) care explică ambiguitatea 
semnalată mai înainte. O.i.F. joacă un rol insemnat în studiul și reducerea 
operatorilor diferenţiali (sau pseudodiferențiali) la forme mai simple. Pro- 
prietatea, cheie este posibilitatea de a calcula frontui de undă a unei 
distribuții definite de o integrală oscilantă. Astfel, fie aesg cu p>0 
şi pe C(x (RPN 401) o funcţie de fază cu proprietatea că di, spelz, 6) #0 
pentru orice (x, 9) eQ x (RN 40]). Dacă se definește suportul esențial al simbo- 
iului a, notat cu es supp a, ca cea mai mică submulțime conică a mulţimii 
QXRIN {0} în afara căreia ae S-?, atunci A fiind distribuția definită de 
integrala oscilantă 


| ţ git? Haiz: t uly) dx dð ue (9), 


frontul de undă WF(a) fiind inclus în mulțimea, 
((, dap(x, 0)) cu (x, 0) ses supp a, dolpir, 0) = 0}; (*) 


se vede că mulțimea punctelor critice în raport cu variabila de fază joacă 
un rol determinant în calculul frontului de undă. Pentru o.i.F. definiţi global, 
locul mulțimii (+) este luat de o varietate lagrangiană din fibratul cotangent, 
ceea ce face ca distribuțiile date de integrale oscilante să se numească și dis- 
fribuții lagrangiene. Unei transformări canonice (v, transformare canonică) 
i se asociază în mod natural un o.i.F.; această asociere bucurindu-se de pro- 
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prietățile ce permit utilizarea. acestor operatori la reducerea operatorilor pseudo- 
diferențiali la forme mai simple. (G.G.) 

operator închis Fie X și Y spaţii liniare topologice, E o submulțime a 
li X și U:E =Y un operator. Mulțimea G(U) = {(x, U(x)) | xe E} se 
numeşte graficul operatorului U. Dacă G(U) este o mulțime închisă în spațiul 
topologice produs XxY, atunci U se numeşte oii. Dacă X și Y sînt spații 
Banach iar U : X — Y un operator liniar închis, atunci U este un operator 
continuu  (feorema graficului închis). Dacă X = Y = Cpl 1]) (spaţiul 
funcțiilor reale continue pe [0; Í] cu norma obișnuită) (v. spațiu Banach) 
iar E = CR ([0, 1]) submulțimea funcțiilor cu derivata continuă, atunci opera- 
torul de derivare care aplică E în Y este închis, dar nu este continuu. (R.C.) 

operator liniar y. operator 

operator liniar și continuu de rang finit v. operator compact 

operator mărginit (între două spaţii liniare topologice X și Y), operator 
U :X = Y cu proprietatea că pentru orice mulțime mărginită A c X mul- 
țimea U(A) este mărginită în Y. Orice operator liniar și continuu între două 
spații liniare topologice este un o.m. Dacă X este un spațiu bornologic iar Y 
un spațiu local convex, atunci orice operator liniar și mărginit care aplică X 
în Y este un operator continuu, Unii autori delinesc noțiunea de o.m. prin 
condiții mai restrictive. (R.C.) 

operator (0)-mărginit v. operator regulat 

operator microdiferențial, generalizare, în cazul analitic, a operatorilor 
pseudodiferenţiali. Fie U o mulțime deschisă din fibratul cotangent T*X al 
unei varietăți analitice (reale sau complexe). Un microsimbol omogen de grad 
k este o funcție analitică pe U, deci de forma P(x, Ẹ), omogenă de grad k 
in raport cu variabila £. (Dacă mulțimea deschisă U nu taie secțiunea nulă 
a lui T*X, k poate fi negativ.) Un microsimbol este o sumă formală F(x, E) = 


+ co 
= X P(x, 5) de microsimboluri omogene, verificind evaluări de forma: Pentru 
00 


orice mulțime compactă K ce U și orice e > 0 există constante C, x> 0 
n 


e 
astfel ca: 1) Pentru n=0, supp | Fata, E) < Cex Fi 2) Pentru n negativ 
K n: 
supp | P(x, E| (Can) 0D(-n)! Ordinul lui T este mg dacă Fm sînt nule pentru 
K 


m> mo. Datorită faptului că microsimbolurile F(x, £) sint omogene, ele 
pot fi considerate ca funcții definite de fibratul proiectivr P*X (care, prin 
definiție, este spațiul cit al lui T*XNO prin relația de echivalență (x, £) ~ 
~ (x, AZ) pentru orice } 4 0, A real sau complex după cum varietatea X 
este reală sau complexă. Se obţine astfel, pentru orice mulțime deschisă U, 
mulțimea €(U) a tuturor microsimbolurilor definite pe U, deci pe T*X (sau 
pe F*X) un fascicol € = éy numit fascicol o.m. Faptul fundamental (şi care 
are loc dacă varietatea X este analitică) este că fiecărui microsimbol îi cores- 
punde într-adevăr un operator ce acționează pe fascicolul € (mai precis, pe 
microfuncţiile olomorfe). Din acest motiv, se identifică microsimbolurile cu 
operatorii asociați şi se foloseşte terminologia o.m. Aceștia pot fi de ordin 
infinit (astfel de operatori nu există în cadrul neanalitic). O.m. se comportă 
analog celor pseudodiferențiali față de operaţiile uzuale. Microsimbolurile 
omogene formează pe T*X un fascicol graduat de inele; acest fascicol este 
exact graduatul asociat fascicolului microoperatorilor, acesta din urmă fiind 
înzestrat cu filtrarea naturală dată de ordin. Dacă z este proiecția canonică 
pe baza lui T*X și dacă 7-1((Dx) este fascicolul imagine inversă prin z a fasci- 
colului operatorilor diferențiali, c x conține pe x1(Dx) ca un subfascicol de 
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inele; restricția lui Ex la secțiunea nulă (identificată cu varietatea X), coincide 
cu Dg. În sfîrşit, filtrarea pe Z naturală pe Cy o extinde pe cea a lui r-1((Dx). 
Dacă P este un operator diferențial de ordin m, se poate defini simbolul său 
principal o(7), care este un microsimbol omogen de grad m. Operatorul P 
este microeliptic pe o mulțime deschisă U din T*X dacă simbolul său prin- 
cipal o(P)(x, E) # O pentru orice (x, î)e U. Rezultatul de bază este că ope- 
ratorul P este inversibil în Ex(U) dacă și numai dacă este microeliptic în U. 
Pentru operatorii din Cy este valabilă o teoremă de pregătire de tip Weierstrass 
care implică coerenţa fascicolului Ey. Prin definiție, un sistem microdiferen- 
ţial pe o varietate analitică X este un fascicol de Ex-module la stinga local 
de prezentare finită, deci, avînd în vedere coerenţa lui Ex, un €x-modul coerent 
la stinga (v. microlocalizarea). (G.G.) ` 

operator monoton, operator U : X — X*, nnde X este un spațiu Banach 
real, reflexiv, jar X* conjugatul său şi care satisface condiția 


(U(x) — U(xa)) (71 — 4a) > 0, Yru e. 
Dacă un o.m. U satisface următoarele condiții: 


1) lim (U(a + 38) (x) = (Ula) (2), Vad, xex; 


2), „ma Nr (U) e) = + o, 


atunci U se numeşte operator coerciv. Dacă U : X — X* este un operator! 
coerciv, atunci U(X) = X* (rezultatul aparţine lui F. Browder).. (R.C.) 

operator normal (pe un spațiu Hilbert X}, operator liniar și continuu! 
U:X—X care permută cu adjunctul său Us, i.e. UU* = U*U. Dacă X 
este un spațiu Hilbert complex, un operator U :.X — X este un o.n. dacă și 
numai dacă se reprezintă sub forma U = U, + iU,, unde U, şi U, sînt ope- 
ratori autoadjuncți permutabili. {R.C.) 


operator nuclear, operator U între două spaţii local convexe X și Y care 


mo 
se poate reprezenta sub forma U(x) = X Anfal) Yn x€ X, unde în), ey este 
=1 
re n 
un șir de numere pozitive cu X An convergentă, {fn} ey este un șir egal con- 
n=1 
tinuu de funcționale liniare pe X, iar {yn}, ep este un şir de elemente conținute 
intr-o submulțime echilibrată, convexă și mărginită B a lui Y astfel încît sub- 
spaţiul liniar Sp(B) generat de B să fie un spațiu Banach dacă se ia ca normă 
funcționala lui Minkowski asociată mulţimii B. Dacă Y este un spațiu Banach, 
atunci condiția pusă șirului (pa), eN Se reduce la condiţia ca el să fie un şir 
L = “ 
mărginit de elemente din Y. Dacă X este un spațiu liniar normat, iar Y un 
spațiu Banach, atunci orice o.n. care aplică X în Y este limita unui șir de 
operatori liniari şi continui, de rang finit, în spațiul Banach F(X, Y) al ope- 
ratorilor liniari și continui cu norma |U |] = sup {U (+) | zl & 1} (RC) 
operator (0)-continuu v, operator regulat 

operator (0)-convex Fie X un spațiu liniar dirijat care este și un spațiu 
Banach în care conul pozitiv este închis în topologia normei, Fie E o sub- 
mulțime convexă a lui X. Un operator U : E — X se numește o. (0)-c. dacă 
U((t — A) x + ày) s(1 — à) U(x) + AU(y) oricare ar fi perechea x, y de ele- 
mente necomparabile din X (ie. x $ y și y $ x) şi oricare ar fi numărul A € 
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e [0, 1]. Dacă E este o submulțime convexă şi deschisă la dreapta a lui X 
iar U :E => X este un operator continuu în topologia normei și derivabil 
Fréchet la dreapta pe E, atunci pentru ca U să fie (o)-convex-este necesar şi 
suficient ca pentru orice pereche x, y de elemente din E cu y > x să aibă 
loc inegalitatea (Us(y) — Ug(2)) (y — x) > 0, unde U% este derivata, Fréchet 
la dreapta a operatorului U. (R.C.} i 


operator omogen v. operator 


operator parabolic, operator de forma u — sai + Ata, t, D)u, unde 
at 


A (x,t, D) = 3, aalt, x) D* este un operator tare eliptic în “cilindrul Qp= 
[zim l 

F Qx (0, 7), O fiind o mulțime deschisă din R”, O.p. generalizează operatorul 

m + A, operatorul căldurii și soluțiile ecuaţiilor Lu = f (ecuații parabolice) 

păstrează in mare parte proprietățile soluțiilor ecuației căldurii, soluțiile 

ecuațiilor parabolice de ordin 2 cu proprietăți ce permit încadrarea lor într-o 

teorie generală a potenţialului (v. teoria potențialului). Un caz particular 


important îl constituie operatorul policaloric LA + AP, unde A? reprezintă 
ot 


laplacianul iterat de p ori, studiat amănunţit de M. Nicolescu, care a dat, 
între altele, și formule de reprezentare integrală a soluțiilor ecuaţiei polica- 
lorice. O.p. sînt operatori hipoeliptici. O.p. de ordin 2 se dau adesea într-o 
formă mai adecvată utilizării metodelor variaționale: 


" 
2 ;; a \“ i ĝ 
Ina 2- F f atita, 2) s] + Y bila, y E a et (GG) 
i j=1 dai x; j=l azi 
operator pozitiv v. operator regulat 
operator pseudodiferențial, operatorul r: Co (0) — C”(Q) dat de formula 


Puia) = (amr [ei pl, D AEA (e 


unde î este transformata Fourier a funcției u, xE produsul scalar în R” 
ai vectorilor x și £ iar Q o mulțime deschisă în R”, Funcţia p(x, É) definită 
pe QXR” se numeşte simbolul operatorului F. În cazul în care p(x, É) este de 
forma p(x, E) = Jaqlx) Ea, cu coeficienți aa indefinit derivabili în Q, opera- 


torul P este operatorul diferenţial P = F(x, D) = Şi az(2)Dă. O.p. generali- 


æ 
zează astfel operatorii diferențiali, În ceea ce privește simbolul p, se pot impune 
diferite condiții și de fiecare dată se obține o altă clasă de o.p. Clasa de simbo- 


luri cea mai des utilizată este clasa Sg gl) a funcțiilor pe C*(OxR?) cu 
proprietatea că, pe orice mulțime compactă K c Q şi orice multiindici g = 
= (2p on an) B= (Bp Ba), există o constantă Cx x 6 astfel încit 


sup |DZDĘ P(x. £) | < Ch, a, plt +181TPIi+AR, 
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unde Ops, 0&8< 1. Pentru p= 1, 3=0 se utilizează adesea notația S™(0)}. 
De asemenea, se notează S% (Q) = U se (9) și Sza (M) =ù) SS 3 iQ), 
, pf P FA n 


clasele de o.p. notindu-se Las), respectiv 1319). Operatorul Pu dat 
prin (+) definește un operator continuu de la Co (Q) la C” (0), ce poate îi pre- 
lungit la o aplicaţie liniară continuă de la C*(Q) — 2*(9). Mulțimea, opera- 
torilor de acest fel, definiţi cu ajutorul unor simboluri aparținînd lui s% si), 
se notează cu PS(m, p, 8) sau cu Be ş9). Se poate da o altă reprezentare v.p., 
în care să nu mai figureze transformata Fourier îi. Pentru aceasta, fie opera- 
torul 


Au(x) = (fee 9 a(x, y, 0) u(y) dy 40 (+) 


înțeles ca o integrală oscilantă (v. operator integral Fourier) definit pentru 
orice ue Cg (0), unde ae sg s(0x OxR?2) (ultima notație însemnind că 


derivatele lui a în raport cu variabilele x şi y, respectiv 0, verifică aceleași 
inegalităţi ca derivatele lui p în raport cu x, respectiv &, din definiția clasei 


Ci (Q) Un operator A: Co (Q) — D*(0) este regularizant dacă şi numai 
dacă Ae 17,319) pentru orice p, 3. Dacă definim echivalența a doi operatori: 
A=B prin condiția ca A — B să fie regularizant, orice operator A € Li s(9) 


este echivalent cu un operator propriu (sau propriu suportat), i.e. cu un ope- 
rator al cărui nucleu are proprietatea că proiecţiile naturale pe bază, restrinse 


la suportul său, sînt proprii. Atunci, pentru orice 4€ Li (Q) propriu, ce 
corespunde simbolului a, există 64€ Se (Q) astfel ca 


Au(z) = (2nyP | eo (x, E) a (E) dE 


pentru orice u e C (Q). Simbolul (a, E) se recuperează din a(x, y, 6) cu aju- 
torul formulei 


olx, E) = (fa x+ y, -4 9) e”ity day d9, 


unde ultima integrală trebuie înțeleasă ca o integrală oscilantă. Din acest 
motiv s-au notat la fel spaţiile de operatori (definiţi în cele două moduri dife- 
rite) căci ele coincid în cazul 6 < p. Rezultă în plus că pentru 4 < p are loc 
izomorfismul 

LZ OLS I Sp aSa (A). 
Orice reprezentant prin acest izomorfism al unui operator A € Le (9) se 


numește simbolul operatorului A și se notează cu 64. Se poate arăta că izo- 
morfismul o de mai sus induce un izomorfism 


ag: LZ (OLETA) Z SY Sg TENO). 


Pentru un operator A e L% (Q) orice reprezentant al lui o9(A), À fiind clasa 
lui A modulo L” 6-0), se numește simbolul principal al operatorului A ; 
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acest simbol este definit pe fibratul cotangent T*(Q). În sfîrşit, de asemenea, 
în ipoteza 5 < p, un operator liniar continuu A : CP (Q) = Co(Q) este în 
ze (0) dacă și numai dacă, funcția e” ia &) Al feise) aparține spațiului 

H a(9). Proprietățile fundamentale ale o.p. sînt că formează (față de com- 


punere) o algebră închisă la luarea, adjunctului și că parametricele a numeroși 
operatori diferenţiali se găsesc în această algebră. Mai mult, invarianța pro- 
prietăților o.p. faţă de difeomorfisme permit definirea lor și pe varietăți, 
această generalizare fiind esențială în studiul problemelor la limită. Pentru 


simbolurile din Sg. (Q) au loc evaluări asimptotice de tipul următor: Dacă 

mp — © şi pre S55 (0), atunci există un simbol pe S93 (0) astfel ca 

p— X 23 să aparțină lui Sp (0) şi în acest caz se utilizează notația p ~ 

tmk ; 

x Èf; În particular, simbolul ce apare în (x) este legat (modulo simboluri 

din Sg g(9)) de simbolul a (x, y, E) ce apare în (+e) prin dezvoltarea asimp- 
totică (în ipoteza 3 < p)), te. 
i 

ta, E) — $ Zi DeDyala, y, 5) 


, 
y>=z 


1 
pint 
lava! PEPIS) 


—ip—8) N 

„e se ri INQ). 

y=x 

Prin operatori diferențiali clasici (primii o.p. introduşi de Kohn-Nienberg) se 
înțeleg operatori Pe Lu o(Q) ale căror simboluri p(z, 8) au o dezvoltare asimp- 
totică de forma: 


pix, E) ~ » X) Pm-a(a, 5), unde yecC”R), x(É)= 1 pentru |j >l, 


x(5) = 0 pentru |E] ss 1/2, pm-ze C”(Q x (RN {0})) şi au loc condițiile de 
omogenitate fm-j(x, £ É) = tipla, E). Primul termen din dezvoltarea 
asimptotică de mai sus este simbolul principal al operatorului P, în sensul 
definiției date mai înainte. O.p. proprii (sau propriu suportați) se prelungesc 
la operatori liniari continui de la C*(0) — C*(Q), de la €+*(0) = E*(0) 


şi de la (0) + D*(0). Dacă AeL, şi BeL, atunci C= 
= ABe Lit (în ipoteza 0 ss 8 ss p <1). Dacă 5< p simbolurile a(x, E), 


bx, £) şi ca, č) sînt legate prin 
1 
ce, E) ~ È, — (Date, E) [Diox E. 
aal è ž 
În particular, dacă A, B sînt simbolurile clasice cu simboluri principale a (x, %), 


respectiv b, (x, É), atunci C rezultă clasic, de simbol principal Cm FRA E) = 
= amplu, E) bl, E). Pentru A e LE a(Q) există A4*e LY p adjunctul (sau 
transpusul formal) al lui A ce verifică (4u, v) = (u, A*u) pentru orice w, ve 
e CF (N), (u,v) fiind produsul în spațiul 72(0), Dacă p < 8, simbolul p*(z, E) 


este dat de p*(x, £) ~ 5 m DD%#(x, 6). Rezultă de aici că La(9) cu 
Fa | 
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3  p este o algebră cu involuție. Dacă Q = R? și a(x, y, £e S% a(R" x 
XR” xR”), atunci operatorul A definește un operator liniar continuu de la 


LR”) > L2(Rn), dacă 0< ps1 0<8 <1, m<0, p- p0 în 
n 

particular, operatorii de forma (+) cu simboluri p(x, E) ce verifică evaluă- 
rile |DEDEp(x, E)1<Ca, p(t +16] y”7Pli+ SPI, uniform pe R”, definesc ope- 
ratorii continui pe L2(R%). De asemenea, dacă 0 < 8 < p <1 și evaluările 
de mai înainte sînt uniforme pe R”, operatorul (+) definește un operator 
liniar continuu de la H5(R2) — H5-"(R7) pentru orice seR. În sfîrșit, 
dacă 1— p<% < p <l, spațiul L” este invariant faţă de difeomorfisme; 
în particular, o.p. clasici au această proprietate, ceea ce permite definirea 
lor pe varietăți. O.p. se bucură de importanta proprietate de pseudolo- 
calitate: pentru ue D*(0) (sau €*(0)) sing supp Au c sing supp u. Un 
o.p. clasic se numeşte eliptic dacă simbolul său principal pm(x, E) # 0 
pentru £ 0. Orice o.p. eliptic este (modulo operatori regularizanți) inver- 
sabil în algebra o.p. Se cunosc condiţii suficiente mai generale decât eliptici- 
tatea ca un o.p. să aibă parametrice; o consecință a existenţei unei para- 
metrici în Li (O) este hipoelipticitatea operatorului respectiv în Q, [care 
în cazul o.p. se poate defini prin aceea că sing supp Fu = sing supp u 
pentru orice distribuție 4. (G.G.) 

operator regulat Fie X și Y două spaţii liniare ordonate. Un operator 
U:X — Y se numește operator pozitiv dacă din 0 < ze X rezultă U(x) > 0. 
Se numeşte o.r, un operator U : X -= Y care se poate reprezenta ca diferenţă 
a doi operatori aditivi și pozitivi. Un operator U : X — Y se numește ope- 
rator (o)-mărginii dacă pentru orice submulțime mărginită A c X, mulțimea 
U(A4) este de asemenea mărginită. Orice o.r. este un operator (0)-mărginit, 
Un operator U : X > Y se numește (o)-continuu (resp. (w)-continuu) dacă 
din x = (o)-lim ap (resp. x = (w)-lim x) în spațiul X rezultă 

n se A 


U(a) = (o)-lim U (xn) (resp. U(x) = (o)-lim U(z3)). 
n SeA 


Din definițiile diferitelor tipuri de operateri se obțin, în cazul Y = R, defi- 
nițiile noțiunilor de funcțională pozitivă, funcțională vegulată, funcțională 
(o)-mărginită, funcțională (oy-continuă, funcțională (ow)-continuă. Dacă X este 
un spaţiu liniar dirijat iar Y este un spaţiu liniar ordonat arhimedian, atunci 
orice o.r, U : X — Y este liniar. Dacă X și Y sînt două spații liniare reticulate, 
un operator U : X — Y se numeşte operator disjunciiv dacă din x, L za, 


Z 2 € X, rezultă U(x) | U(x,). Fie în cele ce urmează X un spaţiu linias 
reticulat și Y un spaţiu liniar complet reticulat. Un operator aditiv U : X — Y 
este regulat dacă şi numai dacă este (o)-mărginit. Să notăm cu R(X, Y) mul- 
țimea o.r. care aplică X în Y. Ea este un spaţiu liniar complet reticulat în raport 
cu operaţiile obişnuite cu operatorii și în raport cu ordinea dată de conul opera- 
torilor pozitivi (i.e. U} < U, dacă U, — U, este operator pozitiv). Pentru'e 
familie majorată (Uj); 7 de elemente din spaţiul R{X, Y), marginea superi- 
oară este dată pentru 0 & xe X de formula 
n i kád 
(Y, Uz) (a) = sup [5 Up) s eX; Y rasa hek rex}. 
i=1 


i=1 
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Dacă familia, {U;}; ey este dirijată la dreapta, atunci 
(V, Vo = Nr. os sex 
jeJ jeJ 


Dacă U e'R(X, Y), atunci pentru 0 ss ze X au loc ṣi formulele 


(Ul (x) = sup (IU(a) || la] < x) = 


n 
0< x;eă; Ş, xi = x; neN 


Dacă U = (oj-lim Up (resp. U = (w)-lim Uz), atunci U(x) = (him Val 
n sA n 
(resp. U(x) = (w)-lim Ua(%)) oricare ar îi elementul xe X. Dacă U e R(X, Y) 
SEA 


şi dacă U este un element discret (resp. difuz) în spațiul liniar complet reticulat 
RIN, Y), atunci U se numește operator discret (resp. operator difuz). Dacă 
Ue'R(X, Y) şi dacă U este un operator disjunctiv, atunci și |U| este un 
operator disjunctiv. Mulțimea R(X, Y) (resp. RolX, Y)) a o.r. (o)-continui 
țresp. regulați (w)-continui) care aplică X în Y este o componentă în spațiul 
R(X, Y). Dacă X este arhimedian iar U e R(X, Y), pentru ca U să fie (co)-con- 
tinun este necesar și suficient ca următoarea condiție să fie îndeplinită: dacă 
Ve PRIX, Y) şi dacă există un subspațiu normal şi total G e X astfel ca 
VG) = {0}, atunci U L V. Un operator liniar U care aplică un spaţiu liniar 
o-reticulat Z în el însuși se numește translator dacă, satisface condițiile urmă- 
toare (in care [z] înseamnă proiectorul generat de un element z): 1) [x] s 
siri > [Ut(a )IsLU(a2)]; 2) Pentru orice yeZ există ze Z astfel ca [y] = 
== [U{x)}. Orice translator este un operator disjunctiv și orice translator pozitiv 
(i.e. un translator care este și operator pozitiv) este un operator (0)-continuu. 
R.C.) 
l operator scalar (in sensul lui Dunford) v. măsură spectrală 

operator simetric Fie X un spațiu Hilbert și U un operator definit pe un 
subspaţiu liniar dens Ey al lui X, cu valori în X. Fie Ey» mulțimea tuturor 
elementelor ye X pentru care există y*e X astfel ca (U(x), y) = <x, y*», 
Va e Eu. Dacă pentru un element y există y* satisfăcînd condiția precedentă, 
atunci y* este unic. Mulțimea Ey» este un subspațiu liniar al lui X iar opera- 
torul U* : Eys— X dat de Uf(y) = y* este liniar și inchis și se numește 
adjunctul lui U. Operatorul U se numește simetric dacă < U(x), y> = 
<x, Uly)», Yx, yeEy. Pentru ca U să fie simetric este necesar și suficient 
ca adjunctul său U* să fie o prelungire a lui U. Operatorul U se numește 
autoadjunct dacă U = U*. Dacă U este antoadjunct, atunci U este simetric. 
Reciproc, dacă U este simetric, atunci pentru ca, U să fie autoadjunct este 
necesar și suficient ca U să fie închis iar U* simetric.  (R.C.) 

operator spectral (în sensul lui Dunford) v. măsură spectrală 

operator unitar (pe un spațiu Hilbert X), operator U: X — X cu propri- 
etățile: U(ă) = AX şi U(x), U(x) = <x, y), oricare ar fi x,yeX. Orice 
o.u. este un operator liniar, continuu şi inversabil, Pentru ca, un operator liniar 
şi continuu U: X — X să fie unitar este necesar şi suficient ca UU* = U*U = I, 
unde U* este adjunctul lui U iar Z operatorul identitate. În particular, orice 
o.u. este un operator normal, (R.C.) 

operatori diferențiali liniari cu coeficienți constanți, operatori difereațiali 
pentru care se cunosc cele mai multe și complete rezultate generale. Acest lucru 
se explică prin faptul că în cazul coeficienţilor constanți, se poate utiliza 
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în mod direct transformarea Fourier, care transformă numeroase probleme 
de existenţă sau regularitate în probleme de diviziune, respectiv în probleme 
de comportare la infinit a transformatei Fourier. Posibilitatea utilizării trans- 
formării Fourier în situații generale a fost posibilă prin apariția teoriei distri- 
buţiilor. În ceea ce privește rezultatele de existență ale ecuației P(D)u = f, 
T(D) fiind un v.dl.c.c., au loc următoarele rezultate generale: 
Teorema 1. Fie Q o mulțime deschisă din R”, D4(0) spațiul distribuțiilor de 
ordin finit din Q, 7(D) DEQ) = D4(0) dacă și numai dacă Q este F-convexă 
(i.e. dacă pentru orice compact K e Q, există un alt compact K’ c Q cu 
proprietatea că supp P(--D)u e K implică supp uc K pentru orice u e Co (00)) 
Teorema 2. Dacă Q este T-convex, ecuația i (D) u = fare o soluţie u e C“(0) 
pentru orice fe C“(0). 
Teorema 3. P(DYD*(0) = D*(0) dacă și numai dacă Q este F-convexză 
și tare T-convexă (î.e. pentru orice mulțime compactă K c Q există o mul- 
time compactă KX’ c Q cu proprietatea că sing supp P(—-D)u c K implică 
sing supp u c A” pentru orice distribuție u cu suport compact). 
Cum orice mulțime deschisă convexă este tare T-convexă, rezultă că teorema 3 
este adevărată pentru orice mulțime deschisă convexă. Se cunosc condiții 
necesare și suficiente privind operatorul F(D) și mulțimea deschisă Q pentru 
a avea loc egalitatea I(D)A(0) = A({Q), unde di(62) este spațiul funcțiilor 
real analitice pe Q. Există exemple (De Giorgi) cind F(D) nu este surjecție 
de la (0) la AQ). 
Teorema 4. Ecuația I(D)u == f are o soluție distribuție cu suport compact 
dacă și numai dacă f este o distribuție cu suport compact și f(()/7(() este 
o funcţie întreagă; aici AE) este transformata Fourier-Laplace a distribuției f, 
În ceea ce privește rezultatele de regularitate (v. operator hipoeliptic, propa- 
gare de singularități), respectiv existența soluțiilor fundamentale (v. soluție 
fundamentală). (G.G.) 

operatorii ô = d’ şi 3 = d” v. funcţie vlemortă (de mai multe variabile 
complexe) 


2 ĉ A 5 PEN 
operatorii — şi — v. funcție olomorfä (de o variabilă complexă) 
dz ĉž 
d 2 a i i EF 
operatorii ~— şi — v. funcţie olomorfă (de mai multe variabile com- 
Zj ĉj 
plexc) 


operatorul identitate v. operator 

operatorul Laplace-Beltrami Dacă M este o varietate riemanniană de 
dimensiune n, avind metrica ds? = Jigi; dz dz? cu giz == gji și dacă (gi)= 
== (gl iar g == det [gi], atunci o,L.B. pe M este definit de 


u = Au = — Ly EN (ves a > 
Ng zi axi 

unde (xf, ..., +?) sînt coordonate locale pe M. În cazul metricii euclidiene se 
regăseşte operatorul —A. O.L.B, sc generalizează la forme diferenţiale și în 
acest context joacă un rol deosebit (teoria Hodge). Dacă » este operatorul lui 
Hodge, iar d operatorul de derivare exterioară, se notează cu ò operatorul 
de derivare covariantă definit, pentru orice forme ọ de tip p, prin 6p = 
= (— DRP a d d. O.L.B. este definit ca A = dă -+ èd. Formele anulate 
de A sc numesc forme armonice. Fie acum M înzestrată cu o structură complexă, 
Atunci pe spaţiul A(?2) al formelor diferenţiale de tip (p, 9) cu coeficienți 
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indefinit derivabili se consideră operatorii CI = 89* + 2*8 (iaplacianul real) 

i o= 3*3 (l i x g* spectiv ĝ3* sînt operatori 

si 3 =54* + 3*9 (laplacianul complex), unde ĝ*, resp 

T adjuncți (față de metrica naturală, de pe fibratul cotangent) al opera- 
i iv 3. Ar 3 i = = „În cazul în care varie- 

torilor 3, respectiv d. Are loc relația å = 20 20 n | 

tatea M sie, compactă se poate realiza, coomologia varietății M cu ajutorul 

formelor armonice (teorema lui Hodge). (G.G.) 


p u definit 

operatorul lui Laplace, operatorul u — Au = ERE +. + PR 
pentru orice funcţie de clasă C2. Este un operator invariant la transiof adi 
ortogonale (i.e. (AfKT x) = A(f(Tx)) pentru orice f de clasă C”, orice ze 
și orice transformare ortogonală T. Reciproc, orice transformare A cae i 
riază pe A trebuie să fie ortogonală. Din panct de vedere al analizei sl i 
nale este mai naturală considerarea operatorului —A ; într-adevăx, pentru că 
transformata Fourier a lui —A este |El, —A se poate prelungi la un operator 
pozitiv (în spațiu L) (GG) 

ordine liniară v. spațiu liniar ordonat | 

ordine punctuală v. spațiul liniar ordonat a A 

ordinul unui pol. v. foncţie olomorfă pe o coroană circulară 

ordinul unui zero v. zerourile unei funcții olomorfe PRR 

ordonarea numerelor reale constructive Fie ȘI y numere reale constitue: 
tive. Avem y < 2 (sau x> y) dacă 4 — vyeRţ; avem y & 7 n x 2.7) 
dacă x — ye Rt (v. aritmetica numerelor reale constructive porin in = 
prietäți: Dacă x <y şi y < z sau y gy ayz, atunci x < Z D pae z 
şi y < t rezultă x +ysz + îi max {x, y} > x > min (4, 9). ie A eri 
și y < x, atunci 4 = y. Punem x # y dacă v < y sau r> J ma x 
şir {an} de numere reale constructive și două numere construc y xo < Yo 
există a real constructiv pentru care 49 <x So Și x É an pentru biri n 
întreg pozitiv. (Echivalentul B Pa - mea lui Cantor privind nenu- 

ărabili imii numerelor reale. .M. | . 

pe ai zii varietăți diferențiabile) Tie dată o varictate diferen- 
țabilă M de clasă CT, L <y < œ, şi dimensiune n ȘI fie 


Rep T(M):= U Rep T(M)s 
xe M 


"(MD este spaţiul tangent real al lui M în punctul x iar Rep T(M)z 
agil R dacat preda acestui spațiu vectorial (v. orientate le goui 
spațiu vectorial real finit-dimensional)). În cazul n=0,oo.a ct ia te 
aplicație arbitrară e : M —(— 1, I} że o atribuire de semne pinoi or x M: 
Pentru n > 1, o0. alui M este o aplicație e: Rep T(M) > = 1, tł} cu p opri 4 
tăţile următoare: 1) Pentru orice punct ze M, el T(M)z este oo.a sa. ri 
tangent T(M)z: 2) Pentru orice punct a € M, există o hartă a (xp, -o Xn) E SiM 


astfel încît ae Ug și € A (2) sm 2 (x) |= 1 pentru toate punctele x e Ug 
si Xn . : 
Se spune că o varietate diterenţiabilă este orientabilă saca, i lea cel pora 
o o. pe M. Orice varietate diferențiabilä de dimensiune n = € ja a oia pica 
O varietate diferenţiabilă M de dimensiune 4 > 1 este orien abi A : P 
numai dacă există un atlas de sim cu proprietatea că, pon it iee Să ala 
de hărți a, pe si, matricea jacobiană a aplicației de tranziţie po a $ re nS, 
minant pozitiv. De asemenea, M este orientabilă dacă pinana t aga ensa 
o acoperire {Uher 2 i M și o familie fojir cu propi iihi e uemă A E 
1) Pentru orice ie I, cos este o u-formă diferenţiuli la delimit ii continu pe 


nn tm i Eni i E 
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U; şi w(x) Æ 0 pentru orice xe U4; 2) Pentru orice pereche de indici i, fe I 
cu proprietatea că Uin Uj + Ø, există o înncție reală strict pozitivă ps: U; n 
0U; — R astfel incit os = pro pe UN Uz. Dacă M este orientabilă și cu 
bază numărabilă, există o n-formă diferențială co pe M, de clasă C<, astfel 
incit o(x) + 0 pentru orice xe M; o astiel de n-Íormă diferenţială œ se numeşte 
element de volum pe M. Ex.: 1° R? cste o Co-varietate orientabilă pentru orice n. 
2° Sfera S” este orientabilă pentru orice n. 3° Banda, lui Möbius.nu este orien- 
tabilă. 4° Spațiul proicetiv real P” este orientabil dacă și numai dacă n este 
impar. 5° Orice grup Lie real este o varietate orientabilä. 6° Pentru orice 
varietate complexă M, C”-varietatea subiacentă lui M este orientabilă. 
7° Pentru orice varietate diferențiabilă M, de clasă CT, r=2, fibratul tangent 
T(M) este o varietate orientabilă (de clasă CT-1), Se numește varietate diferen- 
țiabilă orientată orice varietate diferenţiabilă M înzestrată cu o o. fixată 
(o. structurală). Fiind dată o varietate diferențiabilă orientată M cu o. struc- 


turală e, o hartă a == (xj, Xn) E Ay se numește pozitivă dacă i (rh sau 
CESI 


ĉ A 3 â a 
es = (x) |= 1 pentru orice xe Uz, și negativă dacă e| — (),..., ţa) == 
Xn i g GESI Xn 
= =i pentru orice xe Ua, dacă harta a = (x, en xn) este pozitivă, atunci 
harta B: = (— x], Xa su, Xn) este negativă. Domeniile hărților pozitive ale lui 


M formează o acoperire deschisă a lui M. O n-formă diferențială « pe M se 
numește pozitivă (resp. negaiivă) dacă ogle) > 0 (resp. ox(e) < 0) pentru orice 
xeM şi orice reper pozitiv ee Rep T(M)s. Modulul (sau valoarea absolută) 
a unei n-forme diferențiale o pe M este n-forma diferențială œ| pe M, definită 
prin jols = lor| pentru orice xeX; dacă g = {xp .-, Xa) este o hartă pozitivă 
a lui M şi dacă o = Pdr, A A dxa pe Ug, atunci jo] = |P|dz, A. A dag 
pe Ua. (M.J) 

orientare (a unui spațiu vectorial real finit-dimensional V), o aplicaţie e 
de la mulțimea Rep (V) a tuturor reperelor lui V ín mulțimea {— 1, 1} cu pro- 
prietatea că e(e) = e(¢') dacă și numai dacă e ~ e’. Dacă V are dimensiunea 
n > |, prin reper al Iui V se înțelege un n-uplu e == (e, -.-, €p) de vectori liniari 
independenți din V; în cazul a = 0, V = {0} și se ia, prin definiție, Rep(V): = 
= {9} Dacă e și e' sînt două repere ale lui V, există un unic endomorfism 
A: V — V astfel incit A(e) = e’. Reperele e și e’ se numesc echivalente, e ~ e 
dacă det (4) > 0. Există exact două o. pe V. Un spațiu vectorial orientat este 
un spațiu vectorial real finit-dimensional înzestrat cu o o. fixată (o. structu- 
vală). Dacă V este un spațiu vectorial orientat cu o. structurală e, un reper 
e e Rep (V) se numeşte pozitiv cînd ele) = 1 şi negativ cînd s(e) = — 1. Pe un 
spațiu vectorial orientat V de dimensiune n se pot atribui semne u-tensorilor 
alternați co- sau contravarianți. De pildă, dacă e este un n-tensor alternat 
covariant, i.e. oe A"(V*), ca se numește pozitiv cind o(e,, -.-, e2)>0 şi negativ 
cînd ele, +. en) < O, unde e = (ej, ... ea) este un reper pozitiv al lui V; 
definiția nu depinde de alegerea lui e. Pentru orice o e A2(V*), modulul (sau 
valoarea absolută) a iui œw este n-tensorul alternat covariant |œ} definit prin: 
lol = e dacă w este pozitiv, jw| = —cw dacă w este negativ si lo] = 0 dacă 
w = 0. Dacă V şi V’ sînt două spații vectoriale orientate de dimensiune n, 
se spune despre o aplicaţie liniară hijectivă A: V — V’ că păstrează o. cînd 
duce repere pozitive în repere pozitive şi că A inversează o. cînd duce repere 
pozitive în repere negative. O o. e pe un spațiu vectorial V este univoc deter- 
minată de valoarea, ei pe un singur reper. Spațiul numeric real R” se consideră, 
de regulă, ca spațiu vectorial orientat, și anume avînd ca o. structurală o. 
e pentru care reperul canonic este pozitiv, reperul canonic al lui R”? fiind 
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n-uplul e = (ej, ~ €n), unde e = (1,0...,0), ca = (0,..., 0, 1). Această 
o. se numește o. canonică (sau o. standard a lui R”. {M.J} 

orientare bord v. domeniu 

origine v. spatiu liniar topologic 

oscilația unei funcții Fie X un spațiu topologie, Y un spațiu metric, 
Ace X, fi A = UV şi xe A. Se numește oscilația funcției f în punctul x numă- 
ral o(x; f) = inf (SUV NA). Ve Ya, unde Yg este mulțimea vecinătă- 
ților punctului x iar Î(f(Vn4)) este diametrul mulțimii f(V NA). Dacă 
Y = R, w(x; f) = Mpix) — mrlz), unde Mr(z), ml) sint respectiv marginea 
superioară şi marginea inferioară a funcției f în punctul x. Funcția f are limită 
în punctul x dacă şi numai dacă w(x; f) = 0. Funcţia w{x; f} este semicontinuă 
superior pe A. Fie X o mulțime, Y un spațiu metric, f: X — Yy Acă. 
Se numește oscilația funcţiei f pe multimea A, diametrul mulțimii (4). (Gh.Gr.) 


parametrică În cazul operatorilor diferenţiali liniari (sau, mai general, 
pseudodiierențiali) cu coeficienți variabili rolul soluţiilor fundamentale este 
luat de ceea ce se numește o p. Fie, mai general, R un operator 2*(0) — C*(Q), 
Q mulțime deschisă în R”; un astfel de operator se numește regularizant. Un 
operator B : D*(0) — D*(Q) se numește p. la dreapta (resp. la stînga) a unui 
operator A: D*(0) — D*(0) dacă AB — I = R (resp. BA — I = R), R fiind 
un operator regularizant și Z operatorul identitate. O p. (pentru operatorul A) 
este un operator B care este p. atit la dreapta cit și la stînga, Existenţa unei 
P. la dreapta asigură doar rezolubilitatea locală în Q, iar existenţa unei p. 
la stinga permite obținerea de informații privind regularitatea soluțiilor. Dacă 
„P(x, D} este un operator diferențial liniar cu coeficienți variabili, p, sale vor 
fi în general operatori pscudodiferențiali sau, mai general, operatori integrali 
Fourier. (G.G.) 

paranteza Poisson v. fibrat vectorial 

parte cofinală v. șir generalizat 

partea negativă (a unui element) v. spațiu liniar ordonat 

partea pozitivă (a unui element) v. spaţiu liniar ordonat 

partiție a unei mulțimi v. derivarea măsurilor, integrala Kolmogorov 

partiție a unităţii (pe o varietate diferențiabilă) Fie M o varietate diferen- 
țiabilă de clasă C”, isrs œ. O p.u. (mai precis, o C?-partiție a unităţii, 
sau o p.u. de clasă C") pe M este o familie (fier de funcţii reale pe M cu pro- 
prictățile următoare: 1) fe CT(M) şi f; > 0 pentru orice teI; 2) Familia 
{supp fi);er este local finită; 3) Ş, fi(x) = 1l pentru orice ze M. Se spune 

ier 

despre o pu. {fiher pe M că este cu suporţi compacfi dacă supp f; este o 
ianulțime compactă pentru orice i e Z. De asemenea, fiind dată o acoperire des- 
chisă “X = (Valea & lui M, spunem că o puu. {fiho este subordonată aco- 
peririi Y dacă este dată o aplicație p: I — A astfel încit supp fi € Upg) 
pentru toți te Z. 
Teoremă (de existență). Fie M o varietate diferențiabilă cu bază numărabilă 
ȘI O ={Ua}ge q 0 acoperire deschisă a lui M. Atunci: 1) Există o p.u. cu suporţi 
compacți și subordonată acoperirii Z; 2) Există o pu. (galgea astfel încît 
Supp ga E Ua pentru toți ae A. 
Un caz particular de p.u. este furnizat de 
Lema lui Urison (pe varietăți diferențiabile). Fie M o C'-varietate separată 
cu bază numărabilă iar A, B două submulțimi închise disjuncte ale lui M. 
Atunci există o funcție reală fe C'(M) astfel încît 0sfslpe M,f=0 
pe A și f = Í pe B. Dacă mulțimea B este compactă, se poate alege pentru f 
o funcție cu suport compact. (M. 7.) 

partiție continuă a unităţii Fie X un spaţiu topologie. Se numește 
p.c.u. pe X (sau descompunere continuă a unitătii) orice familie (fi);e y 
de funcţii continue, definite pe X cu valori reale, avind proprietăţile: 
i) O s f(x) <1 pentru orice xe X şi orice te Z; ii) Familia {supp fi}; aq este 
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local finită; îii) y fi(x) = 1 pentru orice x e X. (O familie {A ez de părți 
ale spațiului X drives local finită dacă pentru orice x e X există V o veci- 
nătate a lui x astfel încît mulțimea {iet |V NAi Æ Ø} este finită. Se no- 
tează cu supp f suportul funcției f.) Fie {Ai}; ez © familie de părți ale spațiului 
topologie X. Se spune că familia (fie n de funcţii definite pe X cu valori reale 
(sau complexe) este subordonată familiei (Ad; dacă pentru orice iel, 
supp fu e As. Fie X un spațiu topologice normal ŞI (A iher? acoperire deschisă 
local finită a lui X. Există atunci o p.c.u. pe X, subordonată familiei A); er. 
în cazul în care X este un subspațiu deschis în R” există partiții ale unităţii 
cu funcţii de clasă C* subordonate într-un anumit sens unor acoperiri nu nea- 


părat local finite. Fie X e R” o mulțime deschisă organizată ca spațiu topo- - 


logic, cu topologia indusă, și (4diep 0 acoperire deschisă local finită a lui X. 
Există atunci o p.e.u. pe ‘X, subordonată acoperirii Mier Și astfel încît func- 
tiile din partiție sint de clasă C° cu suport compact. Dacă, (41); ep este o aco- 
perire deschisă a lui X(X e R”, X deschisă) există atunci o acoperire deschisă 
local finită {Bj} eJ astfel încît pentru orice j e J există i e I astfel ca By c Aş. 
Fie ca mai sus X c R”, X deschisă şi {4iher 0 acoperire deschisă a lui X. 
Există atunci o partiție ay eJ? unităţii pe X, formată din funcții de clasă C ° 
cu suport compact și astfel încît pentru orice j e J există i e I astfel ca supp f; © 
e A; Se spune că Heg este o C*-partiţie a unității subordonată (asociază) 
acoperirii {Aihe (Gh-Gr)- 

pereche u-adaptată Fie T şi X două spaţii local compacte, ri T = X 
şi g: T = R4 (funcția g este pozitivă şi finită). Vom considera și o măsură 
Radon pozitivă p pe T. Perechea, (7, g) se numește p. p-a. dacă: 1) Funcţiile m 
şi g sint u-măsurabile; 2) Pentru orice funcție f continuă cu suport compact 
pe X aplicația numerică definită pe T prin V(t) = g) /(n(0)) este esenţial 
p-integrabilă, (I.C,) 

pereche duală de spaţii liniare v. sistem dual de spaţii liniare 

pericadă v. funcţia exponențială, funcție eliptică 

planul complex v. corpul numerelor complexe 

planul complex extins C este, prin definiție, E = Cu {œ}, unde œ este 
un element abstract ce nu aparține lui C, numit punctul de la infinit sau, 
simplu, infinit. Pe € se consideră topologia 7 care are drept mulțimi deschise 
mulțimile deschise din C (cu structura topologică obișnuită), precum şi acele 
mulțimi din Č a căror complementară în raport cu © este inclusă şi compactă 
în C (o asemenea mulțime este de forma (CNE) u {o0}, unde K este o mul- 
time mărginită și închisă în ©). Spaţiul (Č, 7) este un spațiu topologie compact 
iar I(x) = x, I: C — T este un homeomorfism al lui C pe o submulțime densă 
în E și deci Č este Tom patificatul Alexandrov al lui C. Un ṣì! (20) e N de elemente 


din C converge în către infinit dacă și numai dacă lim 24| = + oo. Aceasta 
1190 


rezultă, spre exemplu, din faptul că un sistem fundamental de vecinătăţi ale 
punctului de la infinit este ((zeC | [z]> n} u {oaen Dacă zm zeC 
neN, şirul {zn}n ej CONVerge în È către z dacă şi numai dacă el converge 


în C către z. Fie 


S? = (7 Za %3) eR? | Š + Bz + x 5 1} 
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şi pe S? structura de spaţiu topologic (topologia) indusă din R*. Fie A e $$, 


4 = (0,0, 1) şi g: S? = C definită prin V(4) = œ iar dacă Xe SINA? 
W(A4) să fie intersecţia planului x}, = 0 (identificat cu C) cu dreapta 4X, 


sau, mai precis, dacă X = (4, %3, 43) £ A, atunci Y(X) = Aat a ot 
context S? 4 i Ri r 

se numește sfera lui Riemann (sau sfera numerelor complexe) iar 
aplicația p proiectia stereografică. Funcţia d este un homeomorfism între © 
si $2 Ă ga ETS S a 
și Sz, „ceea ce face deci ca $? și © să fie izomorfe ca spații topologice. Spa- 
tiul (C, 7) este metrizabil, o distanță care generează topologia fiind, spre 
exemplu, cca adusă prin intermediul lui ọ: i 


2|z — v| ( 2 
mee pa Z, CO) = — 
Jie tiye Ti ? vJeE+ 1 


unde z, ve C iar d este distanța euclidiană în R. (Gh. Gr.) 
planul euclidian v. corpul numerelor complexe 
pansi numeric real v. corpul numerelor complexe 
polară v. sistem dual de spaţii liniare 
pol de ordin v. funcție olomorfă pe o coreană circulară 
polidisc v. funcție plomorfă (de mai multe variabile complexe) 
poliedru polinomial v. domeniu Runge 
___ polinoame ortogonale, elemente ortogonale ale spațiului polinoamelor 
înzestrat cu un produs scalar (v. spațiu Hilbert) Fie X spaţiul polinoamelor 
peste corpul numerelor complexe și pe X un produs scalar <,}. Prin ortogona- 


glz, v) = d(V1(2), g0) = 


. 


lizarea șirului 1, v, 2, ss, X”, se obține şirul de p.o.: 
Po(2) = 1, 
n—l 
<x”, Pr) 
Pax) = t 5, Pula), neN (+) 
EZo likl 
S-a notat cu I norma generată pe X de produsul scalar considerat, Sint 
mai des utilizate p.o. în raport cu un produs scalar de forma 
UD = h, IATa peez, (e) 


unde (a, b) c R, ọ: (a, b) — R este o funcție integrabilă Leb iti 
nenulä a.p.t. și astfel incit i j aici i A 


| [zăle() dx < œ, VkeN. 
(a, b) 


Fuucția, ọ se numește uneori pondere. În acest caz polinoamele {pn}n date prin (+) 


satisfac relațiile: 
Pol) =1, p(x) = 7 — io 
Pila) = (x — ag) Pila) — Baba), jeN, unde 
__ Ball N. 


EI Sr, î20; B= , 
iz! Îl Pa ll? 
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Polinomul pp are n rădăcini distincte situate în (a, b). Dacă a = —b și dacă 
funcția e care generează produsul scalar este pară, atunci pag este funcție pară 


iar ani impară. 
Teorema lui Rodrigues. Dacă ponderea q este derivabilă pe (a, b) și dacă există 


polinoamele a şi B astfel ca 
grada < Î, grad8 s2 


lim ọ(x) Ba) = lim e(x) A(4) = 0, 
xoa x—b 
Daha ae Yre (a, b), 
e(z) Bla) 
atunci există caeC, cp Æ 0, astfel ca polinoamele definite prin relația {+} 
să se scrie sub forma 


tolr) S(x), neN. 


Enla) = En 
E 


Pentru ọ = ł se obțin polinoamele lui Legendre: 


n! 
Pnl) = m [ar — a)” (x — bam, 
Pal RT (( ( 
1 
Pentru (a,b) = (—1, 1) şi (2) = ——== sc obțin polinoamele lui Cetișey. 
NI= — x? 


Ele satisfac relația 
1 
Pal) = aa cos (n arccos +), e[~t, 1} 


Prezența anumitor coeficienți este legată de condiția ca termenul de građ 
maxim din py să aibă coeficientul 1. Polinoamele lui Jacobi se obțin pentru 


qp(a) = (1 — x)? (1 — x)f, a = — 1, b =1. Polinoamele Iui Laguerre se obțin 
pentru q(x) = xħe-®, a = 0, b = Feo iar polinoamele lui Hermite pentru 
(x) = De, a = — œ, b = +%. P.o. sînt folosite la aproximarca functiilor, 


la realizarea unor formule de cvadraiurž, în studiul ecuaţiilor fizicii mate- 
matics. Astfel, cu ajutorul p.o. se pot construi unele formule de cvadratură 


utilizate pentru a aproxima integrale (convergente) de forma |” olx) jlx) dx. 


Construcția se bazează pe următoarea teoremă: Fie J4, ..., An numere reale, 
distincte două cite două, ie (a,b) și aj, --., an numere reale strict pozitive. 
Pentru ca egalitatea 

» 


b 
Y o(a) pir) x = ŞI aipha) 


i51 


să aibă loc pentru orice polinom p de grad cel mult 2n — 1 este necesar și 
b 
suficient ca A, o. Àn Să fie rădăcinile polinomului py iar a= q(a) Li(2) dx, 
a 
unde 
n 
A= hk 
Lia) = [I CE 
$w i — Ak 
ki 


-mamme 


me OAH aiaa ge aN o 
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a 


g ini; e . ` . SP 

Fie og (f) = X af), unde f: (a,b) -R, continuă, iar a; și >; verifică 
i=1 

condițiile din teorema precedentă. Integralele {convergente} de forma 


b 
( q(x) f(x) dx se pot aproxima cu st). Formula de cradratură, ol”! este 
a 


b 

exactă în sensul că o% nkp) =: | p(x) p(x) dz pentru orice polinom de grad cel 
& 

mult 2z — 1, Pentru q = 1 se obține formula de cvadratură a lui Gauss; 


pentry p(x) = —— 


formula de cvadraturăä Gauss-Hermite, O teoremă 
de evaluare a restului este: Dacă f este de clasă C2?, cu fi2) mărginită pe 


(a, b), atunci: 


& 


l 
[pt ax — tin | < 


sup | e(a) f pula pla) dre (GAGr.) 
= b) 4 


Tal) = 1, Tia) = x, Taul) = 2xTalx) — Taul), nèl 
Dacă xef- 1, 1] are loc: Ta{x) = cos (n arccos x). P.C. sint ortogonale în ra- 


port cu funcția pondere g(x) == T= 
= z 


pe (~ L, 1}. Printre polinoamele de 


l i 
grad n, cu coeficientul lui x” egal cu 1, polinomul variau este cel mai apro- 


piat ds zero în raport cu norma ||f|| = sup Fiu 
xa i 
ximarea funcțiilor prin polinoame, la polinoame de cea mai bună aproximare 
uniformă, la integrarea numerică a funcţiilor (v. și polinoame ortogonale, 
funcţii speciale definite cu ajutorul ecuațiilor diferențiale). (Gh.Gr.) 
polincm Bernoulli v. numerele lui Bernoulli 
polincm Bernstein (de ordin » asociat unei funcții /:[0, L — R}, poli- 
omul dat de expresia 


Bals) = $; Cixi! — al 


k=0 


|. P.C. sc întilnesc la apro- 


Dacă f este continuă pe [0, 1], atunci șirul Ba converge către f uniform pe 
(0, Li. (5.M.) 

polinem de cea mai bună aproximare uniformă Fie C[a, 5 spaţiul func- 
țiilor continue definite pe [a, b] cu valori reale, spaţiu înzestrat cu norma 


ifi = max |f(a)|. Fie Xa subspaţiul polinoamelor de grad cel mult n, 
xeia, d, 
Pentru orice fe Cla, bj există, şi este unic, Qpe Xn astfel ca |f—Qli == 
= inf ff — Fi |PeXal. Polinomu! On se numește p.c.m.b.a.u. pentru func- 
: și 1 ; 
ţia f. Spre exemplu, pentru n = 0, Qo (M + m), unde M = sup fix) 
2 xea, b 
şim = inf f(x). 
zeiz, d] 
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Teorema de alternaniă a lui Cebisev. Polinomul Q e Xp este p.e.m.h.a.u. pentru 
funcția fe Cfa, b] dacă şi numai dacă există n + 2 puncte distincte Xg, ---, Xapti 
şi ce {+1} astfel încât 


Jixi) — Qiri) = e D I — Ql, Vie 00, Lun + 1}. (GR.Gr.) 


polinem de interpolare v. interpolare 
polinom Fourier (de ordin x asociat unei funcții f integrabilă pe [—z, 7) = 
= 2), polinomul trigonometric de ordin n pentru care 


1 (n A 

a = zf fi) cosîx dă, i= 0, Luni 
TR 
1 (7 RR 7 

b= | Jis) sin ix dx, i= 1,2, ... n. 


Polinomul este Fourier-Riemann, Fourier-Lebesgue etc., după cum integra- 
bilitatea are loc în sens Riemann, în sens Lebesgue ete. {S.M.) 

polinom Hermite v. polinoame ortogonale, funcții speciale definite cu 
ajutorul unor ecuatii diferențiale i 

polinom Jacobi v. polinoame ortogonale, funcții speciale detinite cu aju- 
torul unor ecuaţii diferențiale 

polinom Laguerre v. polinoame ortogonale, funcții speciale definite cu aju- 
torul unor ecuaţii diferențiale 


polinom Legendre v. polinoame ortogonale, funcţii speciale definite cu- 


ajutorui unor ecuaţii diferențiale 

polinom trigonometric v. teoremele de aproximare ale lui Weierstrass 

polinom Weierstrass v. teorema de pregătire a lui Weierstrass 

polinomul lui Taylor v. formula lui Taylor 

pondere v. polinoame ortogonale 

prefascicol Fie X un spaţiu topologic și € o categorie. Mulțimea părților 
deschise ale lui X, ordonată: prin incluziune, va fi notată prin D(X). Un p. 
pe X cu valori în categoria € este un functor F: D(X)? — 0. În mod explicit, 
un p- pe X cu valori în categoria C este o familie dublă F = {F (U), PUT) peu, 
unde {F (U)}y este o familie de obiecte din C, indexată după mulțimile Ve'D(Ă), 
iar feY(S))payo familie de morfisme pp(F): F(U) > F(V) în €, indexată, 
după perechile de mulțimi U, V e D(X) astfel încît V e U. Se cere ca această 
familie dublă să verifice condițiile următoare: 1) Pentru orice mulțime deschisă 
U în X, pF) = idea) ; 2) Pentru orice ternă, de mulțimi deschise U, V, W 


în X astfel încât W c V c U, YF) = pp(F)o pẸp(F). Morfismele pp(F) se 
numesc morfisme de restrictie ale p. F şi se notează uneori, simplu, prin ek. 
i.e. se omite specificarea, p. de regulă cînd p. despre care este vorba rezultă 
din context. Dacă F și Q sînt două p. pe X cu valori în categoria E, prin 
morfism de p. de la F la E se înțelege un morfism functoriai de la tunctorul F 
la functorul Q, i.e. o familie 8= (ulu epa de morfisme 0p: F(U) > Ş(U) 


ale categoriei € cu proprietatea că, pentru orice pereche de mulțimi deschise 
U, V în X astfel încît V e U, are loc egalitatea 


pȘ(9) o dy = Or p9(9). 


P. pe X cu valori în categoria € şi morfismele lor formează o categorie. Cind 
obiectele categoriei E considerate au o denumire specifică, aceeași denumire 


De N ii 


ma 


EC ce a 
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este utilizată și la nivel de p. De pildă, se spune p. de mulțimi în loc de p. cw 
valori în categoria Ens, p. de grupuri abeliene in loc de p. cu valori în categoria: 
Ab etc. În cazul cînd E este o categoric de mulțimi structurate şi F un p. pe X 
cu valori în E, elementele lui Z(U) se numesc secțiuni ale lui F peste U, Fie € 
o categorie cu proprietatea că orice sistem inductiv filtrant de obiecte din € 
are o limită inductivă in E. Presupunem date un spațiu topologie X, un p. 
F pe X cu valori în categoria € și un punct ze X. Dacă restringem functorul F 
la mulțimile deschise U ale lui X care conțin punctul x obţinem un sistem in- 
ductiv filtrant de obiecte din E. Se notează Fg: = lim F(U) limita inductivă 
i 

a acestui sistem inductiv. Aceasta înseamnă că Fy este un obiect în categoria € 
și că există morfisme gY: F(U} — Fa în E, definite pentru orice mulțime 
deschisă U în X conținind punctul + și avînd proprietăţile următoare: 
1) pro p% =p% cînd xe VcU; 2) Dacă avem un obiect A în E şi morfisme 
By: F(U) — A în E definite pentru x € U e D(X) și cu proprietatea că po pọ = 
== 9y cînd xe V c U, atunci există un unic morfism Oz: Fy — A în catego- 
sia € astfel încît Oy = zo pY pentru orice mulțime deschisă U în X care con- 
ţine pe x. Se spune că Fgeste fibra p. F în punctul x şi că morfismele pi: F(U) — 
— Fy, unde ze U e D(X} sint morfismele canonice de trecere la fibră. Fibrele 
se pot defini, de asemenea, pentru morfisme de p. Anume, dacă 90: F — G 
este un morfism de p. pe X cu valori în categoria € și x un punct în X, dir; 
proprietatea universală a limitei inductive rezultă că există un unic morfism: 
Or: Fa — Ga în E care face comutativă diagrama 


N: 
F(U) ——> Q(U) 
pX eu 


EL er sta Gz 
z 


pentru xe U e D(X). Acest morfism z se numește fibra lui 9 în punctul x. 
Este util să amintim aici construcția canonică a fibrei Fg în cazul cînd € este 
una, din categoriile uzuale: mulțimi, grupuri, inele etc. Pentru început, să pre- 
supunem că C este categoria mulțimilor Ens și să considerăm reuniunea dis- 
junctă ĮI F(U). În această mulțime introducem relația de echivalență |. 
z e Ue Dă) 

F(U) 3s ~ te F(V) e există We D(X) astfel încît xe W c UNY și astfel 
încit pi (s) := ph (f). Atunci fibra lui F în punctul x este mulțimea cît 


Fr: = LI F(U ~, 
xe U e DiX) 


iar aplicația canonică pY : F(U) — Fy este aplicația care asociază oricărei 
secțiuni se F(U) clasa ei de echivalență în Fg; această clasă de echivalență 
se notează deci pi(s) și uneori, simplu, sg, și se numește germenul definit 
de secțiunea s în punctul y (sau germenul secțiunii s în punctul x). Să consi- 
derăm acum cazul cind € este categoria, grupurilor, i.e. cazul ciud F csie un 
p. de grupuri. Deoarece F este atunci, în particular, un p. de mulţimi, fibra fue 
este definită mai întîi ca mulțime așa cum am văzat mai sus, Apoi se vede că 
există o unică structură de grup pe F astfel încît aplicațiile canonice F(U) Pa 
să fie morfisme de grupuri cînd x e U e D(X). Acest grup Fg este atunci fibra 
lui F în punctul x şi evident Fg este un grup abelian dacă F este p. de grupuri 
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abeliene. În mod similar se tratează și celelalte categorii uzuale esenţial alge- 
brice: inele, spații vectoriale, algebre etc. În toate aceste cazuri, elementele 
čibrelor se numesc germeni (7. şi fascical). (M.J) 

preimaginea unei topologii v. topologia ini:ială 

preintegrală v. integrala Danicl 

prelungire analitică Fic S o suprafață riemanniană (sau, mai general, o 
“varietate complexă conexă). Notăm prin Os fascicolul funcțiilor clomorie pe 
mulțimile deschise ale lui S și, pentru orice punct se S, prin Os, fibra lui Os 
în punctul s. Prin germen de funcţie clomorfă în punctul s se înțelege un element 
ge Os. Dacă U este o mulțime deschisă în S, ọ o funcție clomortă pe U și s 
un punct în U, se notează prin of{p} sau prin $, germenul definit de funcția 
+ în punctul s, i.e. germenul ge Os, cu proprietatea că peg. Un element 
analitic {sau elemcut de funcţie analitică) în S este o funcţie olomortă ọ defi- 
nită pe o mulțime deschisă nevidă conexă De e S. Fie Z = (0, Ij siy: Z> S 
un drum cu originea (0) = a și extremitatea (1) = b. Notăm prin Fy mul- 
ţimea, tuturor germenilor fe Os cu proprietatea că există o familie {ht} 27 de 
germeni verificînd condițiile următoare: 1) ho = f; 2) Pentru orice punctie! 
există un element analitic e: Dg— © și un număr real e > 0 astfel incit (9) € De 
Şi poat, = hu pentru orice fe T cu |f — t9| < e. Dacă fe Fy, familia {hth cp cu 
proprietățile 1) și 2) este unică, în particular germenul A€ Os depinde 
numai de f și y și va fi notat prin Py(f} Aplicația Dy: Fy— Os astfel definită 
se numește p.a. în lungul lui y. Fie feOsa; dacă fe Fy, se spune că f admite 
© p.a, în lungul lui y și că germenul g= /y(f) este rezultatul acestei prelungiri, 
Teorema monodromiei. Fie y şi 6 două drumuri în S astfel încît (0) = 3(0) 
şi (1) = d(i) și fe Osa. Dacă există o omotopie æ : y œ~ à rel. (0, 1} astfel 
încit fe Fa, Pentru orice fe T, atunci Dy{f)= laf), unde as este drumul a( -, t) 
deci ao = y și au = 8). 
Corolar. Fic aeS şi fe Öga Dacă suprafața S este simplu conexă şi dacă f 
admite o p.a. în lungul oricărui drum cu originea în a, atunci există o funcție 
olomortă p pe S astfel încit f = Pa- 
Considerăm acum două elemente analitice q și wW in S. Se spune că 
elementul yj este o p.a. directă a elementului p dacă DpNDyzO și 
p(s) = h(s) pentru se Dof Dy. Un lant de elemente analitice este un sir finit 
{Po Po eo Py} de elemente analitice astfel încît ọ; să fie o p.a. directă 
a lui p; pentru ¿= 1, 2,..., N. Se spune că elementul 4 este o p.a. 
în lanf a elementului ọ dacă există un lanț de elemente analitice pp,..., Py astfel 
incit pp = p și (pu = Y. Pentru ca un element 4 să fie o p.a. în lanț a elemen- 
tului o este necesar și suficient să existe un drum y în S cu originea într-un 
punct a € Do și extremitatea într-un punct be Dy astfel încit gae Fy şi 
lo == Flea). (MJ) 

prelungirea măsurilor Radon pozitive Fie T un spațiu local compact. Să 
notăm KT) = (fi TRI fe X(T} şi 9_(7) = {f: To R,|f este infe- 
rior semicontinuă?. Aici X(T) este spațiul funcțiilor continue cu suport compact 
pe T. Se arată că pentru orice f din 9,(7) avem f = sup {g lge X (T) g € fb 
marginea superioară fiind luată in raport cu ordinea punctuală dată de « < 
< ve u(x) < e(r) pentru orice xin F. Aceasta îndreptățește definirea, pentru 
orice fin Ð_(T), a lui 


u*(J) = sup Tula) lge KAT) esf). 


Prin definiție, u*(/) se numește integrala superioară a funcţiei inferior semicon- 
tinue f. Se arată că u* prelungeşte pe p, ie. u*(f) = u(f) dacă fe X,(T). 
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De asemenea, u*(af) = xp*(7} dacă a > 0 și f este în 9.(T). Avem și 
u* (È fi) = $ e 
iel tEI 
pentru orice familie {fi} ez de funcții f; din 9,(T). Dacă G e T este mulțime 


deschisă, se știe că funcţia sa caracteristică este inferior semicontinuă și se 
obţine u*(q) : = p.*(G) măsura extericază a mulțimii G. Dacă G este relativ 


compactă, atunci u*(G) este finită. Dacă f: T—R, este o funcție oarecare, 
atunci funcţia definită pe T și identic egală cu oo este în 9,(7) şi majorează, 
pe f, deci are sens 


u*(J) = inf (u*(h) he 94T), hf). 


Am definit u*(f) == integrala supericară a funcției f. Notaţia şi denumirea 

sint consistente cu cele introduse anterior, deoarece, dacă fe 9,(T), atunci 

u*(f) obținut în prima etapă coincide cu u*(f) obținut în a doua etapă. Uneori, 
x 

în loc de u*(f) se foloseşte notația) fdp. Se arată că u* astfel obținută este 


crescătoare (p*(f) < u*(g) dacă f < g), este pozitiv omogenă (p*(af) = au (f; 
dacă g > 0 este număr și f este funcție pozitivă), este numärabil subaditivă 


es] [es] 
(e (> n)s X um) şi are proprietatea că p*(sup fa) sup p*{/n) dacă 
1 a 


n=} nl 
1 fn)m este un şir crescător. Pentru orice mulțime Ac, măsura sa exterioară 
este ut(A): = u*(pa). O funcţie pozitivă f pe T se numește funcție u-neglija- 


bilă (funcție neglijabilă în raport cu măsura Radon u) dacă u*{(f) = 0. O mulțime 
4 e T se numeşte mulțime -neglijabilă (multime neglijabilă în vapori cm 
măsura Radon u) dacă u*(p4) = 0. Dacă o proprietate P(t} care depinde de 
punctele że T se verifică pe o mulțime A e T astfel incit TNA este u-negli- 
jabilă, vom spune că T(t) are loc u-a.put. (sau că P(î) are loc apt. în rapori 
cu măsura Radon u). Se arată că o funcție pozitivă f pe T este p-neglijabilă 
dacă f(t) = 0 p-a.pit. Atunci, pentru o funcţie f: T — E (unde E este un 
spaţiu vectorial sau Æ = R), vom spune că f este u-neglijabilă dacă fit) = & 
u-a.p.t. Dacă A c T are proprietatea că TNA este u-neglijabilă si f: A — E, 
vom spune că f este definită u-a.p.i. O mulțime A « T se numește local negii- 
jabilă în vapori cu u (multime local p-neglijabilă) dacă pentru orice i în T 
există o vecinătate V a lni ż astfel încit VA este u-neglijabilă (echivalent, 
pentru orice compact K c T avem că A NK este p-neglijabilă). O mulțime 
A este u-neglijabilă dacă și numai dacă este local u-negtijabilă și p*(4) < o. 
O funcție f: T — R., se numeşte functie local p-negtizabilă dacă {te Ti f(t) #0} 
este mulțime local u-neglijabilă. Un spațiu local compact 7 se numește 
mumărabil la infinit (sau o-compact) dacă există un șir (Kahn de mulțimi 
compacte astfel încît T = |] Kn. Dacă T este numărabil la infinit, mulțimile 


n 

local neglijabile coincid cu cele neglijabile. Se spune că o proprietate P(t} 
care depinde de punctele mulțimii T are loc focal p-a.p.t. (local a.p. t. în rapor? 
cu măsura Radon u) dacă există o mulțime 4 e T, cu TNA local p-negli- 
jabilă, astfel încît P(ż) se verifică pentru orice te A. (7.C.) 

prelungirea unei funcţii Fie X, Y,Z trei mulțimi, X c Y și fie f: X >Z. 
Orice funcție g : Y — Z a cărei restricție la X este f este o prelungire a lui f 
dela X la Y. Teorema lui H. Tietze afirmă că o funcție reală f definită și con- 
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tinuă pe o parte închisă F a unui spațiu metric X admite o prelungire la o funcție 
continuă g astfel încît g{X) e f(F). (5.M.) 

premăsură v. măsuri pozitive și măsuri cu semn 

prima axiomă de numărabilitate Fie X un spaţiu topologie și ze X. Se 
spune că în punctul y este satisfăcută p.a.n. dacă există un sistem funda- 
menta] numărabil de vecinătăţi al lui x. Se spune că spațiul topologie X sa- 
tisface p.a.n. dacă orice punct al spațiului admite un sistem fundamental nu- 
mărabil de vecinătăți, Orice spațiu topologice cu bază numărabilă satisface 
p.a.n. Orice spațiu metric satisface p.a.n. Fie X un spațiu topologic în care 
este satisfăcut p.a.n. Un punct y este aderent mulțimii 4 c X dacă şi numai 
dacă există un șir (aa N de elemente din A convergent către x. O funcţie 
definită pe X cu valori într-un spaţiu topologic este continuă dacă şi numai 
dacă este secvențial continuă. (Gh.Gr) 

primitivă (a unci forme diferenţiale exacte) v. formă diferenţială (pe o 
varietate diferențială) 

primitivă (a unei funcţii complexe) Fie 4 e Co mulțime deschisă şi fi 4 =C- 
Se spune că funcția g: A —> C este o p. a lui f dacă g este derivabilă și g’ = f. 
Se spune în acest: caz că funcția f admite p. Dacă A este un domeniu, funcția f 
admite p. dacă și numai dacă este olomortă, Dacă feste o funcţie continuă 
pe domeniul A, atunci ca admite p. dacă și numai dacă pentru orice drum rec- 


tificaluil și închis } în A, | f= 0. Afirmația \ f= 0 pentru orice A rectifi- 
A A 


cabil și închis în domeniul A => f olomorfă pe A este cunoscută sub numele 
de teorema lui Morera. (Gh.Gr.) 

primitivă (a, unei funcţii reale) Tie Z un interval (nedegencrat) al dreptei 
reale și f : Z —» R o funcţie. Se spune că o funcție F : I — R este o p. a funcției f 
dacă F este derivabilă, şi F’ == f (i.e. F'() = f(x) pentru orice x în 7). în 
acest caz se spune că f admite p. Dacă o funcție f admite p. atunci f are propric- 
tatea lui Darboux, nu și reciproc. Fie F o p. a wif. Atunci peniru orice număr 
real C, funcţia F+C este de asemenca o p. a lui f. Reciproc, dacă F, și F, sint 
p. ale lui f, atunci diferența F,—F, este o funcție constantă. Noţiunea, de p. 
poate fi prezentată într-un cadru mai general, și anume se consideră o mulțime 
A c R care este formată numai din puncte de acumulare şi o funcţie f: A > R. 
O p. a lui f este o funcţie derivabilă F : A => cu proprietatea că F’ = f. 
Dacă A nu este interval nu mai rezultă că diferența a două p, este constan- 
tä. (4.C.) 

principiul dualității între măsură și categorie Se admite ipoteza continuului, 
Există o funcţie bijeciivă f : R — R care este involutivă (i.e. f = f-Î) şi care are 
proprietățile: a) Pentru orice mulțime E c R care este neglijabilă Lebesgue 
mulţimea f(E) este de prima categorie Baire; b) Pentru orice mulțime E € R 
cate este de prima categorie Bairc, mulțimea f(E) este neglijabilă Lebesgue 
{teorema Erdös-Sierpiński), În baza acestei teoreme are loc următorul rezultat. 
P.d.m.c. Fie Po pr opoziție în care întră noțiunile de „măsură Lebesgue zero“ 
„prima categorie Baire“, precum și noţiuni pure de teoria mulțimilor. Fie ps 
propoziția obținută din P schimbind între ele noţiunile de „măsură Lebesgue 
zero“ şi „prima, categorie Daire“. Atunci, admiţind ipoteza continuului, 
propozițiile P și P* sînt echivalente. (Z.C.) 

principiul fundamental (în sensul lui Ehrenpreis), denumirea dată teoremei 
de reprezentare integrală a soluţiilor unui sistem liniar oarecare de ecuaţii 
diferențiale cu derivate parțiale liniare cu coeficienți constanți, Acest rezultat, 
care constituie o generalizare profundă a faptului analog pentru sisteme de 
ecuaţii diferențiale Jiniarc ordinare cu coeficienți constanți, formulat de Ehren- 
preis şi demonstrat în toată generalitatea de Palomodov, are enunţul următor. 


ret Rea catene iii PENIS e 
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Fie (D) o matrice cu ż linii și s coloane avînd coeficienţii operatori diferențială 
liniari cu coeficienți constanţi în n variabile. Fie Q o mulţime convexă deschisă 
în R?” şi în Q se consideră sistemul F(D)u = 0 (aici u == (aj, ces us} cu uge 
e 2*(0), k = 1,..., s) și fie N varietatea, caracteristică, a sistemului considerat ; 
ea este mulțimea acelor ze C” pentru care rangul matricii p(2) este strict mai 
mic decit s. Varietatea N se descompune într-o reuniune de subvarietăți N3, 
fiecare N} fiind varietatea zerourilor unui anume ideal J} din inelul A = Cf, ... 
..:; 2] al polinoamelor în e variabile, Fiecărui ideal J} i se asociază un operator 


diferenţial da==da(z, D): AS -> A7; aceşti operatori au coeficienți polinomiali 
în z și sînt definiți în mod unic. Operatorii d} au proprietatea că intersecția 
nucleelor aplicaţiilor liniare pe care le definesc di: AS — LATA] SA coincide cu 
imaginea aplicației ‘P : At — A5, unde ?7 este matricea transpusă matricii P 
Atunci, există măsuri vectoriale p}, purtate pe varietățile Ny, cu propri ietatea 
că orice soluție distribuţie u a sistemului P(D) u = 0 se poate reprezenta sub 
forma 


"=, | date, , —ib) exp(z, —i5) u% 


A 


integrala fiind uniform convergentă pentru orice mulțime mărginită din [C0 (0)]. 
Demonstrația, în afara unor considerente de geometrie algebrică, reduce pro- 
blema cu ajutorul transformării Yourier, la o problemă, de analiză complexă, 
care se rezolvă utilizînd o teoremă de tip B Cartan, dar cu cvaluări la infinit, 
Din această reprezentare rezultă și faptul următor: sistemul P(D)u == f are 
soluții dacă, și numai dacă membrul drept f verifică, condițiile de compatibili- 
tate care se exprimă, de asemenea, sub forma Q(D)f = 0 (matricea Q(z} verifică 
QP = 0). Există şi o variantă a p.f. pentru soluţiile hiperfuneții.  (G.G.) 

principiul identității funcţiilor olomorte v. principiul prelungirii anatitice 

principiul inducției transfinite v. număr crdinal 

principiul localizării v. suportul unei măsuri Radon, funcții și mulțimi 
măsurabile (în raport cu o măsură, Radon) 

[sai 


principiul maximului modulului Fie N cnż” o serie întreagă absolut conver- 


n=0 
00 

gentă pe B = (ze Cl | < r} și f(a) = y, Enz”, ze B. Dacă există 0 < p sr 
n=0 


astfel ca | f(2)|:<|f(0)| pentru orice z cu |z| sp, atunci f este constantă. Con- 
secințele următoare ale afirmației primare precedente sînt diverse accepțiuni 
ale p.m.m. Fie A o mulțime deschisă din C, f : A — C olomorfă și neconstantă 
în nici o componentă conexă a lni Æ. Pentru orice parte compactă H c A, 
punctele ze H pentru care |f(2)| = sup (|f(2)| | ze H} sînt puncte ale frontierei 
lui H. Fie D un domeniu, f o funcție olomoriă pe D astfel încît aplicația z — 
— !/(2)| arc în D un maxim local. Atunci f este constantă. Dacă D este un 

domenni mărginit în C iar f o funcție continuă pe Ï, olomorfă pe D și necon- 
stantă, atunci |f(2)] <sup {1f |C e êD} pentru orice ze D, unde 2D este fron- 
tiera lui D (v. și funcție olomorfă (de o variabilă complexă), funcție armonică). 
(Gh.Gr.) 

principiul mărginirii uniforme v. teorema Banach-Steinhaus 

principiul prelungirii analitice În contrast cu funcţiile continue sau cu 
funcțiile de clasă C*, funcţiile olomorfe prezintă o mare rigiditate, exprimată 
prin teorema următoare, cunoscută sub numele de p.p.a. sau principiul identi- 
tății funcțiilor olomorfe. 
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Teoremă. Dacă f şi g sint două funcţii olomorfe pe mulțimea, deschisă conexă 
Qin C’, n > 1, atunci condiţiile următoare sînt echivalente: 1) f=g; 2) Există 
o mulțime deschisă nevidă Q’ c Q astfel încit f(z} = g(z) pentru orice 
ze Q’; 3) Există un punct ae astfel încît 3%f(a) = dag(a) pentru orice 
læt 

a = (a, 2n) € (N U (0))n unde ge = — d. 
T AzAr 
în cazul n = |, p.p.a. poate fi precizat după cum urmează: Dacă Q este o 
mulțime deschisă conexă în C și f o funcție olomorfă pe Q, atunci condițiile 
următoare sînt echivalente: 1) f(z) = 0 pentru orice ze Q; 2X) Mulțimea 
f-1(0) a zerourilor lui f are un punct neizolat; 3”) Există un puuct a € Q astfel 
încît f(a) = 0 pentru orice Întreg v > 0. Un corolar evident al acestei ultime 
teoreme este următorul rezultat: Dacă Q este o mulțime deschisă și conexă 
în C şi f o funcţie olomoriă care nu se anulează identic pe Q, atunci mulțimea 
f-1(0) este discretă (principiul zerourilor izolate). Notăm că, în cazul n > 2, 
dacă f este o funcție olomoriă pe o mulțime deschisă O c C?, mulțimea f-1(0) 
a zerourilor lui f nu are puncte izolate (v. teorema de prelungire a lui Hartogs). 
M.J.) 

principiul reflexiei v. principiul simetriei 

principiul simetriei Fie Q o mulțime deschisă în C, simetrică în raport cu 
axa, reală, și fie Q’: = {ze Q| Im z>0). Dacă funcția f: 9” — C este continuă 
pe Q’, olomorfă pe & și reală în punctele reale ale lui Q’, atunci funcția 
F: Q >C, definită prin F(2):=f(2) cînd ze O şi F(2): = f(3) cînd ze Q’, este 
o funcție olomoriă pe Q. Această teoremă, cunoscută sub numele de p.s. (sau 
principiul reflexiei) reprezintă, în fapt, un procedeu de prelungire analitică a 


unei funcții continue pe Q’, olomorfe pe (0 și reale pe intersecția lui Q’ cu 
axa reală (M./.) 

principiul superpoziţiei, proprietate a sistemelor liniare constind din faptul 
afin x” = A({t)x + f(t) este o aplicaţie liniară. Proprietatea exprimă suprapu- 
nerea efectelor excitaţiilor externe.  (4.H.) 


principiul variației argumentului, una din teoremele de bază ale analizei 
complexe, care se poate enunța astfel: 


Teorema 1. Fie f o funcţie meromoriă pe mulțimea deschisă Q din C și fie 
K c Q un compact cu frontiera de clasă C1 pe porțiuni. Presupunem că funcția f 
nu are zerouri și poluri pe ĝK. Atunci are loc formula 


A | LO ar = ZK; f) — PK: f), 
2mi Jox f(2) 


unde Z(K ; f) este numărul zerourilor lui f conţinute în K iar F(K; f) numărul 
polurilor lui f conţinute în K, fiecare zero şi pol fiind numărat de un număr de 
ori egal cu multiplicitastea, sa, (3K este ca de obicei bordul orientat al lui K). 
Obs. Dacă f= u -+ iv: UC este o funcţie olomoriă și f(z) 20 pentru 


ai Ă p ` i dw i 
ze U, atunci imaginea inversă a formei logaritm w = -— prin funcția f 
w 


>ste forma, diferențială închisă Y, definită pe U și notată d log f. Partea 
H 
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imaginară a acestei forme diferențiale se notează d arg f și este egală cu imaginea 
inversă prin funcția f a formei argument. Avem deci 


Z = aigf = alog i+ id arg f = d log fi + i EA, 
a + 


y? 
În condițiile teoremei precedente, dacă punem 

U:= {ze Q |J) #0 şi œ}, 
atunci K c U, iar din considerațiile precedente rezultă 


Lp rd 1 df _ 
ri os Jia Na Í 


Gn aigs= =f d arg f. 
i JêK 2r JEK 


TI T 


i.e. valoarea integralei poate fi interpretată ca, reprezentind variația argumentului 
punctului f(2) cînd punctul z parcurge frontiera 4K în sens pozitiv. [Acest 
fapt justifică denumirea de p.v.a. atribuită teoremei 1. O generalizare a p.v. 
a. este 

Teorema 2. În condițiile teoremei 1, fie (ati Şirul zerourilor lui f conți- 
nute fn K și Dhi șirul polurilor lui f conținute în K, unde p=Z(K ; f) șe 
g = T(K; f), deci fiecare zero și pol apare în șirurile precedente de un număr 
de ori egal cu multiplicitatea sa. Atunci, pentru orice funcție olomerfă g pe Q. 
are loc formula, 


1 gle) f(z) a e 
Bă II! az = i) — bi). 
2 |x fie) j PX se p% st 


În particular în condiţiile teoremei 1 și cu notaţiile din teorema 2 pentru orice 
număr întreg r > 0 are loc formula (suma puterilor): 


ir fa) p a 
— Mile, | at — bz. 
2zi va Fie) i 2 ° 2 


Un corolar al p.v.a. este 


Teorema 3 (Rouch6). Pentru K şi $ la fel ca în teorema 1, fie f și g două funețiš 
meromorfe cu proprietățile următoare: 1) f și g nu au zerouri și poluri pe ôK: 
2% |f(z) — e(2)]l<lg(2)| pentru orice ze ðK. Atunci 


ZU; K) — TU; K) = Z(g; K) — Tig; K). 
Aplicații: 1° Teorema fundamentală a algebrei. Fie 
fiz) = 22 4 al + t an 


un polinom de grad n > 1, unde & , .-., Ap sînt numere complexe date. Atunci 
ecuația f(z) = 0 are exact n rădăcini. Pentru demonstrație se consideră discu 
a>mpact 


K, = {zeC| kls, r>0. 
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Dacă y este suficient de mare avem |f(2) — 22| < !22| cind |z] = y şi se poate 
aplica teorema lui Rouché cu g(z) = 27). 2° Continuitatea rădăcinilor unei 
ecuatii olomorje. Fie K şi Q la fel ca în teorema 1, f o funcţie olomoriă pe Q 
astiel încât fiz) Æ 0 pentru ze 9K și e: = inf 17], deci e > 0. Atunci, pentru 


orice funcție olomorfă, h pe Q astfel incit |A(z ai < e pentru ze ĝK, avem Z(f+h; 
K) = Z(f; K). (Acest enunț se obține din teorema lui Rouché pentru g = 
L h.) 3° Continuitatea rădăcinilor unei ecuaţii algebrice. Fie 


F(z, u) = 2? p u t Um 


unde n este un întreg > l iar u = (ty n Un) E CP. Pentru a = (aj, an) 
mn punct fixat in C”, fie z,, ..., zy cele n rădăcini ale ecuației algebrice F{z, a)= 0. 
Fie de asemenea Q o mulțime deschisă în C conțintnd punctele z,, ..., 2n- Atunci 
există o mulțime deschisă U e C?” care conține pe a astfel încît, pentru orice 
ue U, toate zerourile ecuației P(z, u) = 0 să fie conținute în Q. (Într-adevăr, 


fie K un compact în C cu frontiera de clasă C1 pe porțiuni astfel încît z,, ..., Zn € n 
şi KaQ Fee: zi |P(z,a)|:; evident e > 0. Continuitatea lui P ca 


funcţie de z şi u implică ET unci mulțimi deschise U e C” conținind 
pe a astfel încît |F{z, u) — F(z, a)| < £ cînd Py u)eðKxU. Se poate deci 
aplica teorema precedentă pentru /(2): = P(z, a) ṣi h(2): = P(z, u) — P{z,a), 
ue U). 4° Teorema gradului local. Fie f o funcție olomorfă neconstantă pe 
„mulțimea deschisă conexă Q în C. Atunci, pentru orice punct ae 9 există un 


“disc D centrat în punctul f(a) avînd proprietatea următoare: componenta ' 


conexă U a lui f(D) care conține punctul a este relativ compactă în Q și, pentru 
orice punct we D, ecuaţia f(z) = w are exact m rădăcini ze U, unde m este 
ordinul lui a ca zero al funcției f — f(a). (Într-adevăr, se poate presupune 
a = f(a) = 0.) Fie p> 0 astfel încît discul compact K: = (ze C| lz] < p} 
să fie conținut în Q și astfel încît f(z) # 0 pentru ze KN4O). Dacă e: = 
= inf |f|, atunci e > 0 și, după teorema de la punctul 3°, se poate lua D: = 
ÖK îi ` 
= {we C| |w] <£}. În fapt, dacă we D, fiecare din ecuațiile f(z) — w = 0 
şi f(z) = 0 are exact m rădăcini conținute în K. Pe de altă parte, după alegerea 


lui e, D) N ôK = Ø, deci U c K, de unde se deduce că mulțimea U este 
relativ compactă. Aplicația U — D, indusă de f, este proprie și de grad m; 
în particular f(U) = D. Evident, teorema aplicaţiei deschise este o consecință 
a teoremei gradului local). 5° Teorema funcției inverse. Dacă h este o funcție 
olomorfă și injectivă pe mulțimea deschisă Q c C, atunci mulțimea Q’: = 
= h(Q) este deschisă și aplicaţia, Q — Q’, indusă de 4, este un izomorfism 
analitic. În plus, pentru orice punct we o și orice compact K c Q, cu fron- 


tiera de clasă C? pe porțiuni, astfel încit h- {(w) € k, are loc formula 
1 4 
iw) = >f EAGEN e e d] 
2mi Jo hlz) — w 
"Mai întîi, din teorema precedentă rezultă că h este o aplicație deschisă, deci 


nu) este o mulțime deschisă. Apoi, pentru wehl K) fixat, ecuaţia k(z) = 0 
are un singur zero, și anume pe kh?{w). Din teorema 2 aplicată functiilor f(z): = 
= h(2) —w și g(2): =z se obține formula (+). Folosind această formulă și 
teorema derivării sub semnul integraj, se vede imediat că funcţia h-t este oló- 


(M.J) 


morfă pe mulțimea deschisă k(K) etc.). 


o mA irme tei 


= sait a azi 
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ptiasipiul zerourilor izolate v. principiul prelungirii analitice 

probabilitate v. măsuri pozitive și măsuri cu semn 

ptobabilitate de distribuție v. integrala stochastică 

probabilitate de distribuţie (n-dimensională) v. măsură gaussiană 

probabilitate de repartiție v. integrala stochastică 

probabilitate de repartiție (n-dimensională) v. măsură gaussiană 

problema aditivă a lui Cousin v. funcție meromorfă (pe o varietate complexă) 

problema dificilă a teoriei măsurii Fie n un număr natural și fie FP(R”) 
mulțimea părților lui R”. Se cere să se construiască o măsură numărahbil aditivă 
p: P(R2)—R, care să aibă proprietăţile: 1) Măsura u este invariantă la 
translație (7. problema ușoară a teorizi măsurii): 2) Avem u([0, 1]?) = 1 (re- 
zultă atunci că pentru orice mulțime mărginită A, u(4) < 00). P. d.t.m. nu 
poate fi rezolvată pentru nici un număr natural n. (Î.C.) 

problema lui Brouwer v. transformare interioară 


problema lui Cauchy Fie un sistem de ecuaţii sub formă normală: 


otuz pă 
... [> 
Dap, ame, dx" 
cui,j = 1,2, N, ja| Saj aş < ny. P.C. constă în a căuta o soluție (w, ..., uy 


care pentru 3, = x? să ia, împreună cu derivatele sale pină la ordinul n; — 1 


k 
valori date oP (xz 3 Xn) k i = P(x men Xah, R= 0, 1, 2 nia 


aus 
î arzi Faf x co Xas Uy on UN, o 
xi 
i 


t 

„În general, dacă nu se impun condiții suplimentare, o astfel de problemă nu 
are soluţii sau, dacă are, acestea nu sînt unice. Teorema Cauchy-Kovalevskaia 
asigură existența locală a soluţiilor în cazul în care coeficienții ecuaţiei și 
datele sînt analitice. Existenţa globală sau unicitatea, nu sînt asigurate decit 
în cazuri speciale. Reducerea unui sistem oarecare de ecuaţii cu derivate par- 
tiale de formă normală a condus pe Cauchy la introducerea noțiunii de carac- 
teristică. Trecînd la cazul liniar, fie P(x, D) un astfel de operator, de ordin m. 
A rezolva p.C. relativă la operatorul P și la planul (x, NY == 0 (N vector 
nenul din R”) revine la a găsi o soluție + a ecuaţiei P(x, D)u == f care să verifice 
u — p = 0 (<x, NY?) atunci cînd <z, N)> 0, f şi q fiind funcții date, 
Dacă u este suficient de regulată, această condiţie este echivalentă cu anularea 
derivatelor lui # —q pe o direcție transversală planului (x, N) = 0. Se 
pot da datele mai general, pe o hipersuprafață X. Cum, în general, rezultatele 
sint de natură locală acest caz se reduce la cel anterior, Din teorema Cauchy- 
Kovalevskaia se deduce că dacă 5 nu este caracteristică și dacă, datele și coefi- 
cienții operatorului sînt analitici, atunci local, existența și unicitatea soluției, 

de asemenea analitice, este asigurată. În cazul în care planul (sau suprafața 
ce poartă datele) sînt caracteristice, se spune că avem de-a, face cu p.C. carac- 
teristică. În acest caz, chiar pentru coeficienţi analitici nu mai ayem unicitate. 

În schimb, dacă P(x, D) are coeficienți analitici și ọ este o funcție de clasă C?, 

pentru care grad ẹ(4°) = N # 0 este caracteristic, dar care verifică o condiție 
de convexitate (condiția lui Levi) în raport cu P, orice soluție u e D*(Q) a 
ecuației P(x, Dju = 0, care se anulează pentru p(x) > p(x°), se anulează 
identic. Deși în cazul caracteristic p.C. nu are soluție unică, se pot determina, 


prin condiţii suplimentare, așa-numitele clase de unicitate (Prima clasă de 
acest fel a fost determinată de Carleman-M,Nicolescu-Tihonov pentru ecuația 
căldurii.) Un studiu amănunţit în cazuri generale al claselor de unicitate a fost 
efectuat de Gelfand şi Șilov. Dacă operatorul P(x, D) este analitic, hipoeliptic, 
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cu coeficienți analitici în Q = [la] < T} x Q’, Q’ deschisîn RY și f(x, m, Xp) 


pe i A ô . 
este analitică în Q, atunci p.C. Pu = f în Q, (2) U = Up (Xg es Xa, ÎI = 
Gas 

=0, 1,...,m— Í, nu are soluție dacă datele inițiale nu sint analitice. Operatorii 
(cu coeficienți constanți) pentru care p.C. necaracteristică are soluții pentru 
orice f, p de clasă C> sint exact operatorii hiperbolici, ce se pot caracteriza 
algebric (v. operator hiperbolic). (G.G.) 

problema lui Cauchy pentru ecuații diferențiale Soluţia problemei lui 
Cauchy pentru ecuația diferențială definită de funcția F : IxG c RxR” = 
—R cu condițiile inițiale to, y9, y2,...,y0 este o funcţie y: Iyc I >R de n 
ori derivabilă, cu (y(7), y'(£), .., y9 (î))eG pentru orice ż din Zy verificing 


y) = F(t, y(t), „n, YDE) 


pentru orice î din Iy și în plus 
Wife) = Yi Va) = IP ee YOD) = ya 


Unei ecuații diferențiale de ordin n definită de e funcție F i se asociază în mod 
natural un sistem de ecuaţii diferențiale definit de funcția f: IxG c Rx 
XR” > R”, 

Jill, Yi -s Yn) = Yas s Jal, Yi -s Ya) = Ya, 


Jalb, Yi e A = F{t, Yp on Yn). 


Dacă y este soluție pentru ecuația diferențială de ordin n definită de F, atunci 
funcția ti—> (y(t), ., y(2-5(2)) este soluție a sistemului definit de f; prima 
coordonată a unei soluţii a sistemului definit de f este soluţie a ecuaţiei definite 
de F. În acest fel teoria, problemci lui Cauchy se transportă automat de la sis- 
temele de ecuaţii diferenţiale la ecuațiile de ordin superior. (4.H.) 
problema lui Cauchy pentru sisteme de ecuatii diferenţiale Fiind dată o 
funcție f: IxG cec RxR” — R” și un punct {fp Ya) e IXG p.C.s.e.d. definit 
de f (sau problema cu condiții initiale) constă în determinarea, unei funcții 
y: ly € I =G, derivabilă, cu y'() — f(t), y{(ż)) pentru orice ze Ty și y(t) =Y 
Problema lui Cauchy reprezintă modelul fundamental pentru procese de evo- 
luție în care starea în fiecare moment este determinată de starea inițială ṣì 
de legea de desfășurare a procesului exprimată ca o legătură între viteza instan- 
tanee și stare; punctul de plecare al acestui model a fost constituit de legea 
fundamentală a dinamicii formulată de Newton. 
Teorema de existență a lui Teano. Dacă f este continuă, atunci pentru orice 
punct (fp Yo EIXG există un interval L to, aS I și o soluție y: Lito 0) G 
a problemei Cauchy (y derivabilă, y(fg) = yo, y'(£) = f(t, y(7)) pentru orice 
re Io, va) E 
Ia aceaștă teoremă de existență se adaugă diferite teoreme de unicitate 
dintre care cea mai uzuală afirmă că dacă f este Jocal lipschilziană în af 
doilea argument (i.e. pentru orice interval compact J din Z şi pentru orice 
compact C din G există 1.20 astfel încît oricare ar fi ¿din J și oricare ar fi 
Yp Ya dina C are loc inegalitatea 


IAE y) — fE ya ls L yi — yal) 
soluția problemei lui Cauchy este unică (două soluții ale aceleiași probleme a 
lui Cauchy coincid pe intersecția intervalelor lor de definiție). În condițiile 
unei teoreme de unicitate locală, orice soluție a problemei lui Cauchy se poate 
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[i 
mea 
gi 


prelungi pină la o soluție maximală (neprelungibilă) unică; extremitățile inter- 
valului de definiție al unei soluții maximale sint funcții semicontinue de (fg, yo). 
Dacă f este de clasă C! aplicația care asociază lui (fọ Yọ) valoarea într-un 
punct a soluției maximale corespunzătoare a problemei Cauchy este de clasă CL. 
În afară de soluţia clasică pentru problema lui Cauchy definită mai sus, 
se consideră, de asemenea, soluții în sens Carathéodory. O funcţie y este 
solutie în sens Carathéodory a problemei lui Cauchy definită de funcția f și 
de (î, Jo) dacă (fo) = Ya, y este absolut continuă și y(t) = f(ż, y(t)) a-p-t. 
în Iy. Existența soluției în sens Carathéodory este asigurată în următoarele 
condiții pentru f: a) Pentru orice y din G funcţia t i—> f(t, y} este măsurabilă.; 
b) Pentru orice ¢ din / funcţia y i> f(t, y) este continuă; c) Pentru orice (ża, Yo) 
din IMG există 7, > 0, r > 0 şio luncţie integrabilă m: (t — fofo tr) >R 
astfel încît sfera cu centrul în yọ de rază 7, este în G iar pentru aproape toți 
t din (fo — Yu to 7) și pentru toţi y din sfera de mai sus are loc inegalitatea 
1f(£, y) | < m(t). O extindere și mai mare a noțiunii de soluție a problemei 
lui Cauchy este următoarea: y se numeşte solutie în sens Filippov a problemei 
iui Cauchy dacă y(t) = Ya y este absolut continuă și p'(f)e Ty(t, y(i) a.p-t. 
în Ip: Fp este definită prin 


Fiti = Q N oft, Ba)MA), 


80 u(4).=0 


unde co B este cea mai mică mulțime convexă închisă care conține pe B, Ba(y) 
sfera de rază 8 centrată în y iar y măsura Lebesgue în R?; F/se numește conul 
dui Filippov şi definiția exprimă faptul că y este soluție pentru incluziunea 
diferenţială definită de conul lui Filippov. Dacă f este măsurabilă și verifică 
condiţia c), atunci există soluția în sens Filippov a problemei lui Cauchy. (4.H.) 
problema lui Dirichlet Fie OQ o mulțime deschisă mărginită din R” cu 
frontiera 30) suficient de regulată şi P(x, D) un operator eliptic de ordin m = 
: 2p. Dindu-se f în Q şi funcțiile go, ..., Spa pe 60, pD. constă în a găsi o 


3k 
; Ki x s Toi Sar . y ut 
solutie a ecuatiei F(x, Dju = fin Q care să verifice condiţiile la limită — = 
âvh 
O ai i $ Ă 
=: Ag pe dQ, ks 0, Lis, p — 1, — fiind derivarea după normala exterioară. 
cv = 
Izu solutia u este de clasă C? în Q și de clasă CP-I în Q, se spune că u este 
o solutie clasică a p.D. Se poate da o formulare generalizată a p.D. în cadrul 
spaţiilor Sobolev. Dacă 


P(x, Du = y Qalx) Du, m = 2p 


lam 


îndeplineşte condițiile de mai sus și P*{(x, D) este adjunctul său formal, se 
consideră, forma biliniară asociată, lui P, definită de (v, Fu) — (P*v, u) = 
= Blu, v], unde produsul scalar este cel din L2(00). (Această formă biliniară are 
sens chiar dacă, coeficienții aa(x) verifică condiții slabe de regularitate.) Atunci 
o funcție u din H3(Q) ce verifică Bfp, u] = (9,f), pentru orice fe C (Q), 
se numește soluție generalizată a p.D. Spaţiul H}(Q) este aderenţa. subspațiului 
CF (0) în HP(Q). Dacă operatorul P(x, D) de ordin m=2p este uniform tare 
eliptic în Q, i.e. verifică (— 1)? Re £ az(2) En Coll” uniform în Q și dacă 
la) == 22 $ 
coeficienții părții sale principale sînt continui iar ceilalți măsurabili și mărginiți, 
Munci pentru p.D. generalizată are loc alternativa lui Fredholm, și anume: 
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sau pentru orice fe 12(0) există o soluţie unică u verificînd Blog, u] = (ọ, u) 
pentru orice ọ € H8, u e H3(0), sau există un număr finit de soluţii liniar inde- 
pendente v; (j= 1, ..., 4) ale ecuaţiei B[v, ș]=0 pentru orice peH3(0), v;eH(0), 
astfel încît ecuația Bg, u] = (p, f) are soluție dacă şi numai dacă (f, v;}) =0 
(3 = 1,..., k). Un rol de seamă în demonstrarea existenței soluției îl joacă 
inegalitatea lui Gârding (v. și funcție armonică). În cazul ecuației lui Laplace 
p.D. a fost rezolvată în condiții foarte generale de Perron și Wiener, (G.G.) 

problema lui Levi Fie X o varietate complexă. Se numește funcție de exhans- 
tiune pe X orice funcţie reală ọ e C(X) cu proprietatea că, pentru orice număr 
real c, mulțimea 


Xe: = (ae X lolx) <o} 


este relativ compactă în X. Dacă X este o varietate Stein, este uşor de arătat 
că X admite o funcţie de exhaustiune de clasă C” strict plurisubarmonică, 
Problema dacă aserțiunea reciprocă este de asemenea adevărată este cunoscută 
sub numele de p.L. pe o varietate complexă. Această problemă a fost soluționată 
afirmativ de H, Grauert (1958). Astfel are loc următoarea 
Teoremă (Gramert). X este o varietate Stein dacă, și numai dacă X admite o 
funcţie de exhaustiune ee C*{X) strict plurisubarmonică. 
Alte demonstraţii ale teoremei lui Grawert bazate pe teoreme de existență 
pentru operatorul d au fost obținute de J. J. Kohn și L. Hârmander. Teorema 
lui Grawert este punctul de plecare în teoria pseudoconvexităţii (v. pseudo- 
convexitate). (M.J.) 

problema lui Levi (în C”) v. pseudaconvexitate 

problema lui Neumann pentru 3, analogul pentru laplacianul complex 
TI] a problemei uzuale a lui Neumann pentru laplacianul real. Sin.: problema 
î-Neumann, Această problemă a apărut în legătură cu generalizarea teoriei 
lui Hodge la varietăţi necompacte și joacă un rol important în analiza complexă. 
Dacă, se consideră ecuaţia ĝu = f (pentru funcţii sau forme a căror coeficienți 
sînt de pătrat integrabil într-un domeniu Q relativ compact din C” cu frontieră 
netedă) și se caută o soluție ue 12(0), ortogonală pe subspațiul funcțiilor 
olomorfe în Q, care să aparțină lui 1?(0) (resp. o soluție w’ e Zi, a2) orto- 
gonală pe spațiul formelor g e L?(Q), verificînd g = 0, unde E. PAES) este 
spaţiul formelor de tip (p, g) cu coeficienţii din 12(0)), atunci soluția p.N. ð 
permite construirea acelei soluţii pentru ecuația ĝu = f prin intermediul opera- 


torului lui Neumann care are în acest caz proprietățile necesare. Condiţii con- 
venabile de convexitate, exprimate cu ajutorul formei Levi, asigură rezolubi- 
litatea p.N. 3. În cazul cel mai general p.N. a a fost rezolvată de J. J. Kohn 
(G.G.) ; 

problema momentelor, problema găsirii unei funcții reale ọ definită pe 


an segment T al dreptei reale astfel ca q -*. fie cu variație mărginită și să satis- 
facă condiția 


| 2% delt) = Ae k=0, 1,2, 
T: 


unde șirul numerelor ày este dat. Problema găsirii funcției ọ revine la cea a 
găsirii unei funcționale liniare și continue f pe spațiul Banach CR! T) (al funcţiilor 
reale continue pe T, înzestrat cu norma obișnuită, v. spațiu Banach) care 
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satisface condiția f(x) = àr, k = 0, 1,2,..., unde xp(t) =, VteT. P.m. 
a fost generalizată, în diverse moduri. Sub forma ei precedentă sau sub forme 
asemănătoare, p.m. are un răspuns, în privința, existenței soluției, în următoarea 
Teoremă. Fie X un spațiu liniar normat, A o submulțime a lui X şi g o func- 
țională definită pe A; pentru ca să existe o funcţională liniară și continuă f 


pe X astfel ca f(x) = g(x}, Vaze A, este necesar și suficient să existe un număr 
u > 0 astfel ca 


Ajxj 
1 


n 


È asla) | < | 
j=l 


| 
3 
Paul | 


1 


oricare ar fi elementele x;e A și scalarii à; (în număr finit). (R.C.) 
problema multiplicativă a lui Cousin v. funcție meromortă (pe o varie- 
tate complexă) 
probemla 8-Neumann v. problema lui Neumann . 
problema tipului v. suprafață riemanniană 


problema ușoară a teoriei măsurii Fie n un număr natural și fie FP(R”) 
mulțimea părților lui R”. Se cere să se construiască o măsură aditivă 
u: PR”) R, cu proprietățile: 1) Măsura ų este nvariantă la translație 
(i.e. pentru orice ze R* și orice A œ R”, u(4) = u(x + A), unde x + A = 
= îz +alaeA); 2) Avem u([0, 1]”) = 1 (rezultă atunci că orice mulțime 
mărginită A trebuie să aibă u(A4) < co), P.u.t.m. are soluţie care nu este unică, 
pentru n = lșin = 2 (teorema lui Banach asupra p.u-t.ma.). P.a.t.m. nu are 
soluție pentru n > 3 (teorema lui Hausdorff). (7.C.) 

problemă cu condiţii inițiale v. problema lui Cauchy pentru ecuații diferen- 
tiale, problema lui Cauchy pentru sisteme de ecuații diferențiale 

problemă la limită eliptică, problemă la limită care generalizează pentru 
ecuaţii (sau sisteme) eliptice de ordin superior problemele Dirichlet și Neumann 
clasice. Prima problemă constă în a defini ce se înțelege prin valoare la frontieră 
(sau valoare la bord). Cel mai comod cadru pentru definirea acestei noțiuni 
este cel al spaţiilor Sobolev H5. Fie o mulțime deschisă și mărginită în R”, 
cu frontiera presupusă de clasă C*. (Considerente analoage se pot face și în 
condiții mai slabe privind regularitatea sau considerînd varietăți compacte 


cu bord.) Pentru orice funcție q e C (42) are sens a se considera urmele yọ € 

e C*(39) pe 30, definite prin yp = restricția la 302 a derivatei normale (de 
3 

ordin 7) Pa Fie s> 1/2 un număr real arbitrar. Aplicația y; se prelun- 
Yy 

geşte prin continuitate, în mod unic, la un operator liniar și continuu yj: H'(Q) — 


= HS72(0) şi dacă m este cel mai mare întreg inferior lui s — 1/2 există 
m 


un operator liniar și continuu de la |] 775-î-12(30) în H*(Q) care este un 
j=1 i 
invers la dreapta al aplicaţiei „urmă“: (Yọ ---, Ym). În sensul de mai sus se vor 
considera urmele pe AQ. Fie acum următoarea problemă la limită în $.: 
P(x, D)u =fîn Q, Bi(x, D) = fi pe 39, 3=0, Le mi, 


unde ordinul operatorului diferențial P(x, D) este 2m, 


Bis, D) = YẸ) ba) YD 0 < msn 1, 


jal s7; 
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iar coeficienții bje e C”(30), Se spune că sistemul (B;(x, D)) acoperă opera- 
torul 7 pe ôQ dacă pentru orice x € 30, orice vector £ # 0 tangent la ¿Q în 
punctul x și orice vector y £ 0 normal la 50 în x, polinoamele în 7, 


P biala) (Er tt, 30, Loum 1, 


[ai= 
m 
sînt liniar independente modulo M(x, É n. 1) = FE (rji Enh 


unde 7ș(x, E, n} sint rădăcinile situate în semiplanul Im = > 0 ale ecuației 
P m(x, E + Tn) = 0, operatorul F fiind presupus propriu eliptic. Problema la 
limită considerată mai sus se numește regulat eliptică dacă {B;} acoperă 
operatorul P pe â€) şi dacă P este propriu eliptic. Aplicația u — (Du, Bou, .-. 
„> Bmt) este o aplicație liniară continuă 


m—1 
A: HMO) = HSQ) e ( TI gerom- aa) 
j=0 


Condițiile impuse asigură că operatorul A este pentru orice s un operator 
Fredholm (sau cu indice), i.e. Ker A și Coker A sînt spații vectoriale de dimen- 
siune finită. Aceasta asigură existența soluției dacă f, fo- fm- verifică un 
număr finit de relaţii liniare. P.l.e, se bucură de proprietăți de regularitate 
la bord ale soluţiilor. Metoda de rezolvare a unor astfel de probleme constă în 
reducerea lor la studiul unor operatori pseudodiferențiali pe frontiera ¿êQ 
Se pot considera valori la bord mai generale (de exemplu, în sensul hiperfunc- 
țiilor) și deci probleme la limită mai generale. (G.G.) 
problemă mixtă hiperbolică, problemă mixtă de forma 


a + A(x, t, Dz) u = în Qr, Bju = fj pe Sp, OSj sm — 1, 
â 
u(x, 0) = wlr) în Q, E (x, 0) = uta), 
unde operatorul A este de forma 
de = (DI Dătaapta, i) Dbe 


lel, [sem 


(deci de ordin 2m) coeficienţii agg E€ C*(Qr) și aap = äga (deci operatorul A 
este simetric), iar operatorii B;(z, t; Da) sînt operatori de ordin m; cu 0 s m; s 
< 2m astfel încît pentru orice fe [0, T], sistemul (P(x, t}, Da) acoperă opera- 
torul 4 pe 50 (pentru notații și definiția acoperirii v. problemă mixtă parabolică, 
problemă la limita eliptică). Condiţiile la limită revin la a se da un subspațiu 
vectorial închis V al lui H2(0), cu H7(0) c V c H™(Q), astfel încît forma 

= a(i, u, v) = | aapix, t) D? u Dv dx 
la, aSr Je 


să verifice aţi, v, v} >a Iulia) pentru orice ve V, cua > 0. În aceste con- 
diţii, utilizîndu-se rezultate de regularitate pentru problema adjunctă, se 
poate demonstra existența unei soluții (generalizate) a p.m.h. Aceasta este 
ceea ce se numește formularea variaională a problemei mixte. Se cunosc condiții 
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mai generale, în cazul operatorilor strict hiperbolici, de rezolvare a problemei 
mixte, Spațiile în care se caută soluțiile sînt de forma {u [et ue L?(Rx0),. 
veR) = et! L:(Rx 0), iar datele de frontieră aparțin spațiului similar 
eYiL2(R x 30). (Pentru aceste-spaţii se deduc “teoreme de urmă, ceea ce dă 
sens noţiunii de date de frontieră.) Rezultatele cele mai generale în acest context 
se datorează lui Sakamoto. (G.G.) 

problemă mixtă parabolică Fie Q un domeniu în R?” și fie Qr=((x,2)] 
ae 0, 0<?< T} cilindrul de bază O, Sp = {(x,)] xs3Q, 0<tstT, 
cu T > 0)) frontiera sa laterală. Operatorul diferenţial 


Lu = E + Atat D)u, cu A(x, t, D)= Ñ, aalr, i) DF, 
at jean 


este parabolic în punctul (xo, tọ) dacă A(x, to D) este tare eliptic în punctul xg. 
Dacă coeficienții ag sint mărginiți pe Qr și dacă 


cu c > 0 pentru orice (x, 1) e Qr și orice £ real, operatorul L este uniform pa- 
= ; 

rabolic în Ọr. Problema mixtă Lu = f în QrU Qr, = = fipeSr O<j < 
âv 


<m—1), u(x, 0) = Wax) pe Qy se numeşte p.m.p. (dacă L este parabolic); 
g 


aici p reprezintă derivarea În raport cu normala exterioară iar Qy este baza 
ôy i 
superioară a cilindrului Qg. Dacă fj, 3 = 0, 1, ...,m— 1, și j sînt nuli, se spune 


că este o problemă mixtă omogenă, Sub formă generalizată, această problemă 
% , A ina : du 

omogenă este echivalenti cu rezolvarea ecuaţiei de evoluție abstractă — + 
dt 


-~ A(fu = f(?) în spaţiul X = L2(0) în care A(t) este operatorul definit de 
A(t) v(x) = A(x, t, D) e(x), de domeniu Daz: H2(0) n HEIO), f(t) este funcția 
i — flx,.t)e L2(0), iar soluția căutată £ — a(t) este cu valori în Z?(Q). in 
conditii suficient de generale, operatorul L fiind uniform parabolic în Qy, cu 
coeficienţi verificind o condiție de tip Hâlder, există, și este unică, o soluție 
(peneralizată) a p.m.p. omogene. În condiții de regularitate uzuale, soluția 
d — u(?) are derivată (în raport cu £) pe orice subinterval deschis la stînga al 
lui [0, T}. Dacă coeficienții operatorului diferențial L aparțin lui C*(Q7) şi 
dacă AQ este de clasă C , iar f(x,t)e C* (Qr), soluția generalizată aparține 
spațiului C*(0 x (0, 7)), deci are loc regularitatea la frontieră. Se poate defini 
în mod analog o problemă abstractă neomogenă schimbindu-se domeniul de 
definiție al operatorului 4 {ż). Rezultatele cele mai complete in această direcție 
se datorează lui Lions-Magenes. {G.G.) 

procedeul Gram-Schmidt, v. procesul Gram-Schmidt 

procer aditiv v. integrala stochastică 

proces aleator v. integrala stochastică 

proces cu creșteri independente v. integrala stochastică 

proces gaussian y. măsură gaussiană 

proces stochastic v. integrala stochastică 


procesul Gram-Schmidt, procedeu prin care se asociază un reper ortonor- 
mal fiecărui reper al unui spațiu Hilbert finit-dimensional real sau complex V. 
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Sin.: procedeul Gram-Schmidt. În mod precis, dacă se notează prin Rep(V) mul- 
ţimea tuturor reperelor lui V, p.G.S. este aplicația, 


Rep(V) 3 (tjs, ug) 1> (Up se, Un) € Rep(V) 
definită prin 


Jaano, 
Iaz) 
v, = Mg — Cug, Vu) Va z 
jlt, — Kaas v0 l] 
un — Y) Cun vi) ve 
icn 
Va Sa E A 
un — £ (ua, vi) vi 
3<n 


Amintim că un reper (v, ..., Un} al lui V se numește ortonormal dacă <v;, v) = 
= 8, unde ğı; este simbolul lui Kronecker. (M.7.) | 

produs infinit Fie {an} un șir de numere reale. Fie py produsul a, aa... ap 
al primilor n termeni ai șirului. Dacă șirul (pp) este convergent către numărul a, 
spunem că p.i. ĮI an este convergent și are valoarea a. Unii autori impun 

u=l 

condiția suplimentară a 0, pentru a obține unele analogii cu teoria seriilor. 
Produsul |] (14 un) este absolut convergent dacă produsul [] (1+ lual) 
este convergent. Un produs absolut convergent este convergent, dar nu și reci- 
proc. Un pui. convergent care nu este absolut convergent se numește semi- 
convergent. (S.M.) 

produs scalar v. spațiu Hilbert i 

produs tensorial v. algebra Grassmann, produs tensorial topologice 

produs tensorial topologic Fie X și Y două spaţii liniare cu același corp 
al scalarilor. Vom nota (XX Y)? mulțimea funcționalelor biliniare definite 
pe X x Y. Această mulțime este un spaţiu liniar în raport cu operaţiile 


obișnuite cu funcțiile, î.e. dacă f,ge(XxY), 
(+ 2) (9) = f(x, y) + gix y), 
AS) (x, y) = f(x, y), 


oricare ar fi elementele xe X, ye Y și scalarul 2. Să considerăm acum spațiul 
liniar ((XxY)’}} al funcționalelor liniare definite pe (XxY)?. Pentru 
xeX, ye Y să notăm cu x Q y elementul spațiului ((X x Y)) dat de for- 
mula: : 


(2 89 U) = ay), Vfe(ăxY). 


Subspaţiul liniar generat in spaţiul ((X x V))! de mulțimea elementelor de 
forma x Q y se notează X Q Y și se numește produsul tensorial al spaţiilor 
X, Y. Să notăm cu k aplicația (numită canonică) a lui XXY în XQY 
dată de formula A(x, y) = x Q y. Dacă X și Y sint spaţii local convexe, cea 
mai fină topologie local convexă pe X Q Y pentru care aplicația canonică f 
este continuă se numește topologia produs tensorial (sau topologia proiectivă) 
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pe X QY. Spaţiul liniar X Q Y înzestrat cu această topologie se numeşte 
p. t. t. al spaţiilor X şi Y. Dacă Y şi W sînt baze de vecinătăți ale originii 
în X și Y respectiv, atunci, notind cu S(Y, W} acoperirea echilibrată și con- 
vexă a mulțimii (+ Oy | xe F, ye W}, sistemul {S(V, W) | Ve VY, We W} 
formeuză o bază de vecinătăți ale originii pentru topologia produs tensorial. 
Dacă P şi Q sint mulțimi dirijate de seminorme care definesc topologiile spa- 
țiilor X şi Y respectiv, atunci topologia produs tensorial pe X Q Y este 
definită de familia dirijată de seminorme {p Qg |pe?P, ge 0}, unde 


" n 

8a) (v) = | Si pla) 20) [o = Su Qi; nen}: 
j=1 j=1 

Spaţiul liniar (X Q Y, Z)? al operatorilor liniari definiți pe un produs tenso- 
rial X Q Y a două spații liniare X, Y cu valori într-un spațiu liniar Z (cu aceeași 
scalari) este izomorf cu spațiul liniar (X x Y, Z)? al operatorilor biliuiari 
care aplică X xY în Z, izomorfismul fiind dat de aplicația U — U o k, Dacă 
X,Y,Z sînt spații local convexe, atunci prin aplicația precedentă, imaginea 
spațiului A(X Q Y, Z) al operatorilor liniari și continui care aplică X &® Y 
în Z este spațiul W(X x Y, Z) al operatorilor biliniari și continui care aplică 
XxY în Z. Dacă X și Y sînt spații local convexe separate, atunci și 
X QY este un spațiu separat în raport cu topologia produs tensorial, În 
cazul cînd spațiile iocal convexe X, Y sînt metrizabile, atunci orice element v 


[= 9ă 
al completatului spaţiului X Q Y se reprezintă sub forma v = X Antin O Ya 
=} 
S n 
unde (dan ex este un șir de scalari cu X àn absolut convergentă, iar 
g n=l 


lim xg = O și lim yy = 0. Pe produsul tensorial X Q Y a două spaţii local 
n n 

convexe X, Y se pot introduce și alte topologii. Printre acestea, topclogia induc- 
tivă definită ca fiind cea mai fină topologie local convexă pe X Q Y peutru 
care aplicația canonică kh: XXY = X QY este continuă în fiecare varia- 
bilă. (R.C) 

produs vectorial v. analiză vectorială ` 

produsul a două măsuri v. măsură pe spațiu produs, măsură Radon produs 

produsul canonic al lui Weierstrass v. funcţie întreagă 

produsul de convoluție (a două funcții) v. convoluţia a deuă funcții 

produsul de convoluție (a două măsuri) v. convoluția măsurilor Radon 

produsul de convoluție (al unei funcții cu o măsură Radon) v. convoluția 
unei măsuri Radon cu o funcţie 

produsul exterior v. algebra Grasemann, formă diferențială (în R”), formă 
diferențială (pe o varietate diferenţiahilă) 

produsul tensorial (a doi fibrați vectoriali) Dacă M este o varietate dife- 
rențiabilă de clasă C” iar E și F doi fibraţi vectoriali reali de clasă C” peste 
M, p.t. E Q este fibratul vectorial real de clasă C” peste M cu următoarele 
proprietăți: 1) Pentru orice punct xe M, (E Q F)z = Es Q Fz; 2) Pentru 
orice submulțime deschisă U a lui M, orice reper (e, -... €p) al lui F peste U 
şi orice reper (f,, „-., fa) al lui F peste U produsele tensoriale e; @ fj, i = 1, n Po 

= 1,..., 9, formează un „reper în EQF peste U, unde (e; © ej) (x) : = 

= ei(x) Q fy{x) pentru orice punct xe U. (M.J.) - 

produsul unei măsuri Radon ((vectoriale) cu o funcție continuă) v. măsură 
Radon, măsură Radon vectorială 
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proiector 1 Fie X un spațiu Hilbert. Dacă E este un subspațiu liniar 
închis al lui X, atunci orice element ve X se reprezintă în mod unic sub forma 
x= s + x”, cu ve E și vel (complementul ortogonal al lui E). Ele- 
mentul y’ sa, numește proiecția Jui x pe E şi se notează x! = = (Ex; în acest 
caz are loc și egalitatea s” =[EÎ! x deoarece ELLE, Cpesatorul x — [E] 
se numește p. (mai precis, p. hilbertian generat de E) şi se notează [E]. Orice 
p. este nn operator autoadjunet care satisface condiția [E]? = E. Reciproc, 
dacă PF: X >X este un operator autoadjunct care satisface condiția 72 = P 
atunci P este un p. și anume p, generat de subspaţiul liniar închis P(X) 
(v. și măsură spectrală). 2 Fie X un spaţiu liniar reticulat. Dacă G este o 
componentă a lui X, atunci orice element x e X se reprezintă în mod unic sub 
forma x = z, + ap cu EG și meGl {complementul ortogonal al lui G). 
Elementul 4, se numește sinaia lui x pe G si se notează x, = [G]x; în acest 
caz are loc și egalitatea x, = [Gia deoarece GIL =G. Operatorul x -> [G] a 
se numeşte p. (mai precis, p. în sensul ordinei generat de G) și se notează [G] 
Operatorul [G] este liniar, ISP -- [G] iar din 0 < xe X rezultă 0 < a <a. 


Dacă x= Ax (sai = x= V x), atunci 
je] jeJ 


iG] x= A [C] ai (em [Gj z = VIG *) A 
je] jeJ 


Dacă x = (o)-lim xg (v. convergența în sensul crdinei), atunci [Gjx = 


n 
= (o)-lim (G]zg. Pentru orice element pozitiv xe X are loc egalitatea 
n 


[C] z = sup fyeG |O sys a 


Dacă G, şi G, sînt două componente, se pune IG] < [Gy] dacă [G] x s [Ga] x 
oricare ar fi x > 0. Următoarele irsi condiții sint echivalente: [G] ] < fG]; 
Gi < Ga; [GilG] = [6]. Dacă X este un spatiu liniar g-reticulat şi veă, 


atunci mulțintea (fujt) (v. complement ortogcnal) reprezintă cea mai mică 
componentă care conține elementul v iar p. generat de această componentă 
se nolează [v] şi ss numeşte p. principal. Pentru orice element pozitiv ze X 
are loc egalitatea 


[oja = V (Anjo) 
ne N 


Dacă v m EX şi v L ta. atunci [u, + ua] = [v] + [v], iar condiția v, b v 
este echivalentă cu condiția [v] [v] = 0. Dacă X este un spațiu liniar complet 
reticulat o aplicatie U: X ~+ X este un p, dacă și numai dacă are proprietățite: 
U este aditiv, U? = U, iar din 0 s xe X rezultă 0 s U(x) < v. Cind opera- 
torul U are proprietăţile menționate, U reprezintă p. generat de componenta 
= {x | U(x) = x}. (R.C) 

proiecția unei măsuri afine pe un subspațiu v. măsuri afine și măsuri cilin- 
drice 

proiectie v. projector 

proiectie (hilbertiană) v. proiector 1 

proiectie {pe o componentă) v. proiector 2 zi 

proiecție stereografică v. planul complex extins C, varietate diferenţiabilă 

propagare de singularități Noțiunea de front de undă a permis cbținerea 
unor rezultate de regularitate. Astfel, dacă A este un operator pseudodiferen- 


FR... 
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tial și char (A) varictatea sa caracteristică, are loc rezultatul general următor, 
care precizează proprietatea de pseudolocalitate a penale, pseudodiferen- 
țiali:  WE(4u) e WF(u) e WF{4u) Uchar (A). În particular, dacă ope- 
ratorul A este eliptic, se obține WF(u) = WF(Au) pentru orice distribuție, 
deci, proiectind pe bază, sing supp 4 = sing supp Au (teorema de regularitate 
din cazul eliptic). Dacă F = F(x, D) este un operator diferențial liniar cu co- 
eficienții real analitici în mulţimea deschisă Q, atunci SS{u) e ss(7 (x, Dja) U 
U char P pentru orice hiperluncție odă În particular, pentru orice ue D* (02) 
are loc rezultatul: WEa(:.) = WPa(7(x, D) «)uchar P, unde cu WF4 s-a 
notat frontul de undă analitic, ci acum 7 un operator psendadlilerențial 
propia suportat, cu simbol principal p, omogen real și cu dp(z, €) 7 0 pentru 


p(x, E) = 0 {F se numește de tip principal real). Atunci dacă u este o distri- 
bitie Le a ecuaţiei Pu = f, mulțimea WFE{u INWE(J) nu numai că este 
inclusă în char P = p-(0), dar este arani la floxul definit de cimpul de 


vectori hamiltonian Hp în p(0)NIWVE(J). Acest fapt justifică denumirea 
de p. s.: singularitățile soluţiei se propagă de-a lungul bicaracteristicilor lui 
P. (G.G.) 

proprietate care are loc p-a.p.t. v. extinderea măsurilor pozitive definite 
pe un clan, prelungirea măsurilor Radon 

proprietatea fușitivă în analiza constructivă, proprietate a unui șir faren 
de numere întregi, luînd exclusiy valorile 0 și 1, constînd în faptul că nu 
se poate demonstra alternativa: sau n = | pentru un anume $ sau ne = 0 
pentru orice k (Brouwer). Ex.: Die np = 0 dacă «f -+ ot w’ pentru toți 
întregii u,v, w,i cu O< u uwsgk și 3th. Aliel, punem ng = 1. 
Nu se poate demonstra că ng = Í pentru un anume k, deoarece aceasta ar 
infirma ultima teorema lmi Fermat. Nu putem demonstra nici că ng = 0 
pentru orice k, deoarece aceasta ar demonstra teorema lui Fermat. (S.M.) 

proprietatea interpolatorie v. mulţime ordonată 

proprietatea intersecţiei binare, proprictate a unci familii Mihej de 
submulțimi ale unei mulțimi E, care constă în faptul că pentru orice parte 
H c J pentru care este îndeplinită condiţia Ap NA; 40, Vi, 7 eH, 
rezultă {] AzO. (RC) 

jeh al 

proprietatea intersecţiei finite O familie {Ai}; az de snbmulțimi ale mul- 
țimii X se spune că arc pii.f. sau că este un lanj de mulțimi dacă orice subfa- 
milie finită are intersecție nevidă. Ordonată prin incluziune, mulţimea familiilor 
cu p.i.£. este inductiv ordonată. Elementele maximale ale acestei mulţimi sînt 
uitrafilirele lui X. (Gh.Gr.} 

proprielatea Krein-Milmau v, proprietatea Radon-Mikcdym 

proprietatea (N) v. derivarea funcțiilor monotone 

proprietatea Radon-Nikodym Fie (7,7, u) un spatiu cu măsură finită. 
Vom spune că un spațiu Banach X are p.R.N. în raport cu (T, F, u) dacă 
pentru orice măsură vectorială m: 7 — X, care are variaţie mărginită şi este 
absolut continuă în raport cu pexistă o funcție fe hlu) astfel încît m= 


= fu (ie m(E) =Å fdu pentru orice E din 7). Vom spune că X are 
E 


p.R.N. dacă X are p.R.N. în raport cu orice spaţiu cu măsura finită. Se arată 
că X are p.R.N, dacă și numai dacă are p.R.N. în raport cu ([0, 1], 2,7), unde 
> este măsura, Lebesgue pe mulțimile măsurabile Lebesgue X ate lui (0, 1). 
Folosim mereu integrala Bochner. Se mai arată că X are p.R.N. dacă și 
numai dacă X este spațiu Gelfand, i.e, pentru orice funcţie absolut continuă 
f:[0, 1] -—— X există derivata f'( (t)-aproape pentru orice ż din [0, 1]. Funcția f 
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se numește absolut continuă dacă pentru orice e > 0 există $ > 0 astfel încît 
oricare ar fi punctele 0O < a, < b) Sa < bb SS... San < bas lcu pro- 
n 


n 

Și ~ 23 , 

prictatea y, (bi — ai) 2 5 avem 5 lifti) — flal < e. În continuare vom 

fl isl 

considera un spațiu Banach X şi o mulțime nezidă D inclusă în X. Vom spune 

că D are proprietatea P dacă există e > 0 astfel încit orice clement v din D 
[d 

se poate reprezenta sub forma x = y ann (seria converge în X), unde ele- 
n=1 


% 
mentele xy sînt în D, numerele ap > 0 astfel încât y, an =l şi ||x — xa lže 
n=1 
pentrn orice n. Se spune că mulțimea D este o-dentabilă dacă D nu are 
proprietatea 0. Similar, vom spune D are proprietatea P” dacă există e > 0 
astfel încît orice x din D se găsește în mulțimea £5 (DN B(x, €)); aici B(x, e) 
este bila deschisă de centru x şi rază e si Co (DN B(x, e)) este acoperirea, con- 
vexă închisă a mulțimii DN B(x, e). Se spune că D este denfabilă dacă D 
nu are proprietatea 7. Orice mulțime slab compactă este dentabilă, si orice 
mulțime dentabili este o-dentahilă. 
Teorema hicf/el- Maywmard-ilujf-Dauis- "helps. Pentru orice spaţiu Banach X 
următoarele afirmații sînt echivalente: 1) Spaţiul X are p.R.N.; 2) Orice 
parte mărginită D c X este dentabilă; 3) Orice parte mărginită D e X este 
o-dentabilă. 
Se spune că un spațiu Banach X arc proprietatea Wrein-Milman dacă pentru 
orice mulțime convexă D c X care este mărginită și iuchisă avem proprie- 
tatea D = cofext{(D)). Aici ext(D) este mulțimea punctelor extremale ale lui D. 
Teorema lui Lindenstrauss. Dacă X are p.R.N. atunci X are și proprietatea 
Krein-Milman. 
Teorema lui Stegall. Pentru un spațin Banach X următoarele afirmații sint 
echivalente: 1) Spaţiul X* are p.R.N.; 2) Spațiul X* are proprietatea Krein- 
Milman (aici X* este dualul algebrico-topologic al lui X). 
Spaţii care au p.R.N.: 1) Spațiile reflexive; 2) Spatiile care sînt duale separa- 
bile de spații Banach (t.e. spaţii X de forma X = Y*, unde Y este spațiu 
Banach și, în plns, în X există o mulțime numărabilă densă; 3) Spaţii care sînt 
duale slab compact generate (i.e. spații X == Y*, unde Y este spațiu Banach 
și, În plus, există o submulțime A œc X* care este slab compactă și X* 
este spațiul vectorial închis generat de A în X*); 4) Spațiile 71(]), unde Z este 
o mulțime oarecare norită (în particular spaţiile 71), anume HHI} = f(x a] 


zel, r =R sau C, şi y, lxil < o} cu norma | = {rihl = y Ezi? 
iel iel 
Pentru Z == N se obține P(N) =t; 5) Spațiile Llu), unde 1< p< œ și X 
are p.R.N. Spaţii care nu au p.R-N.: 1) Spaţiul co = (ral e xa€el, 
ăn > 0) cu norma || = {xa}n]| = sup |n; 2) Spaţiul c = Mahen XnEeEľ, 
n H 
{xn}n este convergent} cu norma ||x = (ada = sup | xrl; 3) Spaţiul m = 
n 
= (na e | şirul {xn}a este mărginit? cu norma ||x = {ænyni| = sup | xal; 
Ga Ă n 
4) Spațiul Zi(u), unde p este finită și nu este pur atomică; 5) Spaţiul L” {h}, 
unde A este măsura Lebesgue pe un interval compact oarecare în R; 6) Spa- 


tiul C(X}), unde X este spațiu compact separat, X infinită. Aici C(X) = 
-={f: X — TIf este continuă} cu norma |If|| = sup {|f(x)l lre X}. (.C.) 
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pseudoccnvexitate Teoria p. ocupă în prezent un loc central în analiza 
complexă pluridimensională. Punctul de plecare este furnizat de următoarea 
Teoremă. Pentru Q o mulţime deschisă în C” condiţiile următoare sint echi- 
valente: i) Funcţia Qez —logd(z, CQ) este plurisubarmonică, unde 
diz, GO): = int |lz—w 

we Co 

funcţie de exhaustiune plurisubarmonică (v. problema lui Levi, funcție pluri- 
subarmenică): iii) Q admite o funcţie de exhaustiune strict plurisvbarmo- 
nică; iv) Pentru orice mulțime compactă K c Q, mulțimea 


„| | fiind norma euclidiană în C*; îi) Q admite o 


da: = {ze Q |u(2) < supu cind ue r(Q)} 
K 

este relaiiy compactă în Q, unde P(Q) este mulțimea tuturor functiilor pluri- 
subarnouice pe Q. În condiţia i), norma euclidiană poate fi înlocuită cu orice 
functie continuă 5: C? — R astfel încît 8(z) > 0 cînd 2 Æ 0 și 8z) = |A] 342) 
pentru orice ze C” și orice A 6 C. Se numește mulțime deschisă pscudoconreză 
(sau domeniu pseudoconvex) în C? orice mulțime deschisă Q c C” care satis- 
face condiţiile echivalente ale teoremei precedente. Este elementar faptul că 
orice domeniu de olomorfie în C” este o mulțime deschisă pseudoconvexă în 
C”, Întrebarea dacă orice mulțime deschisă psendoconvexă este un domeniu 
de olomoriie este cunoscută sub numele de problema lui Levi (in C”). Această 
problemă admite în fapt un răspuns afirmativ. Demonstrația este neclementară 
și a fost obținută de Oka (1942) în cazul n = 2 și apoi, independent, de Bre- 
merman, Norguet și Oka (1953) în cazul n oarecare (v. și problema lui Levi). 
Considerăm acum cazul unei mulţimi deschise Q în C” cu frontiera de c'asă 
C2. Aceasta înseamnă că există o funcție reală pe (2(U) definită pe o vecină- 
tate deschisă U a lui Q astfel încît Q = fze U le(2) <0 sì astfel încît 
grad p#0 pe 60; vom spune în această, situație că p este o funcţie de defi- 
niție pentru Q. Alegem o astfel de funcție de definiție; evident 


20 = {zeU |lp(2) =0 şi grad p #0} 


Spaţiul tangent geometric la 90 într-un punct ze Q este dat de egalitatea 
v. spațiu tangent geometric) 


! 
TEOM = |e ec?! 


Un vector tangent we T(200)" se numește vector tangent ciamerf dacă 
če EN ; ; E că 
— (a) w; = 0; definiţia nu depinde de alegerea lui e. Fie Q o muliine 
i=1 074 j 


deschisă în C” cu frontiera de clasă C? și p o funcţie de definiție peniru O, 
Dacă ze U, forma hermitiană 


n 
cp — x 
Toli w) = $y =a aww wet”, 
i, j=1 24023 


se numeşte forma Teri a lui p în punctul z, Se spune că Q este un do- 
merin cu ficatica psenaccenteză (esp. strict fscudcecnteză) dacă Lolz; w)> 
> 0 (resp. Tolz; w) > 0) pentru crice ze î0 și orice vector targent olomori 
w Ja ĉQ în punctul z astfel încît œ # 0; aceste condiţii nu ce pird de alegerea 
luncţiei ce definiţie p. 
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Teoremă. Fie 9 c C” o multime deschisă cu frontiera de clasă C?, Atunci 
Q este un domeniu pseudoconvex dacă şi numai dacă Q este un domeniu cu 
frontiera pseudoconvexă. 

Dacă Q este un domeniu cu frontiera strict pseudoconvexă, atunci Q admite 
o funcție de definiţie strict plurisubarmonică pe o vecinătate a Iui 30. Este 
interesant de semnalat aici analogia între p., pe de o parte, și convexitate 
reală, pe de altă parte. În fapt, o mulțime deschisi Q œ R” cu frontiera de 
clasă C2 şi cu funcţia de definiție p este convexă dacă și numai dacă este 
conexă și satisface condiţia 


% 2 
y E (4) viu > 0 
i, J51 0ăi 023 


pentru orice punct xe ðQ și orice vector tangent ve T(â0))t“, De aseme- 
nea, dacă 


g2 


i,j = 1 di ÖXG 


{x} vv; > 0 


cind xe Q si ve T(30)z, v Æ 0, atunci există o funcție de definiție p pentru 
Q cu proprietatea că matricea (e a), este pozitiv delinită pentru 
9,7 


orice punct ze 309. (M.].) 

pseudoimaginea unei măsuri Radon v. dezintegrarea măsurilor Radon 

punct aderent (unci mulțimi într-un spațiu topologice X), punct pentru 
care intersecția dintre orice vecinătate a sa și acea mulțime este nevidă, 
Punctul y este aderent mulțimii A dacă și numai dacă există un șir gene- 
ralizat de elemente din A convergent către x. Dacă în X este îndeplinită prima 
axiomă de numărabilitate, atunci caracterizarea precedentă se face cu șiruri 
obișnuite. Dacă X este un spațiu metric, x ceste aderent lui A e X dacă 
şi numai dacă, distanța dintre x şi A este zero. Mulțimea punctelor aderente 
mulțimii A se numeşte aderenţa lui A sau închiderea lui A și se notează A. 
Închiderea lui A este intersecția tuturor mulțimilor închise care conţin pe A. 
Mulțimea A este închisă dacă și numai dacă A = A. Dacă A == X se spune 
că A este densă în X sau că este peste tot densă. Punctul x se numește punct 
de acumulare pentru mulțimea A dacă orice vecinătate a lui + conține cel 
puțin un punct din A, diferit de x. Orice punct de acumulare este un p.a. 
Orice p.a. care nu aparține mulțimii este punct de acumulare pentru mulțime. 
Mulțimea tuturor punctelor de acumulare pentru mulțimea A se numește 
mulțimea derivată a mulțimii A și se notează A". Mulțimea A’ este închisă. 
Reuniunea, dintre A și A” este închiderea mulțimii A. Aplicația care fiecărei 
submulțimi a spațiului topologic %X îi asociază închiderea, sa are următoarele 


proprietăţi caracteristice: i) Ø = Ø; îi) ÆA c A; ii) A= A; iv) AUB = 
= A URB (v. şi operator de închidere). (Gh.Gr-) 

punct aderent unui filtru v. filtru convergent 

punct critic v. spațiu tangent 

punct de acumulare v. punct aderent 


punct de acumulare la stînga (dreapta) Punctul ae R este p.a.s. pentru 
A c R dacă pentru orice 5 > 0, intervalul (a — 3, a) conţine un punct din A. 
Definiție similară pentru punct de acumulare la dreapta (intervalul {a — 8, a) 
se inlocuiește cu (a, 4+38). (5.M.) 
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punct de densitate și punct de dispersie (al unei mulțimi măsurabile) Fie 
A c R, m măsura Lebesgue pe R și xeR. Punctul x este de densitate pentru A 
dacă lim [m(4 N (x — h, x + R)) j (h + 8)] = 1 pentru k — 0t — k. Înlocuind 
1 cu 0, obținem definiția punctului de dispersie. Aproape orice punct al lui 
A este de densitate pentru A şi de dispersie pentru Ca. 

punct de echilibru v. centru 

punzt de extrem condiţionat v, extreme condiționate 

punct de extrem relativ Fie f: I > R şi ae, I interval în R. Punctul a 
este de maxim relativ (sau local) pentru f dacă există o vecinătate V a lui a 
cu proprietarea f(x) s fla) peniru orice ye FNZ. Inlocuind & cu > se 
obține definiția punctului de minim relativ. Orice punct de maxim sau de 
minim relativ este un p.e.r. (sau focal) pentru f. Într-un punct de extrem din 
interiorul intervalului Z, în care f este derivabilă, derivata se anulează (feo- 
rema lui Fermat). Multimea valorilor luate de o funcţie în punctele de extrem 
este cel mult numărabilă. Conceptul se extinde lu aplicații definite într-un 
spațiu topologic, cu valori reale (v. şi extreme locale). (S.M.) 

punct de extrem strict Fie f: I — R, I interval în R”. Punctul ae T 
este de maxim local strict pentru f dacă există o vecinătate V a lui a cu pro- 
prictatea f(x) < fla) pentru orice xe V NZ. Înlocuind < cu > se obţine 
definiția punctului de minim local strict. Orice punct de maxim strict sau de 
minim strict este un punct de extrem local strict peniru f. Teorema hui Sier- 
piiski afirmă că mulțimea p.e.s, din J pentru f este cei mult numărabilă 
(v. și extreme locale). (S.M.) 

punct dublu v. spațiu C-analitic 

punct extremal (al unei mulțimi convexe £ într-un spațiu liniar X), punct 
Xp € E cu proprietatea că dacă x, aparține unui segment conțiunt în E, atunci 
%o coincide cu unul din cele două puncte care determină segmentul. Dacă X 
este un spaţiu local convex separat real, iar Æ este o submulțime convexă 
şi compactă a lui X, atunci mulțimea E coincide cu închiderea acoperirii con- 
vexe a mulținii p.e. ale mulțimii E (fecrema hrein-Milman), (F.C.) 

punct frontieră (pentru o multime A într-un spațiu topologic X), punct 
care este aderent atit mulțimii cft și complementarei si, Multimea p.f. pentru 4 
se numeşte frontiera lui 4 și se notează ĝA sau fr(A). Frontiera mulțimii A 
coincide cu frontiera lui XN A. Frontiera mulțimii A este formată din punctele 
aderente lui A care nu sînt puncte interioare pentru 4. Reuniunea dintre A și 
dA este închiderea, lui £. Interiorul mulțimii A este format din acele puncte 
ale lui 4 care nn sînt p.f. pentru A. (GR.Gr.) 

punct frentieră (pentru o multime convexă) v. spațiu linier 

punct hiperbolic, punct staţicnar xo (soluție constantă, punct de echi- 
Hbru) al unui sistem dinamic x’ == f(2). f(x) = 0 cu proprietatea că matricea 
(Df) (xo) [en altă notație, E (xo) matricea jacobiană ș are toate valorile pro- 

x 

prii cu părțile reale nenule. Fiecărui p.h. i se asociază mulțimea invariantă 
stabilă, formată dia traiectoriile care au pe ag drept mulţime œ-limită si mul- 
țimea invariantă instabilă, formată din traiectoriile pentru care xg este mul- 
time a-limită, (4.H.) 

punct iatericr (pentru o mulțime într-un spaţiu topologice), punct pentru 
care mulțimea. constituie o vecinătate. Multimea p.i. mulțimii A se numește 


o 
interiorul lui AA şi se notează int Æ san Æ. Interiorul unei mulțimi este o mul- 
time deschisă și este reuniunea mulțimilor deschise incluse în acea multime. 
Interiorul mulțimii A este format din acele puncte ale lui A care nu sint puncte 
de acumulare pentru Ca. (Gh.Gr.) 
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punct izolat Fie X un spaţiu topologie și 4 c X. Punctul x € A se numeşte 
p.i. al mulţimii A dacă există V o vecinătate a lui x astfel încît VOIA = {x}. 
Dacă A = X se va spune că x este un p.i. al lui X, Un spațiu topologie în 
care nu există p.i. se numește spațiu topologie perfect. O mulțime închisă și 
fără p.i. se numește mulțime perfectă. O mulțime este perfectă dacă și numai 
dacă, coincide cu mulțimea punctelor sale de acumulare. {Gh.Gvr.) 

punct Lebesgue al unei funcţii Fie f : R> R o funcție integrabilă în raport 
cu măsura Lebesgue p pe R. Atunci există o mulțime u-neglijabilă Me R 
astfel încît orice punct x din RN M este punct Lebesgue al lui f, ie. 


[It n — fb ata 

lim SA -0 
h>0 h 

unde A(h) = [0, 4], dacă k > 0 şi A(k) = [4, 0], dacă h < 0. Altă definiție: 

Fie T o mulțime deschisă în RE, u măsura Lebesgue pe Tșif:T-Ro 

funcție m-integrabilä. Atunci există o multime yu-neglijabilă M e T astfel 

încit orice punct a din TNM cste punct Lebesgue al lui f, ig. avem 


|. (f(x) — fla) du({x) 
lim = i E 
n (Ca) 


unde (Cal este un şir de cuburi centrate în a (v. derivarea măsurilor) cu 
(Cn) —> 0. În ambele cazuri, mulţimea. L a punctelor Lebesgue ale lui f se 
n 


numește mulțimea Lebesgue a lui f. Se arată că L include mulțimea punctelor 
de continuitate ale lui f. Se vede că noțiunile de punct Lebesgue şi mulțime 
Lebesgue pot fi date pentru o funcție f care este numai măsurabilă în raport 
cu măsura Lebesgue. Luînd, în particular, drept f funcția caracteristică a unei 
mulțimi măsurabile Lebesgue în R, obținem alte rezultate. Fie deci E cR o 
mulțime măsurabilă Icbesgue și d în R}. Vom spune că E are densitate d într-un 
punci x din R dacă 


(Enix —h, xH R) 
lim — A 

h=0 2h 

h>0 


Aici u este măsura Lebesgue pe R. Să notăm prin e(£) mulțimea acelor puncte 
x din R cu proprietatea că E are densitatea d = 1 în x. De asemenea, să notăm 
prin (E) mulțimea acelor puncte din R cu proprietatea că E are densitatea 
d = 0 în x. Teorema de densitate a lui Lebesgue afirmă că avem 


u(EAgp(E)) = 0 şi (RNE) AV(E)) = 0. 

Aici U A V = (UNV) U (VNU). (LC.) 

punct limită (al unui şir) v: şir numeric 

punct limită (al unui șir generalizat) Fie X un spațiu topologic, {x8}s sA 
un șir generalizat în X și xve X. Se spune că x este p.l. al șirului genera- 
lizat fxag ea dacă pentru orice vecinătate V a lui x și pentru orice SEA 
există Se A, 3 > 3 astfel ca agre V. Punctul x este p.l. al șirului {x8} eA 
dacă şi numai dacă există un subșir al lui (giga, convergent către y. Mul- 


țimea p.l. ale șirului fx5)gca este ( iral > 5). (GaGr.) 
cå 


e 
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punct o-limită v. mulțime g-limită 

punct w-limită v. mulțime w-limită 

punct recurent (relatiy la o mulțime și o transformare) v. teorie ergodică 

punct regulat v. spațiu tangent 

punct simplu v. spațiu C-analitic 

punct singular (al soluției unei ecuații diferențiale) Dacă f este olomorfă 
în vecinătatea unui punci (20, wo), există o funcție w olomoriă în vecinătatea 
lui za, cu t(zg) = Wo w{z)-= f(z, w{z)} pentru orice z dintr-o vecinătate a lui zg; 
această funcție este unică, este reprezentată de o serie de puteri și oric> pre- 
lungire analitică a acestei serii este tot o soluție a ecuației. Soluțiile globale 
astfel obtinute pot avea p.s. P.s. ale soluției care nu depind de condițiile ini- 
țiale se numesc p.s. fixe iar cele care depind de condițiile inițiale se numesc 
P-S. mobile. Soluțiile ecuațiilor diferențiale liniare nu admit puncte p.s. mobile. 
O ecuație de forma w = (F (z,w))/(Q(z,w)), unde P și Q sînt polinomiale în 
raport cu al doilea argument care nu admite puncte critice mobile are în mod 
PEN forma w = a(z) w? + a(z) w + @{z), deci este o ecuație Riccati. 

punct singular (al soluției unui sistem de ecuații diferențiale liniare) Se 
numește soluție a sistemului de ecuații diferențiale liniare definit de o funcție A 
dată pe uz domeniu D din planul complex cu valori matrici o funcție w : Ďe 
< D- C? olomorfă în D ce D și astfel încit w'{z) = A(z) w(z) pentru orice 
ze D. Dacă D este simplu conex şi A este olomoriă în D, atunci pentru orice ze 
din D, w din C” există o soluție a sistemului definită pe întreg domeniul D, 
verificind w(29) = wg; două soluții care coincid în zg, coincid peste tot în D. 
Dacă A este olomorfă în Q = {z]0 < |z — zo} <o} {Q nu este simplu 
conex), există o funcție S cu valori matrici, olomorfă pe Q și o matrice con- 
stantă B, astfel încît funcția cu valori matrici W(2)= S(2) exp(Bq(2)), unde ș 
este o funcție logaritmică pe Q = {z| 0 < |z —zol<o, Imiz— z) #0 
dacă Re(z — 29) > 0} este o soluție a ecuației; în general punctul z este p.s. 
pentru funcția S. Punctul z) se numește p.s. regulat dacă în za funcția S are 
cel mult o singularitate polară (pol). Dacă în punctul z, funcția S are un p.s. 
esențial, zy se numește p.S. neregulat. Dacă funcția A are în zọ un pol de ordi- 
nul intii, punctul zy este p.s. regulat; reciproca nu este întotdeauna adevărată. 
Fiind dată ecuația diferențială 


wi) -+ a(z) wD n. — apalz) w -+ anl w = O 
se asociază sistemul 
wi = (1z — za) wa -n wg = (iz — 2o) we + (1/(2 — za) Wro 
k=2,....n— 1, 


w, = — (2 — 20)" an(2) w, — (2 — 20)? anal?) wa — se 
— 1 
< (7 — 20) @a(2) wn- + A a at] Wn. 
Z — 20 


Dacă funcția ay are în zg un pol de ordin cel mult k, atunci coeficienții sistemului 
asociat au în za un pol de ordinul intii, deci zy este un p.s. regulat. Teorema 
lui Fuchs afirmă că dacă zọ este un p.s. regulat, atunci zp este poi de ordin 
„e mult & pentru funcţia ag. Dacă funcția A este olomorfă în Q = {z | z [> a) 
ze asociază sistemul 


du 1 4 (=) u, definit în Q = fE jel i} 
dă pa E [74 
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Punctul z ==: co se numește p.s. regulat pentru sistemul definit de A dacă 
punctul č = 0 este p.s. regulat pentru sistemul asociat. Pentru ca z = 00 
să fie p.s. regulat este suficient ca z = oo să fie un zero pentru funcția A. 
Pentru o ecuație de ordin n, z = œ este un p.s. regulat dacă și numai dacă 

zkax(z) este olomorfă în z := o (a are în z = co un zero de ordin k). O ecuaţie 
se numește de tip Fuchs dacă are punctele distincte Zi Za «i Zm, 00 drept p.s. 
regulate și nu mai are alte p.s.; condiția necesară și suficientă ca o ecuație 
să fie de tip Fuchs este c 


m 


arle) = ÎL (2 — z)" brte), 


j=1 


by fiind funcție polinomială de grad cel mult {m — 1). (4.H.) 

punct singular algebric v. suprafata riemanniană a unei functii analitice 
globale 

punct singular aparent v. funcție olcmorfă pe o coroană circulară 

punct singular esențial y. funcţie olomorfă pe o coroană circulară 

punct singular fix v. punct singular (al soluției unei ecuaţii diferențiale) 

punct singular izolat v. functie plemorfă pe o corcană circulară 

punct singular mobil v. punct singular (al soluției nne: ecuații diferen- 
țialc) 

punct singular neregulat v, punct singular (al soluției unui sistem de 
ecuații diferențiale) 

punct singular regulat v. punct singular (al soluțici unui sistem de ecuaţii 
diferențiale) 

punct singular transcendent v. suprafața riemanniană a unei funcții ana- 
litice globale 

punct staționar v. centru 

punctul de la infinit v. planul complex extins € 

puterea extericară (a unui fibrat vectorial) Dacă 17 este o varietate dife- 
rențiabilă do clasă C", E un fibrat vectorial real de clasă C” peste M și m 
un întreg > 0, a m-a p.e. a lui Æ este fibratul vectorial real ARE de clasă C” 
peste M cu proprietățile următoare: 1) Pentru orice punct ze M, (ANE)a= 
== AR(E); 2) Pentru orice submulțime deschisă U a bi M şi orice reper 
(e, =... ep) al lui E peste U, produsele exterioare e, Ac Nei li 
< îm Sp, formează un reper în AYE peste U, unde (4 Ac A tin) (a): = 
ai Za (3) A- Ae (x) e AP(E2) pentru orice «e U. Notăm că dacă fibratul E 


este de rang p, atuuci fibratul AME este de rang (v. algebra Grasemann). 


În mod similar se definește p.e. a unui fibrat vectorial complex. (M.J) 


radicalul uneialgebre (comutative cu unitate), intersecţia tuturor idealelor 
maximale ale algebrei. Dacă X este o algebră Banach complexă, comutativă, 
unitară, atunci radicalul algebrei X coincide cu mulțimea, tuturor elemente- 


lor x ale lui X pentru care lim Y il x” || = 0. Se numește algebră Banach semi- 
bă 


simplă o algebră Banach complexă, comutativă, unitară, al cărui radical se 
reduce la elementul nul. (R.C.) 


ramură uniformă a funcției logaritm v. funcție olomorfă (de o variabilă 
complexă) 


raport anarmonic v. transformare omografică 
rază de convergență (a unei serii de puteri) v. serie de puteri 


reducerea la forma canonică și clasificarea ecuaţiilor cu derivate parțiale 
Jiniare, cvasiliniare de ordin 2 (în cazul a două variabile independente) Fie 
ecuația 


g2 
dAix, y) = an + 2B(x,y) -—— + C(x, y) ou + 
ax? pe 3 
= Phryn , a] = 0, 
ôx 2y 


o ecuație cvasiliniară de ordin 2, coeficienții 4, B, C avînd derivate continue 
de ordin 2 într-o mulțime deschisă din 1R2. Cu ajutorul unei schimbări de 


variabile č = E(x, y), q= n(x, y), astfel încit jacobianul DE. n) #0, ecua- 
D(x, y) 
ţia considerată se reduce la unul din următoarele trei tipuri: 
2 a P 
parea E fii, da a) (ecuaţie de tip hiperbolice}; 
agd 35 ð 
2 By ~ 
b) a e (e OA er , a) (ecuație de tip eliptic); 
BE an 35 în 
2 ~ 
c) awi F (e N t, Zu > A (ecuație de tip parabolic), 
an? 3% ên 


după cum ecuatia caracteristicilor 


2 ka 2 
a2) 2p ŽL 2 sii [i zei 
ôx ax əy ôy 
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are dovă soluții independente (cazul B? — AC > 0), una singură (cazul 
B? = AC), sau două soluții complex conjugate (cazul B? -.. AC < 0). Redu- 
cerea la forma canonică este locală. (G.G.) 

reducerea la integrarea pe spații loca) compacte Fie 7 o mulțime nevidă 
și € un clan de părți ale lui T. Atunci (v. reprezentarea laticilor booleene), 
există un spațiu topologic S care este local compact și total neconex, precum 
și un izomorfism boolean 4 :€ —> of, unde si este multimea părților compacte 
şi deschise ale lui S. De obicei, spațiul S se numește spațiul stonian atașat 
lui E. Acest spațiu de reprezentare S intervine în 
Teorema lui Kahulani. Fie T o mulțime, E un clan de părţi ale lui T, X 
un spațiu Banach și m:0—X o măsură numărabi! aditivă cu variaţie 
finită. Atunci există un spațiu local compact şi total neconex S, precum 
și o măsură vectorială boreliană unică cu variație finită n :% >X, unde 
“ este semitribul părților boreliene relativ compacte ale lui S, cu proprietă- 
tile; 1) Pentru orice pereche de spaţii Banach E, F astfel încît X se scufundă 
în (E, F) (v. integrala Bochner) şi pentru orice L&p < co spaţiile Lebesgue 
Lg(m) şi Lgm) sint izomorie prin aplicația Hop: Lm) = L2(n); 2) În 
cazul particular cînd p == 1, pentru orice felLi(m), notăm Y := HO. 


Atunci avem § dm — fs drz.  (7.C.) 


regula lui L'Hâpital v. teoremele lui L'Hâpital 

regulator de convergență v. convergenta în sensul ordinei 

relația lui Legendre v. funcţie eliptică 

relația lui Parseval v. spaţiu Hilbert 

relație de echivalență măsurabilă (îu raport cu o măsură Radon) O relaţie 
de echivalență R pe un spaţiu topologic X se numește elație de echivalență 
separată dacă spaţiul topologie cit XJR este separat, Fie X un spaţiu local 
compact şi p o măsură Radon pozitivă pe T. O relaţie de echivalență R pe T 
se numește relație de echivalență măsurabilă în raport cu măsura Radon u (sau 
relatie de echivalentă u-măsurabilă) dacă mulţimea acelor compacte K e T 
pentru care relația Xg indusă de R pe K este separată este u-densă. De 
exemplu, dacă B este un spațin topologice separat şi p : X — B este o aplicaţie 
continuă, atunci relaţia de echivalență pe X dată prin xRy : 4 p(x) = p(y) 
este u-măsurabilă. Fie 7 un spaţiu local compact cu bază numărabilă, œ 
măsură Radon pozitivă pe T și R o relaţie de echivalență u-măsurabilă pe T. 
Atunci, există o submulțime u-măsurabilă S a lui 7 astfel încît pentru orice 2 
din T, mulțimea Tns conține exact un punct (unde T este clasa de echiva- 
łență a lui ż} (.C.) 

relație de echivalență separată v. relația de echivalență măsurabilă (în 
raport cu o măsură Radon) 

relație de ordine v. multime ordonată 


relație de preordine v. multime ordonată 
reper v. orientare (a unui spațiu vectorial real finit-dimensional) 


reper canonic (al lui R”?) v. orientare (a unui spațiu vectorial real finit- 
-dimensional) 


reper local v. fibrat vectorial 
reprezentare conformă, v. transformare conformă 
reprezentarea exponențială (a unui număr complex) v. logaritmul complex 


reprezentarea laticilor booleene Orice algebră de mulțimi 4 c P(T), 
T Æ Ø, devine tatice boolcană, operaţiile și elementele speciale fiind definite 
astfel: a) 0=9 şi 1= 7: b) AVB=AUB şi AAB=AUB pentru 
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orice A și B din d; c) A* = CA = TNA, pentru orice A din s. Acest exem- 
plu este arhetipal, în sensul că orice algebră booleană este de acest tip. Amı- 
me, avem 

Il corema de reprezentare a lui Stone. Orice latice booleană (4, <) este 
izomorfă cu o algebră gf de părți ale unei mulțimi T. 

În mod explicit, fiind dată o latice booleană (4,%), există o mulțime 
nevidă T, o algebră ste P(T) şi o aplicaţie k : A — si care este izomorfism 
de latici booleene, ie. este bijectivă și, pentru orice x și y din A, are proprie- 
tățile: i) a(x Ay) 2 la) NA; ü) Alvy) = huh); ii) ha) = 
= TN h(x). Să considerăm o latice booleană (4,8). O submulțime nevidă 
BcA se nnmeşte ideal al lui A dacă are proprietățile: a) Pentru orice x,y 
din B, avem x V ye B; b) Pentru orice x din B și orice Y din A cu ysy, 
rezultă ye B. Este clar că dacă gf este o algebră de părți ale lui 7, atunci 
un ideal % al lui s4 este exact un clan ereditar inclus în 4. Cu atit mai mult 
un trib creditar inclus în si este deci un ideal al lui sf. Dacă B este un ideal 
al unei tatici booleene A și Bt A, se introduce pe A relaţia de echivalență ~~ 
dată astfel: ze~ y: <x + yeB, unde x- y= (7 Ay*%)V {y A *). Această 
relație de echivalență generează mulțimea cît pEr A|B care este de asemenea 


latice booleană, după cum urmează: 1) Cel mai mic element este iar cel 


x, ga w . “u A g nir o e It: dă ~ 
mai mare element este 1; 2) Dacă ~ şi y sînt în 4, atunci X Vy: = xVy, 
SA regi a A ~ i . in © ch 
SAS: = xy şi (3)%: = y+. Am notat, pentru orice x din A, prin 4 clasa 


lui x. Vom numi pe X latice booleană cît. O o-latice booleană este o latice 
booleană A cu următoarea proprietate suplimentară: pentru orice șir {xn}n 
de clemente din A există sup {xa |ne |N): = V xn. Este clar că o o-algebră 
n 
de părţi ale unci mulțimi Z devine a-latice booleană cu structura de latice boole- 
ană introdusă mai sus. , 
Teorema de reprezentare Loomis-Sikorshi. Orice a-latice booleană A este izo- 
morfă cu o latice booleană cît de forma 4/%, unde gi este o c-aligebră 
de părţi ale unei mulțimi T şi “5 este un trib ereditar inclus în si. Mai 
precis, fiind dată o c-latice booleană (A, <) există o mulțime nevidă T, o 
g-algebră sti de părţi ale lui T, un trib ereditar % c æ, precum și un 
izomorfism de latici booleene kA = AB. 
Teorema de reprezentare a lui Stone, Orice latice booleană A este izomorfă, 
cu mulţimea, părților compacte și deschise ale unui spațiu topologic compact 
avind o bază formată din mulțimi simultan închise și deschise, 
Cu alte cuvinte, dacă (4,8) este latice booleară, există un spațiu topologice 
compact T avînd o bază de mulțimi simultan închise și deschise și un 1zomor- 
fism de latici booleene h:A — A. Aici et este laticea booleană a tuturor 
mulțimilor compacte și deschise din T. 
Teorema de reprezentare a lui Stone (varianta necompactă). Se consideră 
o mulțime nevidă T şi un clan @ de părți ale lui T. Atunci există un spaţiu 
topologic local compact S care are o bază formată din mulțimi închise și deschise, 
precum şi un izomorfism k:0— d, unde si este mulțimea tuturor părților 
compacte şi deschise ale lui S. Mai precis, 4 este bijecţie și pentru orice A.B 
din E, satisface relaţiile 


1) 49) = 0: 2) B(A U B) = MA)un(B): 


3) HAN B) = R(A) NR(B); 4) RIAN B) = A(A)NAB). (I.C) 
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reprezentarea numerelor reale într-o bază Fie N mulțimea numerelor 
naturale, beN, B = {0, 1,..., b— 1} şi B= B, Yke{0, 1 3}. Fie 
n 
An = [] Br şi pe An ordinea lexicografică: (aq, o, Qu) < (ag, -n ap) <> 
k=0 f 
<> Jke (0,1,..., n} astfcl ca ap < ap și ap = a, Yie 10,1... k— 1}. Tie fun- 
ctia fa : An > {0,1..., BR — 1) definită prin flag .., ap) = anb? H... + agb”. 
Teorema următoare asigură posibilitatea şi unicitatea scrierii unui număr pa- 
tural în baza b: Funcţia fy este un izomorfism de mulțimi ordonate între An 
şi {0,1,..., DPH — 1}. Pentru scrierea unui numíîr real și pozitiv în baza b 


co 
fice Ne = NU {0} şi C = Nyx |] Bu. Tie F:C —[0, +0) definită prin 
k=1 
An 


[sa 
Faga, e dn...) = Yy 


n0 be 


tarea unui număr real şi pozitiv în baza b: Aplicația F este surjectivă și 


Teorema următoare descrie și asigură reprezen- 


pentru a € [0, œ) ecuația F(x) = a are o singură soluție x e C dacă g + sită » 
n 


YR, se N şi două soluții dacă a este de forma AA Dacă g = 5 au se 
b” „=o b* l 
spune că g este scris În baza b (se presupune că ap este scris în baza d). 
[ai 
Dacă în baza b numărul g se scrie a — y = și dacă există są, q e N, astie} 
n=0 


Ca Gargsiri = asti Vie (0,1,..., 9), YseN,s>sp se spune că g se reprezintă. 
periodic în baza b. Un număr ae R, se reprezintă periodic în baza b dacă 
și numai dacă este rațional. (Gr.Gr.) 

restricția unei măsuri Radon la o mulțime v. suportul unei măsuri Radon 

rețea (relativă la o măsură) v. derivarea măsurilor 

reziduu Fie Q o mulțime deschisă în planul complex C şi f o funcţie 
olomorlă pe O. Dacă ae Ca = CNO este un punct singular izolat al lui f, 
atunci există un număr e > 0 astfel încît discul puncturat A(a,p) = 

= şi : Pi $ 

= {se |0 < |z — a |< p} să fie conținut în Q. Rezultă că funcția f admite 


o dezvoltare Laurent unică f(z) = y an{z — a)” valabilă pe A(a, pọ). Pentru 
YA 


calculul coeficienţilor ap se pot utiliza formulele 


i 
ün = — | PE «IER dz, ne Z, 
2ni |z—e |=" (2 — anii 


unde y este un număr real cuprins strict între 0 şi p, în rest arbitrar, Ca de 
obicei, cercul |z—al[= se consideră înzestrat cu orientarea canonică, 
deci integrala precedentă poate fi calculată folosind parametrizarea standard: 
z=a+ ref, 0s0s2r. R. lui f în punctul a este numărul complex 
Rez (f;a) definit prin egalitatea 


1 
Rez(f;a) = aa = —, | fia) az, 
Zrii įz—a] =7 
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O< y< p (v. și suprafață riemanniană), De pildă, dacă a este punct singular 
aparent, atunci Rez (f;a) = 0. De asemenea, dacă a este un pol simplu al lui f, 
atunci 
Rez(f;a) = lim (s—a) f(2). 
z=a 


za 
Mai general, dacă a este pol de ordin p al lui f, atunci 


Rez(fi;a) =: lim g(P-b(z), 


z=a 
za 
— a)? f R ; 
unde g(2) zuar a, În cazul cind a este un punct singular esen- 
($~ 1)! 


ţial nu există procedee generale eficiente pentru calculul r. lui f în punctul a. 
Teorema r. Fie f o funcție olomortă pe mulțimea deschisă QcC și fie Æ 
un compact în C, cu frontieră de clasă C! pe porțiuni, avînd proprietăţile 
următoare: 1) Mulțimea FN GQ este finită; 2) Punctele frontieră ale lui X 
sînt conţinute în Q., Atunci are loc formula 


ȘI f(a)ăz = 2ni ŞI Rez(f;a), 


aeK 


unde 3K este bordul orientat al iui K. 


IR 
în punctele sale singulare izolate conținute în K. În particular, această 
teoremă poate fi utilizată pentru calculul unor integrale definite reale, 
Procedeul acesta, cunoscut sub numele de metoda r., se utilizează în situații 
cînd procedeele uzuale, bazate pe calculul de primitive în termeni de funcții 
elementare, sînt fie laborioase, fie inaplicabile. Ex.: 1° Fie Ro funcție 
rațională în două variabile reale x și y, presupusă fără poluri pe cercul 
SI: = {(xy} e R? | x? + y? = 1}, ie. avind proprietatea că există polinoame 
P şi Q în x şi y astfel încît Q{(x,y) #0 cind (x,y)e sS și astfel încit R = 
= TJQ. Se pune problema să calculăm integrala 


Teorema, r. permite deci calcului integralei | Țizdz cu ajutorul r. lui f 


27 
I = | R(cos 9, sin 0)d8. Folosind parameirizarea standard z = ei, 0s 


„0 
A š 
<0< 27, a cercului St, avem d = SI, pe S!, deci 
iz 
2a 1 li ie ; 
I= Ri — (e + e"), —— (e: — 6-19) dð = 
b 2 2i 


“fa fe), eE 


Din teorema r. se obține pentru calculul lui 7 formula 


= 2m Ý) Rez(f:a), 


acK 
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af pa ta e) 


şi K: = {z6 © |jz|s<i ; din ipoteză rezultă că f nu are poluri pe S! = 3K, deci 


unde f este funcţia raţională f(z):= 


cp + 
TENES yla a Tai i : sinx 
teorema r. este aplicabilă, 2° Considerăm integrala improprie 7 = ÎN — dr. 


.0 x 
sin x 


Funcţia » considerată egală cu 1 în punctul x = 0, este continuă pe 


x 
intervalul [0, o), dar nu este absolut integrabilă pe acest interval. Totuși 


i | | sin x 
integrala improprie | =—= dy este convergentă (acest lucru poate fi obținut 


pă 

simplu cu ajutorul criteriului lui Abel). Vom arăta aici acest fapt și vom calcula 
iz 

efectiv valoarea lui 7 folosind metoda r. Considerăm funcția f(2) = 2, de- 
z 

finită și olomortă pe C* = CN {0}. Pentru 0 < y < R < œ, considerăm coni- 


pactul Kp R? = fzeCjrsjz|<kR, Im 230). Din teorema r. rezultă că 
R 
A sin x i 
J(e) dz==0, deci 2i | dx- I(h)-— 1(r)=0, unde pentru orice p> 0, 
Rr 3 ar 4 
eiZ r pi x 
Tio): = \i | dz =i \ epsinb-riecoso ag 
` z|=2 d 
„Hm z>0 ci “0 
; 3 . 2 sin O Š 
Este clar că lim /(7) -== iv. Pe de altă parte, deoarece — S 5 s 1l pe in- 
7-0 T 
r>0 
tervaluł fo. A se vede că lim |Z{R) | = 0. Aceasta inseamnă că integrala 
2 R->%0 
W 
A ia. sin x ri 
improprie Î == | ————— dy este convergentă şi că J = P 5° Integralele Fris- 
x 
-0 


— 3? s ž z 
nel. Considerăm funcția întreagă f(z) = c77. Pentru orice R > 0 considerăm 


mulțimea compactă 
Egi = fec [Os |z|sR, OsArgzs A 
i 4 


Din teorema r. rezultă | fiz) dz = 0, deci 
Ka 


R PR 
I+i r 
| e™% dx + | e? da = | ei! dt, 
«0 YR 2 


o m. v e DN n 


m 


a. 
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unde ypg este areul pe cercul |2|= R cu originea în punctul R şi extremitatea în 


| 
| e? dz 
YR 


x? T ȘI : Ă 
dz = EE rezultă că integrala im- 


— i) V27 


2 
- it : it 3 
proprie | et at este convergentă şi că ( “di = Sieu + Sepa- 
a0 v 


; i ME PIE 
rînd partea reală şi partea imaginară, se obține în final teorema următoare: 
w$ 00 


punctul Re i „La fel ca în exemplul precedent se vede că lim =0. 


R>% 


» 
Cum, pe de altă parte, se ştie că | e 


„10 
w 


sin(x?) dx și cos{x?) dx sînt convergente și au 
Ş & Ș 


Integralele Fresnel | 
«f0 


"0 


valoarea comună sa ~ (M.J) 


rezolubilitate locală şi globală Un operator liniar și continuu P:ÐD*(Q) — 
2*(0) (Q multime deschisă, sau, mai general, varietate difcrențiabilä) este 
local rezolubilă în punctul xpe Q dacă există o vecinătate œ a lui x, oc, 
astfel ca pentru orice fe C*(0) să existe u e D*(Q) care să verifice ecuația 
Fu =f în œ. Dacă P este local rezolubilă pentru orice xe Q, P se numeşte 
local vezolubil în Q. Operatorul T este microlocal rezolubil în punctul (xp, Éo) e 
e T*(O)N 40) dacă pentru orice fe D*(Q) există ze D*(Q) cu proprietatea 
că, he E) E WrE( u— f). Microrezolubilitatea în (xp Ep) pentru orice “g0 nu 
implică faptul că P este local rezolubil în za. În sfîrșit, T este global vezolubil 
în Q dacă există soluţii globale în Q pentru orice membru drept. Dacă P 
are o parametrică la dreapta el rezultă local rezolubil. Rezultatele cele mai 
complete de rezolubiliiate se cunosc pentru operatorii diferențiali (sau, 
mai general, pseudodiferențiali) de tip principal (v. operatori de tip principal). 
În acest caz, au loc rezultate de tipul următor: 1) Dacă proiecția nici unei 
bicaracteristici a operatorului P (presupus de tip principal, cu parte princi- 
pală reală) nu se proiectează peste un compact din mulțimea deschisă Q, 
atunci P defineşte o aplicaţie liniară surjectivă de la 2*(0) la 2*(0)/C>(Q) 
dacă și numai dacă pentru orice mulțime compactă Ke 0 există altă mul- 
time compactă K'c O cu proprietatea că ue: *(0) și sing supp fruc K 
implică sing supp uc K’; 2) Fie P de tip principal (P poate fi operator 
pseudodiferenţial de tip clasic). Atunci avem rezolubilitate locală pentru P 
în orice punct al unei mulțimi deschise Q dacă și numai dacă Im (Zm(x,£)) 
nu-și schimbă semnul de-a lungul nici unei bicaracteristici a lui {Re Pm) 
(peste Q) (aici Fm este partea principală a operatorului P); 3) Fie P un 
operator pseudodiferențial clasic de ordin m în mulțimea deschisă Q, cu 
simbol principal real 4 de tip principal. Fie K un compact care să nu conțină 
nici o curbă, bicaracteristică maximală a lui p. Atunci: a) N(K) = (ve C*(R), 
trv = 0) este spaţiu vectorial de dimensiune finită; b) re a și 
suficientă ca. ecuaţia Pu = f să aibă o soluție în vecinătatea lni K, pentru orice 
feH .(Q), este ca f să se anuleze pe N(K) (această ultimă condiţie este o 
condiție de tip Fredholm pentru rezolubilitatea semiglobală). De aici rezultă: 
4) Fie F ca mai înainte; atunci dacă Pm(x,£) = 0 implică (P(x, E)ZO, 


T 


operatorul P este local rezolubil. 5) Dacă *P este hipoeliptic, atunci P este 
local rezolubil. În sfirșit, există rezultate generale de rezolubilitate locală 
considerindu-se operatori ce verifică unele evaluări, numite subeliptice, și 
care generalizează (cu o pierdere mai mare de regularitate) o evaluare clasică 
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valabilă pentru operatorii cliptici). Rezultatele cele mai generale de existență 
se datoresc lui Treves-Nirenberg (care au folosit pentru prima dată operatori 
integrali Fourier pentru a reduce operatorii considerați la forme simple), 
Egorov, Hormauder-Duistermaat și, în sfirșit, Beals-Fefferman. (G.G.) 

rezoluția canonică a lui Golement v. coemologia fascicolelor 

rezoluiie a identității pentru un operator v. măsura spectrală 

rezolvantă (a unui clement x al unei algebre X cu unitate), mulțimea 
scalarilor A pentru care există în X clementul (x — Au), unde u este elementul 
unitate al algebrei. Un număr care aparține r, lui y se numește număr regulat 
pentru elementul x. {R.C.) 

ridicare v. lifting 

rotație v. transformare èmpgrafică 

rotație (pe un spațiu prehilbertian) v. măsură conică 

rotorul unui cîmp de vectori v. analiză vectorială, integrarea pe o vari- 
etate riemanniană oricntată 


a tt Er e 


ponr 


| 


săgeată v, categorie, functor 

scalar v, spațiu liniar 

scufundare v. spațiu tangent 

secțiune v, prefascicol, fibrat vectorial 

secțiune (a unei funcții) v. măsură pe spațiu produs, măsură Radon produs 

secvențial compact v. spațiu topologic compact 

segment (în sensul ordinei) v. mulțime ordonată 

segment (liniar) v. spațiu liniar 

(0)-segment v. multime ordonată 

selecție măsurabilă v. teorema de selecție Kuratowski — Ryll-Nardzewsk f 

semiclan v. clasă de mulțimi 

semidistanța Frechet-Nikodym v. extinderea măsurilor vectoriale 

semidistanță (pe o mulţime X), orice aplicaţie d, definită pe X x X cu 
valori reale pozitive, avind proprietăţile: i) d(x, x) = 0 oricare ar fixeX; 
ii) d(x, y) = d(y, x) pentra orice xyeă; iii) d(x, y)sd(a,2) + d(z, y) pentru 
orice x, y,ze X. Sin.: semimetrică. Se numește spațiu semimetvic orice pereche 
(X, d), unde X este o mulţime iar d o $. pe X. Dacă nu există posibilitatea. 
unei confuzii nn se mai precizează distanța și se spune „spațiul semimetric A", 
Fie (X, d) un spațiu semimetiic. Vie xeX şi r> 0. Mulțimea, Six, 7) = 
= îyld(a,y) < r} se numeşte sferă (sau bilă) deschisă cu centrul în x şi de rază. 
r. Există şi este unică o topologie pe X în care familia sferelor deschise cu centru 
iu a este o bază de vecinătăţi ale lui x, pentru orice ze X, Se spune că 
această topologie este generată de s. d. Dacă nu se fac alte precizări orice consi- 
deraţii topologice pe spațiul semimetric (X, d) se fac relativ la topologia genc- 
rată, de s.d. Într-un spaţiu semimetric noțiunile și afirmațiile topologice care 
nu presupun separarea spațiului sînt aceleași ca într-un spațiu metric. (Gh.Gr.) 


semigrup de operatori Fie X un spațiu Banach complex cu norma || | 
și (X) spațiul operatorilor liniari și continui de la X la X. Pe P(Ă) putem 
considera fie topologia obișnuită (a convergenței uniforme pe mulțimile măr- 
ginite ale lui 2(4)), fie topologia (mai slabă) tare operalorială, dată de familia 
de seminorme (Pa)zeX, unde Pa(V) = ||V(a)|] pentru orice x în X şi V 
în (X). Se numește s.o. pe X o aplicaţie 7: [0, co) — P(X) avind proprie- 
tățile: 7(0) = iz (aplicația identică a lui X, dată prin y-> x pentru orice x 
în X) şi T(s+ t) = T(s)o T(?) pentru orice t și s în [0, co). Dacă F este con- 
tinuă, considerind pe (X) topologia obișnuită, vom spune că T este un semi- 
grup uniform continuu de operatori pe X, iar dacă, T este continuă, considerină 
pe (X) topologia tare operatorială, vom spune că T este un semigrup. tare 
continuu de operatori pe X. Ultima definiție revine la a spune că pentru orice x 
în X, aplicația Ta: [0, oo) — X dată prin Tz(t) = T(4)(2) este continuă, Bineîn- 
teles, pe [0, co) se consideră topologia obișnuită, Pentru orice operator B din 

o 
(AX) se notează exp(B) = X = B” e L{X) (seria converge în F(X) cu to- 
120 ” 

pologia obişnuită), unde B” înseamnă Bo Bo Bo..o B de n ori, De asemenea 
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dacă à este un număr complex care nu este în spectrul lui B, vom nota prin 
ia > nea ae dă i 2l 
RO, B) vezoleanta lui B în à, ie. operatorul (Aly — B). | | i 
Teorema de reprezentare a semigrupurilor uniform continue. Pentru orice semi- 
grup F uniform continuu de operatori pe X există 4e L(X} cu proprietatea 
a ERS snte ice t în [0, œ). 
că T(f) = exp(t 4) pentru orice „în LU, a | f | 
Operatorul d (numit generatorul infinitezimal al semigrupului T) este dat 


de formula A == lim A (T(h) — ly), limita fiind calculată in topologia 
h->0 A 


obișunită a lui (Y). în plus, există a > 0 astfel încît pentru orice număr 
complex A cu Re(A) > a să avem PO, A} = | ct T(t) ai, integrala fiind 

a U . os 
considerată în sensul lui Bochner. In cele ce urmează vom considera că T 
este un semigrup tare continnu de operatori pe X. Vom considera spaţiul 


s l 
vectorial D(T)eX definit astfel: D(7) = fre X jexistă lim P (Tih) (a) — 
i -> , 


sorp Late ; l 
— x)eXl. Operatorul A: D(7) > X, definit prin A (x) = lim ~ - (T(A)(x)— x) 

l h>0 h 
se numeşte de asemenea generatorul infinitezimal al semigrupului T. Se arati, 
că D(T) este un subspaţiu vectorial dens în X şi operatorul liniar A este 
inchis. e? i r 
Teorema Hille-Yosida-Phillips, Dacă HEX este un subspațiu vectorial dens 
şi 4: H — X este un operator liniar inchis, condiția necesară şi suficientă 
ca A să fie generatorul infinitezimal al unui semigrup tare continuu de opera- 
tori pe X este următoarea: există un număr strict pozitiv M și un număr 
real a astfel încît orice număr real A > a nu este în spectrul lui A și, în plus, 

IRG, A)” | MA — a)” pentru orice n natural. {7 C.) 

semigrup topologie, triplet (X, 8,1), unde X cste o mulțime nevidă, 
P: XXX — X este o operație internă pe X iar t este o topologie pe A astfel 
încît: 1) Cuplul (X, 9) este semigrup: 2) Cuplul (X, 7) este spațiu topologice; 
3) Aplicația este continuă. Dacă (X, ) este semigrup comutativ, vom spune 
că (X, 9,7) este s.t. comutativ, iar dacă (X, @) este semigrup cu unitate (sau 
monoid), vom spune că (X, 9,7) este s.t. cu element unitate. Ex.: Luärmn 
X = R, = [0, 00) u {0}, ® este adunarea obişnuită în R} (cu convenția 


a+ © = © +4 = %0, aeR,), iarv este topologia canonică a luiR,, indusă 


de R. Obținem un s.t. comutativ cu unitate {elementul unitate este 0). Pentru 
simplificare scriem X în loc de (X, ®, 1) ṣi x+ y în loc de @{x, 7). Dacă 
(na este un șir de elemente dintr-un s.t. X şi x este în X, expresia y X=% 


n==1 
n 


înseainnă că lim Xy x; = x în topologia lui X. (Z. C.) 
n iza 
semigrup unitar de operatori v. semigrup de operatori 
semiinel v.” clasă de mulțimi 
semimetrica Frâchet-Nikodym v. extinderea măsurilor vectoriale 
seminormă, funcție reală p definită pe un spaţiu liniar X, cu proprietă- 


i și = i r fi elementele 
ile: p(x Jsir) + piy) și pax) = IAlp(), oricare ar fi e 
à y E; UA it à O ii p definită pe un spaţiu liniar topologic X se numește 
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8. mărginită dacă p(A) este mărginită oricare ar fi submulțimea mărginită, 
A alui X. O s. p definită pe un spaţiu liniar ordonat X se numește £. mono- 
tonă dacă din Os x Sy, x, y e X, rezultă Pl(a)<p(9). Dacă X este un spațiu 
liniar reticulat, o s. p definită pe X se numește s. solidă dacă din |x|ss|y|, 
x,y EX, rezultă p(x)ssp(y). Se numește s. de tip (M), o s. p definită pe un 
spațiu liniar reticulat, care satisface condiția p(xVy)= max{p{x), pl), 
oricare ar fi elementele pozitive x,y ale spațiului. (R.C.) 

Semitrib v. clasă de mulțimi 

semitribul mulțimilor Baire relativ compacte v, mulțimi boreliene, mulțimi 
Baire 

semivariația unei măsuri (relativ la o scufundare) 
semivariație 

seria armonică alternată v. serie numerică 

seria Fourier a unei funcții reale de pătrat integrabil Fie x: {— r, n] = R 
o funcție de pătrat integrabil (Lebesguc). Numerele 


v. variație; cvasivariație; 


1 (= 1 (* 
ap = — | x(t) di, gn = — | x(t) cos nt di, 


=r T alor 


1 m 
Bn = — | x(t) sin ni dé cu neN, 


% = 


se numesc coeficienții Fourier ai funcției x. Punind 
aofi) = 1, anll) = cosat, ba = sin ni, te[—r,z],neN, 
funcția x este suma în medie pătratică a seriei 


k-e] 


dofo + X {(xnan -: Bubu) 


#=] 


numită seria Fourier a funcției x, Cu alte cuvinte, punind 


n 
Salt) = xo + Ş, (a; cos şi + By sin i), neN, 
j=1 


T 
are loc egalitatea lim | (sm(7) — 240)? dt = 0. Acest rezultat se obține consi- 
n 
-T 
derînd spațiul Hilbert Lk ([—z, mi) în care se ia baza ortonormală {eo 


7 1 
Eig» Car Expr) CU Eg = JE Go. Eni = = lp, Ens = —— bpn, pentru neN 


Elle 


(7. spațiu Hilbert). (R. C.) 
seria hipergecmetrică v. ecuația lui Gauss 
seria lui Riemann v. serje numerică 


seric absolut convergentă v. serie numerică 
serie armonică v. serie numerică 
serie comutativ convergentă v. serie numerică 


serie de funcții Fie {fn}neN un sir de funcții definite pe o mulţime D cu. 
valori în C sau într-un spaţiu liniar normat (sau, mai general, cu valori într-un 
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n z 
tiu liniar topologic). Fie s(x) = y Jeiz), xe D. Şirul {sn}n se numeşte 
k=1 
koa 


„asociată șirului {fn}n şi se notează >, Fa. Elementele șirului {fn}n se nu- 

n=l i 

sc termenii seriei iar elementele șirului {sp}n, sumele parțiale ale seriei, 

ia se numește convergentă în punctul xpe D dacă şirul sumelor parțiale 
keed 


e convergent în xp, deci dacă seria X Fn(xo) este convergentă. Suma 
n=t 
W 
xo) a seriei £ Jn+k(*o) se numeşte restul de ordin n al seriei (în xg). Mulți- 
k=l 
a Ce D a punctelor în care seria considerată este convergentă se numește 
lțime de convergență şi se spune că seria este punctual (sau simplu) con- 
gentă pe C (v. şi domeniu de convergență al unei serii de puteri). Limita 
kze] 
alui {sn}n se numeşte suma seriei, se notează tot cu y fn, și este deci o 
n=1 
icție definită pe mulțimea de convergență. Precizarea „punctual conver- 
tä“ este legată de existența unor alte tipuri de convergență. Astfel, dacă 
ul (snm este uniform convergent pe 4c D, se spune că seria este uniform 
vergeniă pe d, pe scurt uniform convergentă dacă A = D. Are loc crite- 


WQ 
l Iui Cauchy: S.f. numerice {fp : D — C) y n este uniform convergentă 
n=l 
m 
că și numai dacă pentru orice e > 0 există ng EN astfel ca y fi | < e 
k=n 


atru orice n, m >ne Şi orice xe D. Rezultatul este adevărat și pentru s.f. cu 
lori într-uu spațiu Banach sau într-un spațiu vectorial topologic secvențial 
mplet. O condiție suficientă de convergență uniformă este criteriul lui Weter- 
ass, enunțat aici pentru funcţii numerice: Dacă sup |fu(x)|=Ay iar seria nu- 
ze D 
(zo) 00 
serică X Ay este convergentă, atunci seria X fu este uniform convergentă 
k=1 n=1 
și convergență normală), Condiția din acest criteriu nu este și necesară (v. 
n 3). Pentru funcții cu valori reale are loc criteriul lui Abel: Dacă în s.f. 


Jngn. definite pe D cu valori reale, şirul {fa}n este monoton descrescător, 
I 
wW 


avergent uniform la zero, iar șirul sumelor parțiale ale seriei y En este 


n=l 
X griz) 
k=1 


sN şi orice xe D), atunci seria y fngn este uniform convergentă. Dacă D 
5 n=l 


irginit uniform (i.e. există M > 0 astfel ca, <M pentru orice 


ATA 


ör = 


ete, 


dpa namens. 


im me 


ma. se eram a Maeron ar. IE 


mim ezite rea ali 
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este un spațiu topologic compact (spre exemplu dacă D = [a, b]€ R) iar fa, 
co 


f: Do Ry sint funcţii continue astfel înctt seria b9 Îm este punctual con- 
: n=1 
i aaeată și are suma f, atunci seria este uniform convergentă (teorema lui, 
int pentru serii). Diverse teoreme de permanență a proprietăților funcţiilor 
w 
fn pentru suma f a seriei X În rezultă evident din afirmațiile corespunză-. 
u=l 
co 
toare de la șiruri de funcţii. Astfel, dacă în seria y Jn, funcţiile fp sînt: 
a - N ste 
continue iar seria converge uniform, atunci suma seriei este o functie con- 
tinuă. O afirmație mai generală este legată de noțiunea de convergență, 
« 
cvasiuniformă. Dacă termenii seriei £ Ín sint funcții integrabile (Riemann 
n=Ii 
sau Lebesgue) pe intervalul fa, bJ&R, iar seria ceste uniform convergentă 
atunci suma seriei este de asemenea integrabilă ( Riemann, respectiv Lebesgue) 
$ 


| ORDY | falt 


a 1 n=l Ja 


© x 
iar seria X | În(2) di este uniform convergentă (teorema de integrare termer 
n=l Ja 


cu termen a unei 8.£.). Dacă functiile fy sînt derivabile, cu derivată continuă 


Q 
PAR ă seri s 
pe [a, bj, dacă seria y În este convergentă cel puţin într-un punct din [a, b} 
n= i 
w 
lar seria derivatelor X PE În(a) este uniform convergentă, atunci seria 
n=] f 


œ 


y Jn este uniform convergentă, suma sa este derivabilă şi 
n=l : 


d © ca d 
da Ante ia PA PPE, 


(teorema de derivare tea men cu termen a unei s.f.). Pentru orice tip de convers 

gențä de la șiruri de funcţii numerice există noțiunea, corespunzătoare de. 
% 

convergenţă pentru serii. Ex.: 1° Pentru s.f. definite pe R, y nN + 1) 


n=l 


2 . . = , 
mulțimea de convergență este mulțimea vidă. 2° S.f. complexe y Kas COnver-. 


n=0 fi! 


8 
3 


(z0 


noit 


ge uniform pe orice compact din C. 3° Seria 


este uniform conver. 
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. (— 1)" | 1 A x 

gentă pe [0, œ) iar sup | —— 15 £ Seria a, converge 
zel% oj &-l- n j [zi a (Ur 2 

punctual pe R, este formată din funcţii de clasă Ce, nu converge uniform, 

suma s a seriei nu este nici continuă nici integrabilă (s(0) = 0, slx) = If 

dacă x 40). De menționat că suma unei scrii punctual convergente de funcții 

reale continue definite pe fa, b] este o funcție continui pe o mulțime densă 
[= 4] 

în [a,b 5° Seria 9, fa, unde 
n=0 


este punctual cowzergentă, pe (0, 1], suma este o funcție continuă (funcția 
nulă) iar scria, nu converge uniform. 6° Dacă f: [a, b]— R este o funcţie de clasă, 
A a face) 
C” și speta, b], atunci s.f. yi an{¥ — xo)”, unde an = ———— > se numește 
n=0 n! 
serie Taylor asociată funcției f în punctul xọ (Gh. Gr.) 
serie de funcții normal convergentă v. convergență normală 
serie de numere complexe v. serie numerică 
serie de numere reale v. serie numerică 
serie de puteri (în C), o serie de funcții de forma 


X anz”? = ap + a2 -H oe + anz” -t n zel, 
n0 


unde {anjnz0 este un şir de numere complexe date, numite coeficienții seriei. 
Fiind dată o s.p., o problemă importantă este problema determinării punctelor 


ei de convergență. Considerăm o s.p. X anz”, fixată. Fie C mulțimea tuturor 
n>0 
punctelor we C pentru care seria de numere complexe anw” este conrer- 
n>0 
gentă; C se numește mulțimea de convergență a seriei. Fie, de asemenea, B 
multimea punctelor weC cu proprietatea că există M = M(w)> 0 astfel 
încit |epo”| sM pentru orice n. Fie, în fine, 


X lan 


n=0 


n < oh» 


R: = sup leo 


D: = fzeC| k] < R} şi D inchiderea lui D în C. Se spune că D este dome- 
niul de convergență sau discul de convergență al s.p. considerate ṣi că R este raza 
de convergentă a acestei serii. Notăm că termenul de disc se consideră aici în 
sens larg, i.e. nu se exclude cazul R = co. 

Lema lui Abel. Dacă we B şi w0, atunci s.p. y an?” este normal conver- 

a>0 

gentă pe orice mulțime compactă conținută în discul deschis Dy: = 
= fec lzl< lwi}. 


Cu ajutorul lemei lui Abel se vede imediat că D = U, Dy<CeBeD: în 
we 


particular, avem D = Č = B, ceea ce justifică denumirea dată lui D de 


-r 
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disc de convergență al s.p, Deoarece orice mulțime compactă conținută in D 
este conținută intr-un disc Dy cu we D, din lema lui Abel mai rezultă că s.p. 


£ anz” este normal convergentă pe orice mulțime compactă conținută în D, 
n=0 


deci, după teorema de convergență a lui Weierstrass, funcţia complexă f 


definită prin f(z): = 5 anz*, ze D, este o funcție olomorfă pe P. Deoarece 
n0 

raza de convergență R a unei s.p. este definită în termeni de serii de numere 

pozitive, pentru calculul ei se pot utiliza criteriile uzuale de convergență a 

seriilor de numere reale pozitive, in particular formula lui Hadamard 


1 TA 
— = lim sup Yiazi, 
R n> 


n 
care se obține folosind criteriul rădăcinii. Ex.: 1° S.p. Ş, (— [n-a Î- are 
“>l cd 
zh 
raza, de convergență R = 1. 2° S.p. y ~ are raza de convergență R = œ, 
n>0 n 


3° S.p. X ntz” are raza de convergență R = 0. Fiind dat un punct wec, 
n=0 


din lema lui Abel rezultă că seria de numere complexe y Anw” este conver- 
n>=0 
gentă dacă |w| < R și divergentă dacă |w!> R; mai mult, în acest ultim caz 


i n k w > CR) . a 
şirul {ane} p0 nu este nici măcar mărginit. Dar lema lui Abel nu dă nici 


o informaţie privind convergenta sau divergența seriei 5y anw” în cazul jw|= R. 
n>0 

In fapt, pe cercul |z| = R pot exista atît puncte de convergență cît şi puncte 

de divergență. De pildă, pentru s.p. din Ex. 1°, punctul z = 1 este un punct 

de convergență, iar punctul z = — 1 unul de divergență. Să mai observăm că, 


dacă ceC şi |e] < R, atunci, în baza lemei lui Abel, seria X anz” este normal 
n0 

(în particular uniform) convergentă pe segmentul [0, c}. În cazul |c| = R are 

loc teorema următoare. 


Teorema lui Abel. Dacă c este un punct de convergen ță-al s.p. X anz” și |cl=R, 
"> 
unde R este raza de convergență a acestei serii, atunci seria, este uniform con- 
vergentă pe orice multime compactă K conținută în Dy {e} și avind pro- 
Ri | 
prietatea că funcția z1— este mărginită pe mulţimea KN {c}; în 
lel — kl 
particular pe segmentul K = [0,c]. 
Ex.: 1° Se ştie că, dacă se notează prin log ramura principală a funcției 
logaritm, atunci pe discul |z| < 1 are loc dezvoltarea în s.p. 


ză 
log(l + 2) = (— Di — =z- +. 
g X = : 


Raza de convergenţă a acestei s.p. este R = Î,iar z = 1 este un punct de con- 
vergenţă al acestei serii. Din teorema lui Abel rezultă că funcția f: [0,1] >R 
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m 


x F 
definită prin f(x): = X (— 1} — este continuă. Cum log (1 -+ x) este de 
nl n 
asemenea o funcție continuă pentru + > — l, se obține formula remarcabilă 
log 2 = 1— -L p- —.. 2° Se ştie cădacă Ý) ansi Ý) ba sînt două 
2 3 n>0 10 
serii convergente de numere complexe, dintre care cel puţin una absolut conver- 
gentă, și dacă cp = X pbg atunci seria X cn este convergentă şi are loc 
p+q=n n>0 
egalitatea 
5 En = (X a) ba): 
nz n>0 no 


Cu ajutorul teoremei lui Abei se poate arăta că această egalitate are loc în 


condiții ceva mai largi, şi anume este suficient ca seriile y ün, X bn şi 
n=0 nz 
5 cn să fie toate convergente. În fapt, din lema lui Abel rezultă atunci 
n0 
că sp. ŞI an?”, X bnz? şi i cn? sînt absolut convergente cind jz| < 1; 
n0 n0 n> 
potrivit rezultatului menționat mai sus are loc egalitatea 


X cat? =| an) (E dn | k< io (x) 
130 ]U3o 


no 


Pe de altă parte, c = 1 este punct de convergenţă pentru fiecare din aceste 
trei s.p. ; deci, după teorema lui Abel, fiecare din aceste s.p. definește o funcţie 
continuă pe segmentul [0, 1]. Cum egalitatea (+) are loc pe segmentul semi- 
deschis (0, 1), din continuitate rezultă că ea are loc și în punctui z= 1. (M.J.) 

serie Fourier, serie trigonometrică pentru care există o funcție f: R > R 
astfel încît 


-r 


1 T 
an = — ( fix) cosna dx pentru n = 0, 1,2,..., 
T 


1 (r 
bn m -— | f(x) sinnx da pentru n = 1,2,... 


v 


—T 
Seria este Fourier-Riemann, Fourier-Lebesgue sau Fourier-A, după cum 
integralele sînt considerate în sensul lui Riemann, al lui Lebesgue sau în 


sensul A, A putind desemna aici diferite alte sensuri ale integralei. (S. M.) 
serie Laurent v. funcție olomorfă pe o coroană circulară 
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serie Laurent multipiă Dacă Q este un domeniu Reinhardt conex, orice 
funcţie olomorfă fe O(N) admite o dezvoltare Laurent multiplă unică 


fo) =} > caza, zel, 
acg. 


unde cg e C, za = ză ia zan dacă æ = («j ..., m), iar seria este normal con- 


vergentă pe orice mulțime compactă K e Q. În plus, dacă Q conține un punct 
2 Cu Zi = 0, atunci ca = 0 cînd g; < 0. (M. J.) 
serie necondiționat convergentă v. serie numerică 
serie numerică Fie {xa}neN un șir de numere reale sau complexe și Sa = 
» 
= y zy. Şirul (sa)neN se numeşte f.n. asociată șirului (pla şi se no- 
k=l 
[ee] 
tează, X xn. Elementele șirului {xyp}ne y se numesc termenii seriei iar ele~ 
n=1 
mentele șirului (sa)neN, sumele parțiale ale seriei. Astfel, xp se numește 
wW 


termenul general iar sn suma parțială de ordin n a seriei. Seria £ Xm se nu- 


n=l 
meşte convergentă dacă şirul (nn e N este convergent; pentru s = lim sa se fo- 
n—= 
w% © 
losește atunci notația $ = y *m iar s se numește suma seriei. Seria £ Xn este 
n=1 n=1 


convergentă dacă şi numai dacă pentru orice s> 0 există nseN astfel 
încît Jim + ~ + Xmpl < e pentru orice nnes şi orice peN (criteriul lui 
Cauchy pentru serii). Dacă şirul {sn}neN nu este convergent se spune că 
00 W 
seria, X Xa este divergentă. Dacă seria g Xn este] jconvergentă,: atunci 
n=1 n=i 
O 
lim za = 0, reciproca nefiind adevărată (v. Ex. 19). Fie y xg DO serie con. 
n0 k=i 
keo] 
vergentă și n e N. Suma yp a seriei 5; Xa se numește restul de ordin n al 
km1 
seriei considerate; dacă s este suma seriei, atunci s = Sp ra și lim fn = 0. 
n- 


o W 00 %@ 
Se numeşte suma seriilor X žni £ Yn, Şi se notează X Xa + y Yn, seria 
n=t 


n=1 n=l n=1 
w [2.23 
al cărei termen general este xp + yu. Dacă seriile y Xn, y Yn sint con- 
n=l n=1 
[eo] 
vergente şi au respectiv sumele x, y, atunci seria y (xn + Yn) este con- 
n=1 


co o 
vergentă şi 5 {rn + ym = x+ y. Se scrie pe scurt yi (n + Yn) = 


n=1 n=l 
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w 00 mo 

= X Xn + X yn. Se numeşte produsul dintre numărul » şi seria Ş, Xas 
n=l n=l n=1 


o) 
şi se notează A y xa, seria al cărei termen general este xn- Dacă seria 


n=l 
00 


xp este convergentă și + este suma sa, atunci seria X Azn este con- 
Li n=] 


is 


o 20 co [z9] 
verpentă şi are suma Ay. Se scrie £ Axan = À g xn. Fie y a, bi Yn 

n=1 n=l n=l =l 
două s.n. și 


Zn = Yn Xa Yo i e b Xay = X XkYre 
k+r=n 
00 
Seria, X zn se numeşte seria produs sau produsul seriilor considerate și se 


A= 
“o 


[rs] [e să co [5.43 
notează, y Xn y Ya. Dacă seriile y Xn y Ya y Za sînt convergente și 
nl n=l muză n=l n=l 


au respectiv sumele 4.y, z, atunci xy = z (teorema lui Abel). Seria produs 
o 


a două serii convergente nu este neapărat convergentă. Dacă N Xn este 
n=1 


o serie cu termeni pozitivi (xn>0, Yn e N), atunci ea este convergentă dacă și 
numai dacă șirul sumelor parțiale este mărginit. Pentru seria cu termeni 


kei a 
pozitivi y xa Se obisnuieşte să se scrie y xn < co dacă seri aeste convers 
n=1 n=1 
20 
gentă și y xp = +o dacă seria este divergentă. O serie de forma 
n=l 


[= 2] 
X (— 1)”x®, unde xn> 0, Yn e N, se numește serte allernată. O serie alternată 
n=l 


în care fanlnen este un șir descrescător către zero este convergentă (7eo- 
00 


rema lui Leibniz). Dacă s este suma, seriei alternate convergente y (—1 
n=) 


Jaa 


[z6] 


și sp suma sa parțială de ordin n, atunci |s — sn|&X4n+ Seria y, Xp se 
n=l 

[e] 

numește absolut convergeniä dacă seria yg [xn] este convergentă. Orice 
n=i 

serie absolut convergentă este convergentă reciproca nefiind adevărată 

co 
(v. Ex. 2°). Seria y xp se numește necondiționat (cemutaliv) convergentă dacă, 


n=1 
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co 
oricare ar fi o bijecţie o: N—N, seria y xan) este convergentă. Aplicația o 
n=i 
90 
se mai numește permutare şi se spune uneori că yi Xoin) este o permutare 
n=l 


[a] 


a seriei y Xna. O s.n. este absolut convergentă dacă și numai dacă este necon- 
ml 
wW 


Hja E; = B x ~ zo 1 i > 
diționat convergentă. Suma seriei absolut convergente y xn coincide cu suma 


n=l 
ce % æ 


seriei y Xam) Dacă cel puțin una din seriile convergente X Xn y Yn este 
n=1 nl n=1l 


absolut convergentă, atunci seria produs este convergentă (teorema lui Mer- 
0 » 


tens). Dacă seriile bA Xn, y Yn sint absolut convergente, atunci seria pro- 
n=l n=1 


dus este convergentă. O serie convergentă care nu csle absolut convergentă 
co 


se numește semiconvergentă. Dacă seria de numere reale a Xn este semi- 
n=l 
convergentă, atunci pentru orice ae R (ae R saua = + o0) există o: R — N 
keed 
o bijecție astfel încît y Xotn) = a (teorema lui Riemann). Un rol deosebit 
n=l 
în teoria s.n. îl joacă seriile absolut convergente în studiul cărora sînt nece- 


œ% keal 
sare criterii de convergență pentru sevii cu termeni pozitivi. Fie y Xn, 5 Ya 
n=1 i 
00 
serii cu termeni pozitivi: 1) Dacă xnSyp, YneN, și y Yn este conver- 
n=1 
00 [co] 
geniă, atunci y Xn este convergentă iar dacă X n este divergentă, atunci 
n=1 n=} 
on 
A s a : In : 
y% yn este divergentă, 2) Dacă există lim —— =; și 0 <ł«< œ, atunci dacă 
»=] no Yn 
[2.2] K] 


y Yn este convergentă, b Xn este de asemenea convergentă iar dacă 
„=! n=i 


“o [se] 
yX Yn este divergentă rezultă că £ xn este divergentă; mai general, dacă 
n=1 n=l 
BE Xa i Xn i d 
0 < lim inf — glim sup —— < o, atunci seriile sint în acelasi timp diver- 
Ya Ya 


ui SE Yni 
rR 


In Ya 


gente sau convergente. 3) Să presupunem că 1 YneN. Atunci, 
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wW 0 
dacă Yy yn este convergentă rezultă că >, xn este convergentă iar dacă 
n=} n=l 
i] 00 
y xn este divergentă rezultă că y Ym este divergentă. 4) Dacă 
n=l n=l 


(va 
lim sup Wxp< 1, atunci seria X Xn este convergentă iar dacă lim supi xn >1 
n=l 
seria este divergentă (criteriul rădăcinii al lui Cauchy). Există serii con- 
vergente şi serii divergente pentru care lim sup Yan = 1 (Ex. 3). 5) Dacă 
00 


x Ă i RR. 
lim sup Ztl — 1 seria, y Xn este convergentă iar dacă lim inf = 
in n=1 ín 
seria este divergentă {criteriul lui d'Alembert} Dacă, în particular, 


[za] 


s Xni à . : x - 
lim =" = l, atunci seria y xn va fi convergentă sau divergentă după cum 
n> Xp n=] 


t< isaal> 1. Ca și în cazul criteriului lui Cauchy, dacă 7 == 1 nu se poate 
trage nici o concluzie asupra naturii seriei și există exemple de serii conver- 
gente sau divergente pentru care l = 1 (v. Ex. 3). Este util de remarcat că 


p u: 1 ESE — Ca ie aa A 
dacă există lim „atunci există lim Wyp și cele două limite sînt egale 
n> Xn n> 
(eventual ambele egale cu -+ 00). 6) Dacă există un șir {an}n e:N de numere reale 
[se] 
a PEE EE RE Xn x E ei 
pozitive, astfel încit lim inf dp — day | > 0, atunci seria y Xn este 
i na mă 


00 
, A se PAR Xa 
convergentă ; dacă seria y —— este divergentă şi lim sup (e = ania) <0 o 
uri AR ai 
keo] 
atunci seria y xn este divergentă (criteriul lui Kummer). În cazul particular 


n=l 


4 : d : R. Pai z *n 
cînd seria $, —— este divergentă și există 7 = lim jän — Ana $? 
E an nool nu 
00 
atunci pentru 1 >> 0 seria y, Xn este convergentă iar dacă } < 0 seria este di- 
n=1 
vorgentä. Dacă în aceste considerații an = n se obține criteriul Raabe-Duhamel . 
[es] 
21 y : H Yn } k x ou 
7) Dacă lim inf n | —ij> 1 seria X xn este convergentă iar dacă 
Yny j n=l 


i x ; z o 3 i 
lim sup n (aa — 1) < 1 seria este divergentă. în particular, dacă 


[es] 
xX 
lim z ( sa ) = }, atunci seria, y xn este convergentă pentru J> 1 şi 


no \ Zn nt 
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divergentă pentru 1 < 1.8) Dacă (4n)n eN este un şir descrescător, atunci seria 
[aa] © 

y xn are aceeaşi natură (convergentă sau divergentă) ca seria b VES 
n=i n=l 
(criteriul de condensare al lui Cauchy). 9) Fie f:(1, +0) — R}, descrescă- 
. [s6] 

toare, Atunci integrala | f(x)dx este convergentă dacă și numai dacă seria 


„ll 
ga 


Ş, fin) este convergentă (criteriul integral al Iui Cauchy). Pentru serii de 
n=i 


numere reale (nu neapărat pozitive) au loc: i) Fic {xn}neN, (YnlneN două 


şiruri de numere reale şi sp = xy ot m. bă, neN, REN. Atunci 
nik n+k-1 
Și X Og Yi) Sms — SmYnia 
jul j=n+1 


(identitatea lui Abel). Cu ajutorul ci se obține criteriul lui Dirichlet: Dacă 
şirul (sa)a este mărginit iar {yn}n este un şir descrescător către zero, atunci 


00 [za] 
a gi dn Sa i ; -x msi 
seria 5 Xnyn este convergentă; ii) Dacă seria y Xn este convergentă iar 
nel n=l 
w 
{Yn}neN este un șir monoton şi mărginit, atunci seria y xnayn este con- 
n=1 


vergentă (criteriul lui Abel). Utilizind criteriile pentru serii cu termeni pozitivi, 
se obțin unele criterii de convergență absolută pentru serii de numere reale 
sau complexe. Astfel au loc următoarele variante ale criteriului rădăcinii al 
lui Cauchy, respectiv d'Alembert: 4) Dacă lim Y [xp] = le R şi ] < 1 seria 
nQ 
© 


X Xy este absolut convergentă iar dacă 7 > 1 seria este divergentă. 57) Dacă 
n=i 


o) 
$ Knl pri è š 
lim | =] = Ze R, atunci seria y xn este absolut convergent pentru 
no Xn ASi 
[=] co 
< și divergentă dacă /:> 1. Dacă seriile > n Și y Zžı-zn sînt convergente, 
n=1 n=i 
se notează 
co œ © 
E mm È rnt Sea. 
n=— V n=l n=l 
w% 1 L i 
Ex.: 1° Seria y — 3 numită seria armonică, este divergentă. Seria, 5, —— e 


n=1 ” Pee Lui 


SERIE TAYLOR „892 


ze R, numită seria armonică generalizată, este convergentă pentru «> 1 


[=] sd n+l 
; 1 T i =) R 
și divergentă pentru g< 1, = - 2° Seria y ’ numită 
n=1 n? 6 n=l n 


seria armonică alternată, este semiconvergentă. 3 Pentru seria divergentă 


Sy iE is 
y — avem lim — = 1 jar pentru seria convergentă Ş, — avem de 
n n 


n=1 Ph noa n=l 


asemenea lim sa 


n PTT 
E 1. Pentru aceleași exemple avem: lim 
n> n+i 


n= n? 
. n? 
= lim ——— = 1. (Gh. Gr.) 
n>n (n + 1)2 


serje Taylor Fie F e {R, C}, Dar o mulțime deschisă, f: D -T o funcţie 
de clasă C” şi ae D. Seria de funcții 


D pm 
Si De) naja st 
n:=0 


a! 


se numeşte s.T. asociată funcției f în punctul a. Se observă că sumele parțiale 
ale seriei (+) sînt polinoamele Taylor asociate funcţiei f în punctul a. În x = a 
seria (+) este evident convergentă și are suma fla). Dacă seria, (+) converge pe 
o vecinătate a lui æ şi dacă suma ei este chiar f, se spune că funcția f este 


fso] 
Jea) 
analitică {olomorfă) în punctul a. Despre seria y {x — a)” se spu- 
y n! 
ne atunci că reprezintă dezvoltarea funcției f în s. T. în jurul lui aq. Dezvoltarea 
00 


se dovedeşte a fi unică, căci dacă o serie de forma y anlx — a)” ceste con- 
n=0 


vergentă pe o vecinătate a lui a şi are suma g, atunci g este de clasă C” pe 


, ie. seria dată coincide cu s.T. asociată func- 


acea vecinătate și ap = ~ 
n! 


tiei g în punctul a. Pentru funcția f{x) = e—1/x? dacă x#0, xe R şi f(0) = 0, 
suma s.T. asociate în punctul zero este funcția nulă care nu coincide cu f şi deci 


nu este analitică în zero. (Gh. Gr.) 


pee] 
serie trigonometrică, serie de forma si + y (an cosnx + bn sin 4%) 
u=0 
unde ag; an Și ba sint numere reale (pentru orice s3 natural). (S. M.) 
serie uniform convergentă, seric de funcții numerice pentru care șirul 
sumelor parțiale este uniform convergent, (S. M.) 
seriile lut Eisenstein v. funcţia medulară 
sfera luj Riemann v. planul complex extins Č, suprafață riemanniană 
sera unitate deschisă v. spațiu liniar noriet ; 
sfera unitate închisă v. spatia linjar normat 


serà v. distawjă 
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simbolul principal al unui cperator diferential Fie r(D) = X aaD* un 


aim 


operator diferenţial liniar cu coeficienţi constanţi, unde Da = Du Dăn 
ioan De 


cu Di = Să, 


— sr a=(xp -o 2n) ja] = at. + an ai e N. Operatorul r(D) 
xk 
devine prin transformare Fourier operatorul de înmulțire cu F(E) = X aata; 
| aj sm 
polincmul omogen de grad m, Pm(8) = $ aa5* se numeşte simbolul prin- 


| ja =m 
cipal al operatorului T(D), iar T(8) simbolul (sau simbolul complet) al lui 


P(D). Dacă P are coeficienţi variabil, T(x, D) = y aalx} D*, simbolul 
jaam 
său principal este Imis, Ẹ) = X aala) E*. Dacă simbolul complet nu are 
a. =m 
o interpretare invariantă, simbolul principal poate fi considerat ca o funcţie 
definită pe fibratul cotangent al mulțimii deschise pe care este definit opera- 
torul F. Mai mult, el poate fi definit invariant în situații mai generale, i.e. 
pentru operatori diferențiali ce acționează pe secțiunile unor fibrați vectoriali, 
sau chiar pentia operatori pseudodiferențiali. Fie, în general, Q o varietate 
diferenţiabilă, E= (FE, f, Q), respectiv y = (F, g, Q) două fibrări vectoriale 
peste Q {v. fibrat vectorial) T*(Q) fibratul cotangent al lui Q si v proiecția 
canonică m: 7*(0) — Q. Dacă notăm cu ExaT*(Q) = ((e, oje Ex T*(Q) 
cu p(e) = z(œ)}, atunci simbolul principal al operatorului diferențial F de 
ordin m, definit pe secțiunile lui č cu valori în secțiunile lui y, este o funcție 
o = opi EX QT*(0) — F, dată în modul următor: pentru ae Q si we THQ), 
fie f o funcție din C*, anulindu-se în a, astfel ca w = (df) (a). Fie apoi s e C3 (Q, £) 
o secțiune a lui &, reg (fibra lui E în a), legate prin relația s(a)=e. Atunci 
pică a) == T{f s)(a) și această definiție nu depinde de alegerea, secțiunii s și a 
gi ]. S-a cbţinut astfel o definiție invariantă a simbolului principal. 
acă r este un operator diferențial de ordin m, Q un operator diferenţial de 

ordin p, simbolurile principale fiind cm(7) = f, op(Q)=e, atunci simbolul prin- 
cipal al comutatorului { P, Q} = TQ — QF este ompli, Q]) = {f, & unde 
(...) este paranteza Poisson a funcțiilor f și g (v. fibrat vectorial). (G. G.) 

singularitate izolată v. funcţie olomerfă pe o coroană circulară 

sistem afin de ecuaţii diferenţiale, sistem de forma x’ = A ({t)x + d(2), Al) 
matrice, b(t) vector. Mulțimea soluțiilor unui s.a,e.d. formează o varietate 
afină. (A. H.) 

sistem autonom v, sistem inamic 


A sistem Ce ecuaţi; diferențiale liniare cu coeficienți constanti, sistem de forma 
x = Ax, A matrice pătrată cu elemente numere reale sau complexe. Curentul 
asociat sistemului are forma: x(t, fu 20) = cxp (A (t — î0)) 4, unde exp {4i} 
este definită cn ajutorul seriei de puteri sili i 


At 23 kyk 
ap tjerr E gA ap EE p 
H! 2! R! 


exp (4t) se pecate calcula cu ajutcrul formulei ex t 
_ d Im p (4t) = oot M + H 
+ galf) 4%, unde d este gradul polincmului minimal al ” matricii A 
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iar a, sînt soluții ale ecuației diferențiale de ordin d asociată polinomului mini- 
mal. Orice soluție a sistemului se scris sub forma (7) = y ejt pz(t), unde p;{t) 
i 


sînt funcții polinomiale de grad strict mai mic decit dimansiunea celei mai 
mari celule Jordan a matricii A care conține valoarea proprie Ag (4. H.) 

sistem dinamic Un sistem de ecuații diferențiale se numește autonom dacă 
funcția fi IXGERXR” — RE care SI definește este constantă în raport cu 
primul argument. Denumirea este sugerată de faptul că asemenea sisteme 
modelează procese de evoluţie în care legea, care exprimă relaţia, dintre stare 
și viteza instantanee nu depinde de factori externi care se modifică în timp. 
Dacă f este astfel încît problema lui Cauchy admite soluție unică definită pe 
întreaga axă, reală, aplicația care asociază, valorii inițiale (pentru ży = 0) 
Yo valoarea la momentul ż a soluției problemei lui Cauchy are propristatea 
y(t -i S, Ya) = y(t, y(s, Yọ)) pentru orice z, s reali. În acest fel unui sistem 
autonom de ecuaţii diferențiale i se asociază un grup de transformări depinzind 
de un parametru, definit prin Tiyo) = y(£, Yọ); proprietatea de mai sus a 
soluției problemei lui Cauchy se rescrie Teps(Yo) = Ti(Ts(y0)) și exprimă, 
faptul că familia de transformări constituie un grup. Proprietăţile generale 
ale soluției problemei lui Cauchy arată că aplicaţia (£, y} — Try este continuă. 
Se numește s.€, o pereche (X, 7) unde X este un spațiu metric (sau, mai general, 
un spațiu topologic), iar 7 este o familie de aplicații {Tt} e R, TX > X cu 
proprietăţile: 1) Aplicația (î, x) — Tiy este continuă de la RXX în X; 
2) Pentru orice te R, se R, xe X, Tux = Ti(Ts, x). Pentru grupul de transfor- 
mări Te se numește traiectorie care trece prin punctul p mulțimea {Tip ] te R}. 
Studiul proprietăților traiectoriilor asociate unui grup de transformări continue 
cu un parametru pe un spațiu metric reprezintă teoria generală a s.d. numită 
de asemenea, dinamică topologică. În mod analog se studiază s.d, diferen- 
țiabile pe varietăți diferențiabile; şi acest domeniu, dinamica diterenţiabilă,, 
îşi are punctul de plecare în problemele clasice de mecanică în care apar sis- 
teme de ecuaţii diferențiale pe varietăţi diferențiabile (aceste varietăţi sînt fie 
definite pornind de la integrale prime, fie descriu direct structura mulțimii 
parametrilor de stare ai sistemului mecanic). Generalizind situaţiile din meca- 
nică în care apar invarianți integrali, s-a dezvoltat studiul s.d. cu măsură 
invariantă, Dacă spațiul metric X pe care este definit grupul de transformări 
continue cu un parametru Tg este înzestrat cu structura de spaţiu măsurabil 
cu măsura u, se spune că măsura yu este inrariantă în raport cu Te dacă pentru 
orice ¿ real și orice mulțime A din X măsurabilă are loc relația u(Ti(4)) = u(4). 
Un exemplu de proprietate a s.d, cu măsură invarianță este 
Teorema de recurentă a lui Poincaré. Dacă A este măsurabilă și măsura ei este 
diferită de zero, atunci există valori oricît de mari ale lui 4 pentru care 
u(A4 n Teţ4))> 0. - 
Un alt rezultat fundamental îl reprezintă 
Teorema ergodică. Dacă p(X) = 1, atunci pentru orice funcție f: X =R 

1: 
integrabilă, lim z F(Tap) ds există pentru aproape toți p din X (mulțimea 
t> 
0 

punctelor 2 din X pentru care limita nu există are măsura nulă), (4. H.) 


sistem dinamic comandat, ansamblu X=(7, X, U, Q, Y, T, p, n) unde T 
este un interval în R, X, U, Y sînt spații topologice numite, respectiv, spațiul 
stărilor, spațiul intrărilor, spațiul iesirilor, Q este o colecție de funcții w: I = U 
numite intrări (sau comenzi), T este o colecție de funcții y: [ = Y, numite 
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ieșiri, q este o funcție, p: DEIxXIxXX XQ — X, numită curent, n: IXX => L 
Sin.: sistem dinamic cu intrare și ieșire. Ca interpretare qp(?, žo, xo, 6) este starea 
sistemului la momentul, î dacă la momentul 4 sistemul se află în starea xg 
şi s-a folosit comanda o, iar nit, (t, fo Xa, )) este ieșirea obținută, ca, rezultat 
al aplicării comenzii œ, plecînd la momentul fg din starea xp. Mulțimea Q este 
presupusă nevidă și în plus dacă o” și &” sînt comenzi iar 4 < f; < fy 
ip do fE I, există a în Q astfel încit o(t) = w(i) pentru f< it, (t) = 
= «"(£) pentru t, < fSte Funcția ọ are proprietățile: p(t; £, x, w) = x oricare 
ar fiż, x, o din domeniul de definiție; (fy, f x, 6) = Pfs bn, Pliz tu 7, w), œ) 
pentru orice 4 < fy < f, x, w pentru care funcțiile sînt definite și, în plus, dacă, 
w'(s) = o(s) pentru i< ssst, atunci pif, to yo 0) = pl, to xo) Un 
s.d.c. este definit în mod uzual de funcții f: IXGxUc RX RIXRP — R”, 
:I xG = R1. Unei comenzi œ: Z — U i se asociază sistemul de ecuații dife- 
renţiale += f(t, x, o(?)) şi funcţia q este curentul asociat acestui sistem. (4. H.) 
sistem dinamic cu intrare și ieșire v. sistem dinamic ccmandat 
sistem dual de spații liniare, pereche de spaţii liniare (ambele reale sau 
complexe) X, Y pentru care este dată o funcţională biliniară f pe Xx Y cu 
proprietăţile: 1) Pentru orice element x 0 din X există un element y€ Y 
cu f(x, y) # 0; 2) Pentru orice element y # D din Y există x€ X cu f(x, y) # 0. 
Se notează <x, yò = fix, y). Se mai spune că X și Y sînt spaţii liniare în 
dualitate sau că formează o pereche duală de spaţii liniare iar perechea de spaţii 
X, Y împreună cu funcționala biliniară (.,.) se notează (X, Y). Fie CĂ, Yy 
un s.d.s.]. Pentru orice element ye Y funcțicnala py dată de formula y(x) = 
= (x, y}, Yxe X, este liniară, iar aplicația y — qy este un izomorfism între 
spațiul liniar Y și un subspațiu liniar al spațiului X? al funcționalelor liniare 
definite pe X. Se identifică Y cu imaginea sa prin izomorfismul menționat, 
i.e. se consideră YcX!. În mod analog, se consideră Xc Yf, Cea mai puțin 
fină topologie pe X pentru care orice funcțională ọy este continuă se numește 
topologia slabă pe X şi se notează o(X, Y). În mod analog se defineşte topologia 
slabă o(Y, X) pe Y. Orice funcţională liniară f pe X care este continuă în 
topologia slabă se reprezintă în mod unic sub forma f(x) = {%, y), xex. 
Dacă A cX, se numeşte fclara lui A și se notează A“, mulțimea 


A = {ye Y |Re <r, y)<1, Yre A). 


Dacă mulțimea Æ ceste echilibrată, atunci A° = fye Y | Kx, pisi 
Yxe A), iar dacă G este un subspațiu liniar, atunci G° = {ye Y Ix, y) = 0, 
YyxeG}. Oricare ar fi submulțimea A a lui X, polara sa A” este o mulțime 
echilibrată și închisă în topologia slabă. O topologie local convexă v pe X se 
spune că este comfatitilă cu dualitatea, dacă Y = pai (conjugatul lui X. în 
raport cu 7). Topclcgia slabă pe X este compatibilă cu dualitatea. Dacă t 
este o topologie lccal convexă separată pe X, compatibilă cu dualitatea, 
atunci pentru orice submulțime convexă A a lui X, închiderea sa în topologia 7 
coincide cu închiderea sa în topologia slabă. Să notăm acum cu “B mulţimea, 
tuturor submulțimilor echilibrate și convexe ale lui Y care sint compacte în 
topologia o(Y, X). Pentru orice Be fie ppls) = sup{|<x,y)] | yE B}, 
xe X. Funcţionala fpg este o seminormă pe X. Topologia definită de familia 
de seminorme {pg}pe q se numește topologia lui Mackey pe X și se notează 
u(X, Y). O topologie local convexă separată x pe X este compatibilă cu dua- 
litatea dacă şi numai dacă a(X, Y) < T < (X, Y) (teorema lui G. W. Mackey 
şi R. F. Arens). Se numeşte topologia tare pe X, şi se notează f(X, Y), topo- 
logia convergenţei uniforme pe mulțimea tuturor părților slab mărginite 
ale lui Y. Topologia B(X, Y) nu este, în general, compatibilă cu dualitatea. 
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Dacă Z este un spațiu local convex separat oarecare, atunci Z și Z* (conju- 
gatul lui Z) formează un s.d.s.l, în raport cu funcționala biliniară <z, gò = g(2), 
zeZ, geZ*. Topologia a(Z, Z*) se numește și topologia slăbită pe Z. Dacă 
topologia spațiului Z coincide cu topologia Iui Mackey u(Z, Z*), atunci Z se 
numește spațiu Mackey. Spațiile bornologice separate și spațiile tonelate sepa- 
rate sint spații Mackey. (R.C,) 

sistem fundamental de împrejurimi v. structură uniformă 

sistem fundamental de mulțimi mirginite v. mulțime mărginită topo- 
logic 

sistem fundamental de vecinătăți v. bază de vecinătăți 

sistem inductiv într-o categorie v, functor 


sistem liniar de ecuații diferenţiale, sistem de forma + = A(t)x, A(t) 
matrice. Mulțimea soluțiilor unui s.L.e. d. formează un spațiu vectorial de dimen- 
siune egală cu numărul de ecuaţii ale sistemului. (4. H.) 


sistem parabolic, sistem (cu coeficienți constanți) de forma 


2uj ep, f 
Tys Y Pa(D) uk j=l, num, 
ðo pii 


unde PF;g(D) sint operatori diferențiali liniari de ordin cel mult p şi cu pro- 
prietatea că funcția A(s) = max Re Aj(s), pentru valorile reale s =o ale 
j 


variabilei, verifică inegalitatea A (o)< — C lo + C, cuC> 0, k>0. Aici }3 
sînt valorile proprii ale matricii P(S) = (Fjg(s)), s =o + it. Exponentul h 
se numește exponentul de parabolicitate al sistemului. Un caz particular im- 
portant de s.p, îl constituie sistemele p-parabolice introduse de I. G. Petrovski. 
Acestea sînt caracterizate de următoarea proprietate: dacă se notează cu F (5) 
partea de grad maxim a matricii F{s) si dacă Als), „aa Am(s) sînt valorile sale 
proprii, atunci pentru |o] = 1, max Re ,(6) < ~o, unde w este o constantă 
pozitivă. Se arată că în acest caz exponentul de parabolicitate k coincide cu 
ordinul p al sistemului. Problema lui Cauchy nu are soluție unică pentru s.p., 
dar sînt determinate clase de unicitate. (G. G.) 

sistem protectiv de spații cu măsură v. măsură pe spații prcdue 

sistem proiectiv într-o categorie v. functor 

sistem supradeterminat, sistem de ecuații cu derivate parțiale, liniare, 
în care numărul ecuațiilor este mai mare decit numărul necunoscutelor. Un 
astfel de sistem este, de exemplu, sistemul Cauchy-Riemann du = f în C” 
cu n > 1l. În cazul în care operatorii diferenţiali sint cu coeficienți constanți, 
principiul fundamental care descrie reprezentarea soluţiilor unui astfel de 
sistem permite obținerea de rezultate generale privind rezolubilitatea, sistemului, 
regularitatea, prelungirea. soluţiilor. Astfel, dacă P(D) este o matrice (Pu), 

„sistemul P(D)u = f are soluții (pe mulțimi deschise convexe) dacă și numai 

dacă f verifică condiţiile de compatibilitate R(D)f = 0. Prin analogie cu cazul 
scalar, în care existența soluţiilor ecuației T(D)u = f într-o mulțime deschisă {£} 
este legată de /-convexitatea lui Q, și în cazul sistemelor se poate introduce 
o noțiune de convexitate ce joacă un rol asemănător, Fie P o matrice cu 


f linii și s coloane, cu coeficienți polinoame în z = (2, ..., Za). (Acestei matrici 

a za ati . ð se ta 

i se asociază sistemul P(D), unde D = (D,, ..., Dn) cu Dg = —i — prin inter- 
Ok 


mediul transformării Fourier). În cele ce urmează 4 va fi inelul polinoamelor 
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în n determinate peste C, A = C[z,, ..., zal. Dacă tp este transpusa matricii 
t 


P, se poate considera morfismul At — > A8 definit prin 


U == (tty es Up) => Pu == (Wy, a Wg) CU Wg = X T kiti 
t 


t 

7 P 
Există atunci o matrice F} (cu coeficienți polinomiali) astfel ca şirul A?a — 
f t . $ 
ED at 2o AS să fie exact. Exactitatea înseamnă, la nivel de cperatori dife- 
renţiali, că orice relație Q(D)w=0 rezultă din R(D)e= P.(D)w=0; acestea 
sînt cendiţiile ce ccmpatibilitate. Fie acum O un spaţiu de distribuții, care 
să fie vn A-modul topolegic, fie M un A-mcdul de tip finit și fie 


: t 
P P P 
M p> Atty e Ate > AE m 40 M =0 
o rezoluţie a lui M prin mcdule libere. Se consideră complexul asociat 
P P, Pr piii 
0 —> Üp —> DS Di pe m Diem Di. 


notat cu Hem (Ma, Q). Aici Dp = Ker T = Hom (M, ®) este mulţimea solu- 
tiler sistemului F(D)u = 0. Dacă se notează cu 


Exit (41,0) = QPP ®t, i= 12, cut = t fo = s, 


se spune că medulul M este D-cenvex dacă ccmplexul Hem (M y, D) este 
exact. În cazul s = 7 şi det P nu este identic nul, rezultă F(z) = 0 şi M-con- 


aosda P f 
vexitatea este echivalentă cu surjectivitatea aplicației 0° —> Di — 0, deci 


rezolubilitatea sistemului neomogen P(Dju = w pentru orice mei, Dacă € 
este un subspațiu al lui Ọ (care este şi A-modul) şi dacă EM = Hom (M, éh 
se spune că Ọ este tare M-convex dacă este M-convex iar Ey este dens în Du= 
= Hom (M, D) = Ker F = Ọp. Această ultimă noțiune este deci legată de 
aproximarea soluțiilor sistemului prin soluții particulare. Astfel, spațiul 
tuturor exponenţialelor polinoame este tare convex în raport cu orice A-modul 
finit M. Au loc următoarele rezultate generale: 1) Dacă Q este un domeniu 
convex din R”, D*(Q)(= spaţiul distribuțiilor pe Q) este tare M-convex pentru 
orice A-modul M de tip finit. 2) Același rezultat este valabil pentru D*+ (0) 
(= spațiul distribuțiilor de ordin finit pe Q). 3) Dacă 2*(0) și c*(0) = (90) 
sînt M convexe pentru orice A-mcdul de tip finit M, atunci toate componen- 
tele conexe ale mulțimii deschise O sînt convexe, iar dacă D*(0) și €(0) sint 
tare M-convexe, mulțimea Q rezultă convexă. Rezultatele de mai sus se dato- 
resc lui Malgrange, Ehrenpreis și, în forma prezentată aici, lui Palamodov. 
Alte rezultate importante în această direcţie se datorează lui Andreotti. Se 
pot considera pentru orice A-mcdul de tip finit M fascicolul Q > Dm(49) al 
soluţiilor sistemului F(D)u = 0 ce aparţin lui [P(0)]f, unde Ms Afjtpat, 
cu aplicaţiile de restricție evidente, fascicol notat Py, precum și fascicolele 
Q = D*(9), respectiv Q — E(N). Dacă se notează cn H?(X, Oy) al p-lea grup 
de cocmologie asociată unei acoperiri Y a mulțimii deschise Q, acoperirea, 
fiind lecal finită, deschisă și convexă, atunci au loc izemorfismele HP(U, Du) = 


œ~ Fai7(M, 2*(0)), sespectiv HP(OL, Cm) ExtP(M, E(Q)) pentru f= 
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= 0, 1,2,..., aceste izomorfisme fiind compatibile cu operatorii de restricție 
respectivi. Andreotti şi Nacinovich au obținut condiții necesare şi suficiente 
pentru ca sistemul F(D}u = f să aibă soluții real analitice pentru orice f real 
analitic ce verifică (în domenii convexe) condițiile de compatibilitate. Aceasta 
a fost posibil datorită formulării coomologice a problemei, ca o teoremă de 
anulare a unui grup de coomologie, și studiului amănunțit al varietății carac- 
teristice a sistemului, După cnm se vede, exprimarea rezultatelor în cazul 
sistemelor utilizează în mod natural noțiuni de natură coomologică. Pe de 
altă parte, ceca ce este important este nu atit asistemul P(D)u = 0 cit fasci- 
colul său de soluții (sisteme diferite pot avea, același fascicol de soluţii). De 
aceua este necesar un studia intrinsec al sistemelor, mai precis, al modulului 
peste inelul operatorilor diferențial definit de un astfel de sistem. Rezultatele 
semnificative au loc doar în cazul sistemelor cu coeficienţi annlitici. Fie K 
un policilindru din R” (sau C”) (K = {x = (x1, n, xn) EC” (sau R”), cu ||). 
Fie O = Ö(K) inelul funcţiilor analitice pe K si D = D(X) inelul operatorilor 
diferenţiali cu coeficienți din O(4); D este desigur necomutativ. Un sistem dife- 
rențial pe K este, prin definiție, un D-modul la stinga M de prezentare finită, 
i.e. pentru care există un șir exact: D? -L> DI —> M > 0. Morfismul (de 
D-module stingi) este dat de o matrice R = (Rig), unde Ry eD, i= 
=S Lp fe Lag Prin 


Cu accastă definiție sisteme diferite, în sens clasic, pot să corespundă unui 
aceluiași (D-modul M. Obiectul semniticatiz este D-modulul “[, și nu diferitele 
sale prezentări de tip finit. Inclul D == (K) este noetherian (7.2. orice ideal 
(la stînga) al lui Ø este de tip finit); ca, o consecință a acestui fapt, pentru ca 
CD-modulul H să fie de prezentare finită este suficient ca el să fie de tip finit, 
Dacă se consideră fascicolul Q — (2(0) peste R? (san C”), sau, mai general, 
peste o varietate analitică complexă, acest fascicol fiind notat de asemenea 
cu (0), rezultă coerent (v. fascicol coerent). Notînd cn Dm subiascicolul 
operatorilor diferențiali de ordin cel mult m, se obține pe D o filtrare. Gra- 


duatul asociat lui Ø, gr (2, este definit ca fiind D Dm!Dm- Fie acum Vi un 
N 


(D-modul ia stînga, coerent (deci local el este de prezentare finită, prin urmare, 
conform definițici anterioare, el este local sistem diferential). Se spune că 9% 
este un sistem de ccuații cu derivate parțiale. Pentru un asttei de (D-modul, 
se consideră o filtrare a sa; aceasta, este, prin definiție, un şir crescător de 
O-module p astfel încît: i) Y = U Mri îi) DMe = Vigyi pentru orice k, L; 
k 
filtrarea este „bună“ dacă: a) pe orice k, Wly este O-coerent (aici O este fasci- 
colul structural); b) există un kae N astfel ca DMa, = Miky pe orice 
le N. Local, orice (D-modul coerent admite o filtrare „bună“. Se poate consi- 
dera graduatul lui Æ asociat acestei filtrări; pe deschişi Q suficient de mici 
(pentru ca filtrarea să fie „bună“), gr X ] Q este un gr D iQ modul coerent. 
Aceasta permite definirea varietății caracteristice (v. varietate caracteristică) 
situată, în fibratul cotangent (și care nn depinde de filtrarea „bună aleasă). 
În ceca ce privește varietatea caracteristică char (M), rezultatele principale 
sint: a) Inegalitatea lui Beinstein. Dacă “i este “Dx-cocrent în orice punct x 
al suportului lui Æ (suportul lui OH este, prin definiție, char (070) 0X, X fiind 
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identificat cu secțiunea nulă din T*X), nsdimg Oi s2n, unde n este dimen” 
siunea varietăți X; b) Involutivitatea varietății caracteristice (v. varietate 
caracteristică). Noțiunca de soluţie în acest context general se definește astfel: 
o soluție a unui sistem diferențial OY, cu valori într-un (D-modul stîng O este 
un morfism de (D-module stîngi de la W la T; dacă morfismul respectiv este 
injectiv soluția se va numi generică. Cele mai interesante sisteme sînt cele 
maxima] sepradeterminate (familar vorbind cele care prin adăugarea, unei noi 
ecuaţii nu mai au soluţii). Aceasta revine Ja faptul că varietatea caracteristică 
este de dimensiune minimă, deci din char (M) = n (unde, dacă varietatea X 
pe care este definit A este analitică reală, se considera, complexificarea varie- 
tăţii caracteristice). Astfel de sisteme se numesc olcneme. Ele au fost introduse 
si studiate ce M. Sato și în special de M. Kashiwara. Fie X o varietate anali- 
tică complexă, conesă, de dimensiune n şi fie Y un D-modul coerent pe X și 
yV = char (970), care este o mulțime analitică în 7*X; atunci dacă Va este o 
Compesentă ireducuibilă alui V, Va = i X, unde Sa=r(Va) este o submul- 
4 


time analitică ireductibilă din X, iar To X fi bratul conormal la Sg. Locul 
w 


singular al sistemului oloncm QX este mulțimea analitică S = U Sa. 
din Sy <” 

Atunci are loc următorul rezultat: În afara locului său singular, sistemul olo- 
nom este san nul sau este un Öy-medul local liber de tip finit (injecția Ox e Dy 
induce pe Xl o structură de Öy-modul). Modulele de acest tip se numesc cone- 
xiuni, local ele sint triviale, în sensul că orice conexiune este izomortă cu o 
sumă directă finită de sisteme de Rham (un sistem de Rham fiind Ox cu struc- 
tura naturală de Dx-modul). Acest fapt arată că toate informaţiile locale privind 
redulul QX sînt concentrate pe locul său singular, În afara faptului că ®- 
medulele clonome permit utilizarea tehnicilor cocmologice, ele sînt impor- 
tante și pentru că a fi o soluţie a unui sistem clonom implică informaţii privind 
regularitatea entității respective. În acest context s-a reuşit generalizarea la, 
cazul n> la noțiunii de ecuaţie cu singularitate regulată etc. Numeroase 
aplicaţii în sindiul singularitățiler, ecuaţii cu derivate parțiale, teoria repre- 
zentăriler de grupuri, studiul integraleler Feyr manu, justifică utilitatea acestui 
punct de ycdere. Există și o altă abordare a s.s., utilă îndeosebi în tecria pseudo- 
grupurilor si kazată pe ceca ce se numește cecmolcgia Spencer, rezulatele 
semnificative fiird cbținute de ascmerca în categoria aralitică. (G. G.) 

sistemul adjunct al unui sistem liniar Ge ecuaţii diferenţiale, sistemul p’ = 
= —AT(by ascciat sistemului x’ = A(t)a (AT este transpusa matricii A). 
Dacă x este soluţie a sistemului liniar iar y este soluţie a sistemului adjunct, 
funcția definită prin £ = (x(t), y(t)), unde (-, -) este predusul scalar din R?, 
este constantă. {4. H 

sistemul Cauchy-Ricmarn, sistem supradeterminat care constituie gene- 
ralizarea la cazul n > 1 a ecuaţiei Cauchy-Riemann. Fie C*, identificat cu 
RE”, zp = xy + iyp k = Lu. Pentru orice funcție u cu valori complexe de 


clasă C!, se defineşte fcima diferențială cu prin 


n o, pă A 
Cu a, u 1 (Eu 
ŞI 2 atata pl [0 piu) 
KI 02 dz 2 da Eye 
iai : i cu 
Ecraţia fu = 0 revire la sistemul svpradetominat %5 = 0, k = Lun, 
câ 


și este echivalentă cu olcmorfia funcției u(x, Yp -o Xm, Ya) = Ulp = Za): 
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ecuația neomogenă âu === f impune formei f condiția de 'compatibilitate 3/=0. 
Se verifică 38 = 0 şi se obține astfel un complex (eliptic) 0 — AQ) _ 
A92 (Q) = A03 (Q) —... unde cu A04(9) s-a notat spaţiul formelor de 
tip (0, q) cu coeficienți C*. Acest complex (analogul complexului lui de Rham 
în cazul real) se numește complexul Dolbeault şi joacă un rol fundamental în 
analiza complexă. Teoremele de existență cele mai importante pentru s.C.R. 
sint: 1) Lepa lui Dolbeauit-Grothendieck (de caracter elementar); 2) Teore- 


mele de existență pentru domenii pseudoconvexe; 3) Soluţia problemei ĝ- 
Nenmann. În cazul domeniilor strict pseudoconvexe se obţin reprezentări 
integrale pentru soluții ce permit evaluări precise. (G.G.) 

istemul vecinătăților unui punct, mulțimea tuturor vecinătăţilor unui 
punct într-un spațiu topologie. Fie X un spaţiu topalogic, xe X şi Yz siste- 
mul vecinătăţilor punctului x. Sistemul Xy} are următoarele proprietăți: 
i) ae V, vez; îi) Dacă 4 cY şi există V e'Vy astfel ca PeA, atunci 
A e Ya; iü) Dacă V,Ue Ya, atunci VnU e Ya; iv} Pentru orice Ve Ya 
există W e Yaq astfel încit V e Ya, Yze W, Fie X o multime și P(X) familia 
părților lui X. Fie T o aplicație definită pe X, cu valori în P(P{X)), astfel 
încît pentru orice ze X, T(x) are proprietăţile: i) xe V, YV e T(x); ii) Dacă 
AcX şi JV e T{x) astfel încit V&A, atunci Ae T(x); iii) V, Ue T(x)= 
= V NU eT(x); iv) Pentru orice Ve f(x) există We (x) astfel încît 
Ve T(2) pentru orice ze W. Există atunci, şi este unică, o topologie t pe X 
astfel încît, pentru orice xe X, T(x} este familia vecinätăților lui 4 în topo- 
logia t. Se spune că această topologie a fost generată cu ajutorul vecinătăților. 
(Gh. Gr.) 

uiuție a sistemului de ecuații liniare (definit de o funcție) v. punct sin- 
gular (al soluției unui sistem de ecuații diferențiale liniare) 

scluție asimptotic stabilă v. stabilitate asimptotică a unei soluții (a unui 
sistem de ecuații diferențiale liniare) 

sciuție constantă v. centru 


soluție exponențial stabilă v. stabilitate exponențială a unei scluții (a unui 
sistem de ecuaţii diferențiale) 

soluție fundamentală Fie T(D) un operator diferențial liniar cu coefi- 
cienți constanți. Se numește s.f. o distribuţie Æ cu propriciatea că I(D)E = 
= 3, unde 5 este distribuția lui Dirac. Orice operator cu coeficienți con- 
stanți arc s.f. (teorema Ehrenpreis-Malgrange). Acestea nu sint unice căci 
dacă E este o s.f. a lui P(D) și u o soluţie a ecuaţiei P(D)u = 0, atunci 
şi E= E +u va fi o s.f. Proprietăţile s.f. decid ratura soluțiilor ecuației 
P(D)u = f. Un rezultat dificil este că orice operator diferențial liniar cu 
coeficienți constanți are o soluție temperată (Pojasiewicz), dar aceasta 
are în general foarte slabe proprietăți de regularitate, Ín schimb 
demonstrația existenței solnţici elementare temperate a condus la rezul- 
tate profunde privind diviziunea printr-o funcție analitică reală; unul 
din acestea este inegalitatea lui Lojasiewicz, care dă o minorare a mo- 
dulului unei funcţii analitice reale printr-o putere a distanței la mulțimea 
zerourilor funcţiei. Se numeşte s.f.a problemei lui Cauchy, pentru un operator 
diferențial P = P(Ds, Da) cu coeficienți constanți de ordin m o distribuţie 
E(x,t) ce verifică ecuaţia DE = 0, precum şi condițiile inițiale E(x, 0) = 0, 


i an—LE(x, 0 
2 Ela, O) a 0, s=1,...,m A £ (aM s(x). Dacă operatorul r (Di, De) 
pł pin 


este hiperbolic şi este omogen de ordin m, atunci utilizind «descompunerea 
distribuției lui Dirac în unde plane, s.f.a problemei lui Cauchy pentru ope- 


a a te 
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ratorul m se poate exprima astfel (formulele lui Herglotz-Fetrovski). Dacă 
n este impar 


s4 
EES 1) í n-m A 
uli, Xp Fa) = aTa SOD Sati t t) w 
n 
iar pentru n par, 
F(a m)! 
(nm)! o 
ult, X, e Xn) = 19 LNV a ee ae 
n) = [ Gna JH- Gata i dai 
: d 
ande (E... En) = P(L Epu Én) iar o = POTT ig ZE ees 
grad sign (E EpHy 
fiind elementul de suprafață al lui H=0. (G.G.) 


soluţie în sens Carathéodory v. problema lui Cauchy pentra sisteme de 
ecuații diferențiale 

soluție în sens Filippov v. problema lui Cauchy pentru sisteme de ecuații 
diferențiale 

soluție maximală v. problema lui Cauchy pentru sisteme de ecuaţii dife- 
renfiale 

soluție stabilă v. stabilitatea unei soluții (a unui sistem de ecuații diferen- 
ţiale) 

soluții generalizate pentru sisteme de legi de conservare O funcţie A defi- 
vită pe GER” cu valori matrici definește un sistem de ecuaţii cu derivate 
parțiale cvasiliniar de forma ĝu + A(u) 3u = 0. Dacă există f: GaR” — R” 
astfel încît A(4) = (Df) (u), unde (D/)(u) înseamnă derivata Fréchet a funcției 


f în punctul u, atunci sistemul capătă forma ĝu +- 22(f(u)) = 0. Există mai 


multe definiții pentru noțiunea de soluție generalizată a unui astfel de sistem, 
motivate din punct de vedere al interpretărilor în mecanică. Noţiunea, naturală 
este următoarea: O funcție u: ICR? — R” local integrabilă se numește so- 
luţie generalizată a sistemului dacă pentru orice funcție ọ netedă, cu suport 
compact în Z, are loc relația 


K, frate) + flu) (3aẸ)] dt dx = 0. 


Altă definiție este: u sc numeşte solutie generalizată a sistemului definit cu 
f dacă 


$. (—s dt + flu) dx) = 0, 


pentru orice contur inchis T situat în 7. În sfîrșit, se numeşte soluție gene- 
ralizată a sistemului definit de f (soluție cu viscozitate) dacă pentru orice 
matrice constantă B simetrică și pozitiv definită, există “e soluție a ecuației 


ôu + da(flu)) = e Bau 
astfel încît u = lim us. Soluția, generalizată care verifică o condiție Cauchy de 


g—>0 
forma u(0, x) = u(x) nu este unică. Pentru a se obține unicitatea se impun 
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soluției condiții suplimentare. Un caz simplu, semnificativ, este următorul. 
O funcţie u: R LXR > R aparține clasei K dacă este de clasă C! pe por- 
iuni admiţind discontinuități in punctele unui număr finit de curbe netede 
şi, în plus, în punctele de discontinuitate, cu excepţia posibilă a unui număr 
finit, există 


tilio xo) = lim ati, x7), u-(to, xo) = lim ulity, +5), 
n> n>n 


unde (ty, 44) — (fo, 70), (27, ai) e De (m 27) > (o xob Gr xy) e pD- D} D- 
fiind domeniile în care curba de discontinuitate, care conține punctul (fy, 40). 
separă o vecinătate a punctului (fe, Xe) conținută în R; x R. (Valorile z,(fo, xo) 
uta, xo) sînt independente de şirurile (if, sg) respectiv (ty, x7) considerate). 
Soluția generalizată u din clasa K a sistemului definit de f satisface condiția 
E (de entropie) dacă în toate punctele de discontinuitate, cu excepția posi- 
bilă, a unui număr finit, are loc inegalitatea 


| Fls (fo x0)) — flu) ai T(u(2o, 20)) — Flo | (iy lio 20) — uo xo) 20 


$ 
i 
(fo, 20) — 4 Ualio Xo) — ufo, Xo) 


pentru orice u situat între tt- (fo, 0) ȘI tty (fo 20). Se demonstrează că o so- 
luție gencralizatä din clasa K, pentru care este verificată condiția E și care 
satislace, în plus, 4(0, x} = ug(2), pentru orice xeR, este unică. (4. H.) 

soluții liniar independente ale unui sistem de ecuații diferentiale liniare, 
elemente liniar independente ale spaţiului vectorial al soluţiilor sistemului; 


soluții cu proprietatea că È cjx;(t) == 0 pentru orice t implică c; = 0 pentru 
3 


orice 3. (A. M.) 

spații liniare în dualitate v. sistem dual de spaţii liniare 

spaţii L? Fie (T, J, u) un spațiu cu măsură și E un spaţiu Banach., Vom 
nota: 


Z = {4e F lul4)< œ} şi H = [Ae 7 lu(4)=0 


Fie 0< p< oo. Notăm 

Re (T, p) = {f: T > E |f este p-mäsurabilä și || f |? este p-iniegrabilă}. 
Aici || f ||: T > R, este funcția definită prin î-— ||f(£)||. De chicei vom nota 
Lgu) în loc de LẸ (T, p) sau LP(T7) dacă T este un interval al dreptei reale 
și p este măsura Lebesgue. Dacă E = I = (R sau C), scriem numai 0?(y). 
În spațiul 2(u) considerăm  subspațiul OYz(u)= {f: T > E |există 
AeKX cu proprietatea că fòt) =0 pentru orice te TNA}. Funcţiile 
dia Ag(p) se numesc funcții p-neglijabile {cu valori în E). Spațiul 
cit Lilu) Nelu) se notează prin L2(p) și elementele sale (clase de funcții} 
se vor nota prin 7! Aşadar, dacă fe 22(u), vom avea Te Lt (p). Unii autori 


identifică 22(u) cu L&(u), scriind f în loc de $ Dacă Isp< œ, aplicația 
ip 
H: Alu)? = R4 definită prin H (f) = |ifllp : = (e a) s este o semi- 


normă, Așadar, f(u) devine în acest caz spațiu semiuonnal complet cu 


363 SPAŢII L? 


seminorma f !—> || filp. Spaţiul normat asociat (este de fapt un spațiu Banach) 
este chiar L2(u), normat cu norma fi— |iflp, unde Ifilp = If lp, pentru 
orice reprezentant fef. Se va remarca faptul că ss foloseşte aceeași notație 


|| lp pentru a se desemna o normă și o seminormă, dar aceste notații sint 
tradiționale. Pentru f, ge 2(u), 1sp < œ, avem 


IZ 4+ z losi llp+ le |p (inegalitatea lui Minkowski). 


Dacă 0< p < 1, aplicația definită pe 2f(u) cu valori în R, prin fi— iif lfp 
nu mai este o seminormă, Totuşi, și în acest caz, spaţiul Hu) devine spațiu 
liniar topologic semimetrizabil complet cu sistemul fundamental de vecină- 
tăți ale originii dat de familia {V ({s)}e>0, unde V(e) = (fe 22(u) | flo < e}. 


TORE 1/p Ă 
Şi aici am notat || f lip = (fi li? de) -~ Spaţiul separat asociat lu i 02(y) 
l 


este L2(u) care este spaţiu liniar topologic metrizabil complet (de Tapt, spațiu 
cvasinormat} înzestrat cu cvasinorma ji 1—> || F ilp unde am notat ! (F lo = flo 
pentru orice Jef. În sfirşit, definim și spațiul Lg (u) după cum urmează. 
Considerăm o funcție oarecare f: T = E şi o mulțime M e X. Notăim A A M)= 
= e RUE )i ţte TNM} e[0, co]. Apoi definim IF lim = inf {4 (f(m) |M e 
e N. Numim pe f supremumul esențial al lui f (sau adevăratul “AA al 
lui f, sau supremumul în măsură al lui f, sau p-supremumul lui f). Unii autori 
folosesc din acest motiv în loc de ||f llo notațiile respective: css sup(/), sau 
ad max (f), sau vrai max (f) sau p-sup (f). Prin definiţie, PE (n) = T > 
— E |f este u-măsurabilă şi Jf il < œ}. Funcţiile din 2p (u) se numesc 
funcții măsurabile esenţial mărginite. Spaţiul Lp (p) devine spatiu seminormat 
complot cu seminorma fi—> |if ile Spaţiul normat asociat (spațiu Banach) 
este LP (u) = LF (p/Xazlp) înzestrat cu norma Fi— || ile: = l/lla pentru 
orice reprezentant fe f, Şi în acest caz unii autori identifică clasele cu func- 
tiile. Spațiile 17(u), Iss, se numesc şi spatii Lebesgue. Spațiile Lilu), 
0< p< 1, se numesc și spatii Day. Dacă E = I’, scriem de obicei L?(u) în 
loc de LPlu). Spațiile Lplu) se numssc în general spații LP. Două numere 
1< $,g < œ se numesc numere conjugate dacă (Lp) + (tq) = 1. Prin defi- 
niție, co este conjugatul lui | și 1 este conjugatul lui co (t.e. facem convenția 
ijco = 0). Inegalitatea Iui Hölder afirmă că dacă fe C?(u), ge 2u), unde 


Ip, 4% sînt conjugate, atunci: a) Produsul fg este în £u); b) Avem 
| | 

re dp | <a ldg < If pole |la. Inegalitatea Iui Hălder (varianta vec- 
į 

torială). Fie din nou 1&%,q&c% conjugate și fe Eglu), ge Lh{u) unde 
E* este dualul ini E. Atunci funcția (f, g) este în fl(u) şi 


[fua du 


<|! (U.a) | de< lalele 


unde {f,g): T =T se defineşte prin (f, g) (2) = g(t) (0). Vom considera, 
pentru prescurtare, un şir gensralizat {/s}sea de elemente din £u) (resp. 
din Lẹ (u)). Fie, de asemenaa, fe Lgiu) (resp. Fe Le Buhh Aici 0 < p < œ. 
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Dacă |l fa — f ilp e O spunem că șirul generalizat (fag converge la f în. 


medie de ordin p (dacă p = |, spunem de obicei că (fa)a converge la f în me- 
die, iar dacă p == 2, spunem de obicei că (fă) converge la f în medie pătratică). 
Similar, avem noțiunea de șir generalizat Cauchy (șir generalizat fundamental) 
în medie de ordin p, în medie, în medie pătratică. Mai menționăm că în spațiul 
P2(u). spaţiul vectorial al funcţiilor X-etajate cu valori în E este dens (și aici 
0 < p< 0). Dacă 0 < p < œ şi peste non-atomică, dualul lui ZP(u) este nul 
(teorema lui Day). Dacă lspsoo, să considerăm l&qgsœ astfel incit p 
şi g sînt conjugate. Avem o aplicație liniară şi izometrică H: Lielu) — (7.2(u))*, 


definită prin H(Q) = V, unde vf) = fo. g)du, pentru orice reprezentanți 


fef. geg. Cu alte cuvinte, Lge(u) sc scufundă în dualul lui 12(u). Dacă 
Ip < œ şi u este o-finită, atunci aplicația H este bijecţic, cu alte cuvinte 
dualul lui L2Z(u) se identifică cu L$(u) dacă și numai dacă E* are propri- 
etatea Radon-Nikodym. Dacă p = œ, avem o bijecţie liniară și izometrică 


H: ba(7,u, E*) o (Lg (p))*, dată prin H{m) =V cu V (7) = (jam pentru 


orice Jef. Aici ba(7, u, E*) = {m: 7 = E* |m este aditivă, cu variație fi- 
nită şi m(A4) = 0 pentru orice A e Q}. Integrala este cea definită la funcţii 
total măsurabile. Norma pe ba(7, u, E*) este || m || = |m |(T) = variația to- 
tală a lui m. Dacă 1< p< œ, spațiul LP(u) este reflexiv. Spațiul Z2(u) 
este reflexiv dacă și numai dacă L?(u) și E sint reflexive. (I. C.) 

spații 2?(p) și LP(u) (în raport cu o măsură Radon) Fie T un spaţiu locat 
compact și u o măsură Radon pozitivă pe T. Vom considera un spațiu Banach 
F. Pentru un număr [ssp < oo se consideră spațiul Fâ(u) definit prin Y?(u)= 

Li 

= {T > F|Nplf) < oo), unde Np(f) =($ IF P aw)”. Se arată că Np 
este seminormă pe F(u). Dacă X(T, F) = {f: T — F |f este continuă cu su- 
port compact}, vom nota prin f(u) aderenţa lui X(T, F) în F2(u) (deoarece 
X(T, F)<T2(u)). Spațiul vectorial L(y) este seminormat cu seminorma 
Np Dacă F =R sau C, vom scrie £P(p). Funcţiile din £p(u) se numese 
unchii p-integrabile (funcții p-sumabile), sau funcții integrabile în raport cu 
măsura Radon u. În general, funcțiile din 02(y) se numesc functii de putere 
p integrabilă în vapori cu u. Dacă p = 2, vorbim de funcții de pătrat integrabi 


în raport cu u. Aplicația liniară H: X(T, F) — F, definită prin H(f) = rar. 
este continuă, deci se prelungeşte în mod unic la o aplicație V: 2l(u) = F. 
Pentru orice f din (%4(u) vom pune V(f): = E du și vom nami ( f dp inte- 


grala functiei f în raport cu măsura Radon u. O mulțime AcT se numeşte 


p-integrabilă (sau integrabilă în raport cu măsura Radon p) dacă pa ELp). 


În acest caz vom nota u(A) = foa dp. Avem de fapt u(4) = u*(4). Se 


365 SPAȚHLE LUI SOBOLEV 


arată că mulțimile -integrabile formează un semitrib notat cu S(p) și u de- 
finită ca mai sus pe acest semitrib, î.e. u: E(u) > R., u(A) = u*{4), este 
măsură pozitivă. Avem următoarele criterii de integrabilitate; a) Dacă f: T — 


— > 
— R, este inferior sau superior semicontinuă, atunci fe Hu) =f Jdu < ©; 


b} f: T = R., este u-integrabilă <> pentru orice s> 0 există două funcții 
H D F 
pozitive și finite pe T, g superior semicontinuă și k inferior semicontinuä, 


astfel ca gsfsh sf (h —a)du <£; c) O mulțime deschisă, sau închisă 


care este relativ compactă, este y-integrabiă; d) Fie AcT. Atunci A este 
u-integrabilă < pentru orice e > 0 există un compact X e.4 și o mulțime u-inte- 
grabil deschisă G>A, astfel încît u(G) — (K) < e. Pentru orice mulțime 
„A p-integrabiiă, avem u(A) = sup f(X) | Ked, K compactă). La fel, dacă 
U este deschisă, u*(U) = sup (u(h) | KEU, K compactă}. Dacă fi T > F, 
atunci fe 07(y) dacă şi numai dacă f este u-măsurabilă şi Np(f) < %. În 
particular, o mulțime d c TF este u-integrabilă dacă și numai “dacă A este 


p-măsurabilă și u*(4) < oo. Spaţiul separat asociat lui (u) se notează 
prin Liu). Aşadar, 1.2(u) are drept elemente clase de echivalență față de 
relația fn ga Np(f— g) = 0. Se arată că L(u) cu norma ILF lp: unde 


ir Fila = Np (f) pentra orice fin F, este spațiu Banach. O funcție u-măsurabilă 
: T — F se numeşte funcţie esential mărginită în raport cu măsura Radon p 


dacă Nælf) < œ, unde Nolf) =1ntjx > U] I f(£) Isa local u-a.p.t.}. Atunci 
spațiul Ep (u) al funcțiilor esențial mărginite în raport cu misura Radon 
y devine spațiu seminormat cu seminorma f >N (f). Se mai notează N (f) = 
=s ess sup (f) (și se numește supremumul esential al lui f), sau N „(f) = u-sup{ f) 
sau Nolf) = ad max (f) (și se numeşte adevăratul maxim al Imi f) sau Nolf) = 
= |f lu. Spaţiul separat asociat se notează prin Lp (u) și este un spațiu 
Banach, De fapt, Le (u) este factorizarea lui 2%(u) prin subspaţiul funcțiilor 
: TF cre sint local neglijabile. Daci HeT este o mulțime p-neglija- 
Vilă şi f este o funcție definită pe TNH cu proprietatea că există o funcție 
u-integrabilă g definită pe T astfel încît g(f) = f(t} u-a.p.t. (pe TNH), spunem 
<ă funcţia f definită u-a,p.t. este u-integrabilă și punem 


(ras: = |se U.c-) 


spațiile lui Sobolev Fie T o parte deschisă a spațiului R* (cu topologia 

obișnuită), fie neN,=NU {0} și ispeR. Fie X mulțimea funcţiilor 

complexe ọ local integrabile definite pe T, care au propri»tatea: pentru orice 
m 

R = (Xi Rau ee Am) E Ng, cu DX xn, funcția p admite o derivată, generali- 
j=1 

zată DE q care este o funcție p-integrabilă pe T. Se introduce în % relația de 

echivalență: p) ~ p, 4 pu(t) = pa(t) apt. Se notează cu W*P(T) mulțimea 
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claselor de echivalență. Această mulțime se organizează ca spațiu liniar normat 
cu operațiile obișnuite cu clasele de echivalență și cu norma 


1/8 
= y | | D*p(t) pa) , 
v( F 


Rn 


" 
unde v(f) = y xj Și notîndu-se tot cu q clasa de echivalență dată de o funcție 
î=l 

p- Spațiile W22(7), neN, ispeR, sînt spaţii Banach numite s.S. Pentru 
p = 2 ele sint spaţii Hilbert. {R. C.) 

spațiu atomic v. element discret 

spațiu Baire, spațiu topologic în care orice mulțime deschisă nevidă este 
de categoria a Il-a Baire. Fie X un spaţiu topologice, Afirmațiile următoare 
sînt echivalente: i) X este un s.B; ii) Orice intersecție numărabilă de 
mulțimi deschise și dense în X este e mulțime densă în X; iii) Orice 
mulțime de categoria I-a are interior vid. Spațiile local compacte, 
spațiile metrice complete sînt s.B. (teorema lui Baire). Orice mulțime 
deschisă nevidă a unui s.B. este un s.B. Într-un s.B. complementara 
oricărei mulțimi de categoria I-a este un s.B. Din următoarea teoremă 
de mărginire uniformă se pot obţine diverse variante ale principiului märgi- 
nivii uniforme: Fie X un s.B. și (filie o familie de funcţii continue, defi- 
nite pe X, cu valori reale, avind proprietatea. că pentru orice xe X există 
Ma > 0 astfel încît | fr(x) |s Ma pentru orice ¿e Z. Există atunci o mul- 
time deschisă nevidă DeY și K > 0 astfel incit |fi(x) |< K pentru orice 
ze D şi pentru orice zel. (Gh. Gr.) 

spațiu Banach v. spațiu liniar normat 

spațiu hornologic, spațiu local convex în care orice submulțime echilibrată, 
convexă și bornivoră este o vecinătate a originii. Orice spaţiu local convex 
metrizabil este un s.b. (R. C.) 

epațiu C-analitic Dacă X și S sînt două varietăţi complexe și f: X > S 
o aplicaţie olcmorfă, atunci fibrele f-1(s), se S, ale aplicației f nu sînt în 
general snbvarictăţi complexe ale lui X. Un centraexemplu este fibra f-1(0) 
a aplicației f: C? — C definită prin f(z, 2): = 222, san fibra f-(0) a aplica- 
tiei f: C? — C definită prin f(z, 23) = 23 — 23. Pe de altă parte, fibrele apli- 
caţiilor clemorfe joacă un rol important în analiza complexă. De aceea a 
devenit necesară lărgirea cîmpului de investigaţii al analizei complexe în 
așa fel încit acesta să includă în afară de varietăți complexe și fibrele aplica- 
ţiilor olomorie. Așa s-a ajuns la noțiunea de s.Ca. (sau spațiu ccmțlex) ca 
noţiune fundamentală a analizei complexe. Procedeul de generalizare care a 
condus la noțiunea actuală de s. Ca. a cuprins două etape. In prima etapă a 


fost introdusă notiunca de s, Ca. redus de către H. Cartan si J. P. Serre (de 
unde și numele de s.C a. în sensul lui Cartau-Sene dat s. C a. reduse). Deși 
simplă și naturală noțiunea de s. C a. redus nu permite să distingem, de exemplu, 
între fibrele unei aplicaţii olomorife f: X — C, X varietate complexă, și fibrele 
aplicaţiei fE: X = C, unde k este un întreg>2 și JË = ff... ef (de k ori). 
De aceea a fost necesară, într-o a doua etapă, intreducerea unei noţiuni maż 
generale (datcrată Jui Grothendieck) de s. Ca. Pentru definiţia, formată, să 
considerăm un medel (D, Op) de varietate ccmplexă; aceasta înseamnă că D 


mt ci za n SRI e mt a ao 


maatim e 
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este o mulțime deschisă într-un spațiu numeric complex C” şi Op fascicolui 
de iuncţii olomorfe pe mulțimile deschise ale iui D. O mulțime închisă MeD 
se numește mulțime analitică dacă, pentru orice punct a € M, există o mulțime 
deschisă Usa în D şi un număr finit de funcții olomorfe f, fy pe U 
astfel incit M NU = (ze U |f) = ... = fy(2) = 0). Dacă Y este o mulțime 
deschisă în M (ie. V = MNU pentru o mulțime deschisă U în D), vom 
numi funcție olomorfă pe V orice funcţie f: V — C care admite prelungiri olo- 
morfe locale în spațiul ambiant D. Funcţiile olomorfe pe mulțimile deschise 
ale lui M formează un fascicol de C-algebre pe care îl vom nota prin 014. Spa- 
țiile inelate (M, 0142) astfel obținute se numesc modele de s. Ca. reduse. Fie 
McD o mulțime analitică (închisă) şi me Op idealul lui Op definit prin 
Im(U) = {fe Öp(U) |f luam = 0) pentru orice mulțime deschisă U în D; 
Qm se numeşte idealul lui Cartan asociat mulțimii analitice M. Se vede atunci 
fără dificultate că M:== supp Opl/9u și Os? : = Ool9uiM. Un fapt mai puțin 
elementar este că idealul 9 este de tip finit (teorema de coerență a lui H. Car- 
tan), Acest fapt sugerează definiția următoare: se numește model de s.Ca. 
orice spațiu C-inelat de forma (M, Om), cu M = supp Op/9șiOu = Ovp/9l M, 
unde (D, 0p) este un model de varietate complexă şi 9c Op un ideal de tip 
finit. Cu alte cuvinte, un model de s. C a. este un subspațiu C-ineiat închis 
de prezentare finită al unui model de varietate complexă. Dacă (M, Oa) 
este un model de s. Ca., atunci M este o mulțime analitică. Pe de altă 
parte, din teorema de coerență a lui H. Cartan rezultă că orice model de 
s. Ca. redus este în particular un model de s. Ca. Reciproca nu este aderă- 
rată: dacă 9 este idealul lui Op generat de funcţia f(z): = 27, atunci M = 
= 10), Ole = C dar Om = Ciz)/(22) Æ C. Notăm, pe de altă parte, că mo- 
delele de varietăți complexe sint modele de s.Ca. reduse. Un s.Ca. (sau 
spațiu complex) este un spaţiu C-inelat (X, Ox) cu proprietatea că, pentru 
orice punct ae X, există o mulțime deschisă U sa în X și un izomorfism de 
spaţii C-inelate e: (U, Oy) — (M, Gu), unde (M, Öm) este un model de s, C a. 
și Oy = Ogjy. Ex.: 1° Dacă X este o varietate complexă și Ox fascicolui 
funcțiilor olomorfe pe mulțimile deschise ale lui X, atunci (X, Ox) este un 
s. Ca. În particular, punctul simplu e = (40), C) este un s. Ca. 2” Orice 
model de s. Ca. este un s.Ca. În particular punctul dublu (40), Ciz)/(22)) 
este un s. Ca. Dacă (X, Og) este un s.Ca. spaţiul topologic X nu este pre- 
supus în general a fi un spațiu Hausdorff. Totuși, din definiție rezultă că orice 
punct ze X are o vecinătate care este un spațiu Hausdorff; în particular, 
punctele lui X sînt mulțimi închise în X, mai exact, orice mulțime care con- 
ține un singur punct este o mulțime închisă. Morfismele de s. C a. sint morfis- 
me de spaţii C-inelate avind ca domeniu și codomeniu s.Ca. Deci s. C a. 
formează o subcategorie plină a categoriei spațiilor C-inelate. O proprietate 
remarcabilă este că, pentru orice s. Ca. (X, Ox), aplicația qi (e TEAGI a. 
+ Pion(2m)) realizează o bijecţie între mulţimea tuturor morfismelor e dela 


IX, Ox) în modelul (C2, Oc») şi mulțimea Ox(X)", unde z,, ..., za sînt funcțiile 
coordonate în Cn, Fie (X, Ox), (Y, Or) şi (S, Os) s. C a. iar p: (X, Ox) — (S, Os) 
și g: (Y, Or) > (S, Os) morfisme de s. Ca. Atunci există un s. Ca. (Z, Oz) 
și morfisme p: (Z, Oz) — (X, Ox) şi q: (Z, Ôz) = (Y, Ov) astfel încît să fie 
indeplinite condiţiile următoare: a) pop = og; b) Pentru orice s.Ca. 
(Z', Oz.) şi orice pereche de morfisme «: (Z”, Oz) — (X, Ox) și 8: (Z, 02) = 
— (Y, Op) astfel încît poa = of, există un unic 9: (Z”, Oz") — (Z, Oz) 
astfel încit a = po şi B = go. Acest s.Ca. (Z, Oz), considerat împreună 
cu morfismele p și q, este unic determinat pînă la un izomorfism de diagrame, 
se numește produsul fibrat al s. Ca. (X, Oz) și (Y, Ôr) peste s. Ca. (S, Ôs) ṣi 
se notează prin (X, Ox) x (S OY Oy). Pentru orice spațiu C-inelat {X, Ox), 
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există un unic morfism p: (X, Ox) = e, unde e: = ((0), C) este punctul simplu, 
În particular, dacă (X, Ox) și (Y, Op) sînt s.Ca. putem defini produsul lor 
direct ca produs fibrat peste e prin egalitatea 


(X, Ox) x (Y, Or): = (X, Oa) x (Y, Or). 


Un alt caz particular de produs fibrat este fibra unui morfism de s. C a. Pentru 
definiția formală, să considerăm mai întîi un s. C a. (X, Ox) ṣi un punct xe X. 
Se arată atunci că există un unic morfism de s, Ca. e:e = (X, Ox) cu proprie- 
tatea că ea(0) = x. Fibra în punctul x a componentei algebrice a lui e este 
un morfism de C-algebre e4: Ox, z — C, numit aplicația de evaluare în punctul 
x a fascicolului Oz. Fie acum ọ: (X, Ox) > (S, Os) un morfism des. Ca. și 
fie e: e — (S, Os) morfismul definit prin e9(0): = s. Considerăm produsul fibrat 
(Z, Oz): = (X, Ga) x iS, Os)? Acest produs fibrat se notează prin p~! (s) și se 


numeşte fibra lui ọ în punctul se S; notăm că spațiul topologic subiacent lui 
q-1(s) coincide cu fibra topologică pg*(s) a aplicației continue go. S. Ca. 
sint spații C-inelate locale. Un s. C a. se numește redus dacă el este un spațiu 
C-inelat redus. Are loc următoarea tcoremă de caracterizare a s.C a. reduse, 


Teoremă. Dacă (X, Ox) este un spațiu C-inelat, condiţiile următoare sînt echi- 
valente: i) (X, Ox) este un s. Ca, redus; îi) (X, Ox) este un s.Ca. și pentru 
orice punct ze X, inclul Ox,z nu are elemente nilpotente; iii) Pentru orice 
punct a e X, există o mulțime deschisă U sa în X şi un izomorfism de spaţii 
C-inelate e: (U, Oy) > (M, Om), unde (M, Om) este un model de $. Ca. redus 
și Oy = Ox| U (un element a într-un inel A se numește nilpotent dacă există 
un întreg kl astfel incit aë = 0). 

Această teoremă este legată de teorema lui Hilbert a zercurilcr (cazul analitic), 
care se enunţă după cum urmează: Fie D o mulțime deschisă în spațiul nume- 
ric complex C?, fie fi, fy funcţii olomorie pe D şi M: = (ze D |fi(2) = 
= ... Țn(2) = 0). Dacă fe Op(D) şi dacă fj M = 0, atunci, pentru orice punct 
ze M, există un întreg kz} 1 și germeni c,, ..-, cu € Ôp, z, astfel încit pi = 

N 


== £ ĉifi, z unde fi, z: = p?{fi} este germenul funcţiei f; în punctul z. (M.J) 
$=1 

spațiu Cauchy, orice triplet {X, t, D) unde X este o mulțime, + o topologie 
pe X iar Ọ este o familie de filtre pe X, avînd proprietățile: i} Dacă Ẹ este 
un filtru astfel încît există F e © astfel ca Fcg, atunci Qe; ii) Pentru 
orice F eğỌ există F, un element minimal în Ọ astfel ca Fac F; iii) Orice 
element minimal m e Ọ admite o bază formată din mulțimi ț-descbise ; iv) Pen- 
tru orice xe X, filtrui Yg al vecinătăților lui + este un element minimal 
în O; v) Pentru orice element minimal me O și orice Mem există Vem, 
VcM avind proprietatea: dacă F este un element minimal în O şi FAV #Ø, 
pentru orice Fe F, atunci M e F. Dacă nu pot apărea confuzii, s. C. (X, t, Dj 
se notează cu X. Elementele lui Ọ se numesc filtre Cauchy ale lui X. 
În orice s. C. există pentru fiecare punct un sistem fundamental de vecinătăți 
închise. Dacă în spațiul topologice (X,t) fiecare punct admite un sistem 
fundamental de vecinătăți închise și se notează cu 4 familia filtrelor conver- 
gente în X, atunci (X, q, 4) este un s. C. Fie (X, t, O) și (Y, o, E) două e.C. 
și f: X =Y. Se spune că f este o aplicație Cauchy dacă este continuă şi 
J(0) = £. Pentru F eQ se notează cu f(7) filtrul generat de baza de filtru 
{/(F) |Fe 7). Dacă f este o bijecție și atit f cît și f-1 sînt aplicații Cauchy 
se spune că f este un izomorfism de s, C. între X și Y. Un s., €. X se numeşte 
complet dacă este separat și orice filtra Cauchy pe X este convergent. Fie 
X, Y două s, C. Se spune că Y este un completat al lui X dacă este complet 


peg 


e e a 
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şi dacă există o aplicație Cauchy injectivă p: X — Y astfel încît, pentru 
orice s. C. complet, Æ și pentru orice aplicație Cauchy f: X = Æ există, și 
este unică, o aplicație continuă 4: f — Æ astfel ca hop = f. Pentru orice 
s. C. există un completat. Dacă Y este un completat al lui X iar p este 
ca în definiția precedentă, atunci p(X) este un subspațiu dens al lui Y. Un 
completat este unic modulo un izomorfism de s. C. Noțiunea a fost intro- 
dusă în 1968 de M. Jurchescu. (Gh.Gr.) 

spațiu cempact v. spațiu topologic compact 

spațiu complex v. spațiu C-analitic 

spațiu conex v, spațiu topologic conex 

spațiu centinuu v. element discret 

spațiu cu convergenţă v. clasă de convergență 

spațiu cu măsură v. extinderea măsurilor pozitive definite pe un clan 

spațiu cu măsură separati! în sens tare v. spaţiu metric ascciat unui spațiu 
cu măsură 

spațiu cu măsură total c-finită v. extinderea măsurilor pozitive definite pe 
un clan 

spațiu cu proprietatea Radon-Nikcdym v. proprietatea Raden-Nikcdym 

spațiu Day v. spaţii Z? 

spațiu de acoperire v. emotepie 

spațiu de cormologie de Rham v. formă diferenţială (pe o varietate com- 
pl exă) 

spațiu de tip (KB) v. spațiu reticulat normat 

spațiu de tip Schwartz, spaţiu local convex X care are proprietatea că 
pentru orice vecinătate H a originii există o vecinătate Wọ a originii astfel 
ca Wc Sp(W) (subspațiul liniar generat de W) iar pentru orice număr 
e >0 există o parte finită AcW, astfel ca WaceW -i A. Sin: spațiu 
Schwartz. Într-un s.t. S. orice mulțime mărginită este total mărginită. În 
consecință, un s.t. S. separat este normabil dacă și numai dacă este finit-di- 
mensional. Limita inductivă a unui şir de s. t, S, este un s. t, S. Spaţiul Dp(T) 
din teoria distribuţiitor este un s.t. $. (P.C) 

spațiu discret v. element discret 

spațiu Fréchet v. spațiu liniar cvasinermat 

spațiu Gelfand v. proprietatea Raden-Nikodym 

spațiu Hausdorff v. spaţiu topologice separat 

spațiu Hilbert Se numește spatiu frekilbertian, un spaţiu liniar normat 
în care norma verifică condiţia 


læ + yle + Ia — yi? = 2021 + pyl?) (gea paralelogramului) 

Dacă X este un spațiu liniar în raport cu corpul I al numerelor reale sau 
complexe, o funcțională 4: XxX —T se numește produs scalar dacă este 
o funcțională hermitiană care are proprietatea ọ(x, 4)>0, oricare ar fi 
elementul nenul ye X. Dacă 4 este un produs scalar, atunci formula p(x) = 
= Ay(x, x), xe X, defineşte o normă pe X numită norma generată de pio- 
dusul scalar. Un spaţiu liniar normat este un spațiu prehilbertian dacă și 
numai dacă norma spațiului este generată de un anumit produs scalar. Produsul 
scalar care generează norma ji- || a unui spațiu prehilbertian X, se notează 
(.,.5, deci xl] = Ala, x), Yxe X. Dacă spaţiul prehiltertian X este real, 
atunci 


1 


<7, y) = F Cia + yl? — Iz — yi?) 
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iar dacă este complex, atunci 


(ay) = = (lr e e = = yie + ze île — îl — 9 


Se numeşte s. H. (sau spațiu hilbertian) orice spaţiu prehilbertian care este 
complet ca spaţiu liniar normat. Orice s. H. este un spațiu Banach uniform 
convex. Studiul £. H. s-a dezvoltat pe baza ideilor din lucrările lui D. Hilbert 
asupra ecuaţiilor integrate, care au condus la considerarea unor spaţii metrice 
în care distanța este definită cu ajutorul unui produs scalar. pie X un s. H. 
Două elemente x,y se numesc ortogonale, se notează xj y, dacă (x,y) = 
(noțiunea are evident sens şi în spații prehilbertiene). Dacă Acă iar 
„e X se notează x LA dacă x Ly, Vye. Mulțimea At = (ze X| x LA) se 
numeşte complementul ortogonal al lui A. Dacă AL = {0}, se spune că A este 
o mulțime totală. O familie (ei); e z de elemente din X se numește familie 
optonovmală dacă elementele familiei sînt ortogonale două cite două și dacă 
lell =1, Vie J. Dacă dezhe j este o familie ortonormală iar ze X, atunci 
numerele (x) = (a, ep), JEJ, se numesc coeficienții Fourier aiì lui x în 
raport cu familia ortonormală. Familia de numere {|p;(x)l?}jej este su- 
mabilă și 


S |eyl)?ssllzi (inegalitatea lui Bessel). 
jeJ ; 

(v. familie sumabilă de elemente). O familie ortonormală maximală poartă 
denumirea de bază ortonormală. Pentru ca o familie ortonormală de elemente 
să fie maximală este necesar și suficient ca mulțimea elementelor familiei să 
fie totală. Dacă {ej}je j este o familie ortonormală, atunci următoarele con- 


diții sînt echivalente: 1) Familia (ej); ey este o bază ortonormală; 2) Orice 


element x € X se reprezintă sub forma x = S gp;lx)ej; 3) Pentru orice element 
jeJ 
xe X are loc egalitatea |||? = S$ le) [2 (relația lui Tarseval); 4) Subspa- 
je 
tiul liniar închis generat de mulțimea, fe;|7e J) coincide cu X. Spaţiul LHT} 
cu norma obişnuită (v. spațiu liniar normat) este un s. H. în care norma este 
generată de produsul scalar dat de formula 


(ay) = | x(t yüjdt, x, yeL?(T) 
T 
(notînd cu à conjugatul unui număr 3). Multimea (7) a tuturor șirurilor 
x = (Ema eN de numere reale sau complexe, pentru care seria $) | Enl? este 


n 
convergentă, este un s. H., considerând operaţiile obișnuite cu şirurile şi norma 
i 


co 1/2 
zl = (È zar) „ Această normă este generată de produsul scalar dat 
nel 


de formula <x, y) = Z Emin, unde y = {nalne N" Mai general, fie J o mul- 
n=l 
time oarecare de indici şi I2(J ) mulțimea, tuturor familiilor fa 5; ej de numere 
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din T (i.e. reale sau complexe) pentru care familia (| aj"; e este sumabilă. 
Definind. operaţiile 


leje + ihe = tit Bijep 
Ma ej = Masi ep Me Ti, 
mulțimea 77(J) devine un spațiu liniar. Acesta devine un s.H. cu. norma 


|| theg |= ($, la)? generată de produsul scalar dat de 
TE 
Cleilep Bijen = S ajb 
jeJ 


Fie acum X un s.H. oarecare și (ej); 0 bază ortonormală în X. Punind 
h(a) = (pi(2))jeg se obține un izomorfism între spaţiile liniare normate X 
și 12(J). Dacă X este un s.H. separabi! infinit-dimensional, atunci X este 
izomorf cu spațiul (12). (R.C.) 
<- spaţiu hilbertian v. spațiu Hilbert 
spațiu inelat, o pereche (X, Ox) unde X este un spațiu topologic și 

fascicol de incle pe X (v. fascicol). Aici prin inel se intelege a inel ii sie 
cu element unitate iar prin corp un corp comutativ. Dacă (X, Ox) este un s.i. 
se spune că X este spațiul topologic subiacent s.i. (X, Ox) şi că Ox este fasci- 
colul său structural. Pentru orice punct ze X, fibra în punctul + al fasci- 
colului structural Oy este un inel care se notează prin Ox, s sau, simplu, Oz. 
Uneori s.i, (X, Ox) este indicat prin aceeași literă X, la fel ca spațiul său to- 
pologic subiacent. Fiind date două s.i, (X, Ox) şi (Y, Oy), un morfism de s.i 
pi (X, Öz) > (Y, Oy) este o pereche e = (po pi) unde po: X — Y este o 
aplicație continuă ṣi q.: Go — Po+(0x) un morfism de fascicole de inele pe Y; 
se spune că go este componenta topologică iar q, componenta algebrică ale lui q. 
Pentru orice punct ze X, fibra relativă (v. fascicol) a lui q, în punctul 2 


die a prin q*; evident q%: Oy, poz) > Ox, a este un morfism de inele. 
C 


9: (X, Ox) > (X. Or) şi y}: {Y, Or) — (Z, 02) 


sînt morfisme de s.i., compunerea po q: (X, Ox) > (Z, Oz) este morfismul 
de s.i. cu componentă topologică (We Pho: = oe Po şi componentă algebrică 
(We o): = Vox(9)0 di: fibra lui bo e în punctul xex este dată de (pog) = 


= păo Veta) Evident s.i. şi morfismele lor formează o categorie; izomoriis- 
mele acestei cateii se pumaso zzcmorjisme de s.i. Ex.: 1° Pentru orice inel 
A, perechea ({0}, A) este un s.i, De asemenea, pentru orice morfism de inele 
u: BA, (0,2): (40), A) > (40), B) este un morfism de s.i. În felul acesta 
duala categoriei inelelor se realizează ca o subcategorie plină în categoria 
s.i. 2° Fie (X, Ox) un s.i. Un subspațiu inelat deschis al lui (X, Ox) este un s.i. 
de forma (U, Ög), unde U este o submulțime deschisă a lui X şi Oy restricția 
lui Oz la U; avem atunci un morfism i: (U, Gy)=(X, Ôx) avind drept com- 
ponentă topologică incluziunea lui U în X şi drept fibră în punctul ze U 
identitatea lui Ox, z= Oy, z- 3° Varietățile diferențiabile şi varietățile complexe 
se pot considera în mod natural ca s.i. Fie (X, Ox) un s.i. Un ideal (sau fascicol 
de ideale) în Ox este un subiascicol de mulţimi 9cOx cu proprietatea că 
pentru orice mulţime deschisă U în X, 9(U) este un ideal în inelul Ox(U). 
Evident, subfascicolul de mulțimi 9c O este un ideal în Ox dacă și numai 
dacă, pentru orice + € X, 9x este un ideal în Ôg, g. Un ideal 9c Ox se numește 
de tip finit (sau finit generat) dacă, pentru orice punct a € X, există o mulțime 
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deschisă U conținînd a în X şi un număr finit de secţiuni s,,-.., Sp € HU) 
astfel încît germenii s}, 2: = PY(S,), = Sp.z: = (Sp) să genereze Jy ca ideal 
în Ox, z pentru orice xe U. Dacă 9 este un ideal în Ox fascicolul cit de gru- 
puri abeliene Ox/9 are o structură canonică evidentă de fascicol de inele. 
Se spune că un s.i. (Y, Oy) este un subspațiu inelat închis al lui (X, Ox) dacă 
Y este un subspaţiu topologie al lui X și dacă există un ideal 9c Ox astfel 
încît Y = supp Öy/9 şi Oy = Ox]9| Y. Avem atunci un morfism de s.i. 
i: (Y, Op) > (X, Ox) avînd drept componentă topologică incluziunea lui Y 
în X şi drept fibră în punctul ze Y aplicația canonică iš: Ox, 0OY., s= 
== Ox, z/s. Se spune că subspațiul inelat închis (Y, Oy) al lui (X, Ox) este 
de prezentare finită cînd idealul 9 este de tip finit. Notăm că suportul oricărui 
fascicol de inele pe X (egal cu suportul secțiunii globale ła fascicolului) 
este o mulțime închisă în X. În particular, dacă (Y, Oy) este un subspațin 
inelat închis al lui (X, Gx), atunci Y este o submulțime închisă a lui X. In 
analiză prezintă interes s.i, peste un corp de bază k, de regulă corpul nume- 
relor reale R sau corpul numerelor complexe ©. Pentru definițiile formale 
să considerăm un corp fixat k. Prin k-algebră vom înțelege un inel A înzestrat 
cu un morfism de inele ga: A — A. Dacă A şi B sint k-algebre, prin morfism 
de h-algebre de la A la B vom înțelege un morfism de inele u: A — B astfel 
încît ap = uoaa. Se numește S.i. în k-algebre (sau spațiu k-inelat) orice sii. 
(Y, 6x) al cărui fascicol structural este un fascicol de k-algebre; aceasta în- 
seamnă că, pentru orice mulțime deschisă U în X, Ox(U) este o h-algebră și, 
pentru orice pereche de mulțimi deschise U, V în X astfel încît VeU, apli- 
cația de restricție pY: Og(U) — Ox(V) este un morfism de k-algebre, Evident, 
dacă (X, Ox) este un spațiu f-inelat, atunci fibrele Ox, æ ale fascicolului struc- 
tural Ox sînt k-algebre, Subspaţiile inelate deschise și subspaţiile inelate 
inchise ale unui spațiu k-inelat sînt de asemenea, spaţii k-inelate. Dacă {X, Ox) 
și (Y, Oy) sînt spaţii k-inelate, un morfism de spații k-inelate o: (X, Ôx) > (Y. Ov) 
este un morfism de s.i. astfel încît componenta sa algebrică e. să fie un morfism 
de fascicole de k-algebre, i.e. aplicația py : Gr(V)—Oax(pat(V)) să fie morfism 
de k-algebre pentru orice mulțime deschisă V în Y; o condiție echivalentă 
este ca fibra pă: Ör, pata) Ox, z să fie morfism de k-algebre pentru orice punct 
xeX. Spațiile k-inciate și morlismele lor formează o categorie; izomorfis- 
mele categoriei se numesc îzomorfisme de spații h-inelate. Categoriile gcome- 
trice uzuale (în dimensiune finită |) sînt categorii de spaţii R-inelate sau cate- 
gorii de spaţii C-inelate. Ca exemplu, vom da aici deliniția varietăților com- 
plexe în termeni de spaţii C-inclate. Funcţiile olomorfe pe mulțimile des- 
chise ale lui C” formează un fascicol de C-algebre care se notează prin On. 
Se numeşte model de varietate complexă orice subspațiu inclat deschis al unui 
spațiu C-inclat de forma (C*, On), n 30. O varietate complexă este un spațiu 
C-inelat (X, Ox) cu proprietatea că, pentru orice punct a€ X, există o mul- 
time deschisă U în X astfel încit ae și astfel incit subspațiul C-inelat 
deschis (U, Ög) al lui (X, Ox) să fie izomorf cu un model. În mod similar 
se pot defini, în termeni de spații R-inelate, varietățile diferen țiabile de clasă 
C" şi modelele lor. Un spaţiu h-inclat (X , Ox) se numește local dacă, pentru 
orice punct xeX, inelul Öy, este local şi există un morfism de hk-algebre 
ež: Öy.z > k; acest morfism ež este atunci unic determinat și se numeşte 
aplicația de evaluare a lui Ox în punctul x; nucleul lui ež coincide, evident, 
cu unicul ideal maximal al lui Ox, „ notat de obicei prin ma. Dacă (X, Ôx 
este un spațiu k-inclat local, U o mulţime deschisă în X şi s o secțiune în 
Og peste U, valoarea lui sîn punctul x este elementul s(x): = f(s) € k, unde 
sa = pẸ(s) este germenul definit de s în punctul x. Spațiul f-inelat local 
(N, Oa) s2 numoște redus dacă, pentru orice mulțime deschisă U în X, fiecare 
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secțiune se Og(U) este univoc determinată de valorile ei în diversele puncte 
ze U, sau, echivalent, dacă secțiunea zero este unica secțiune în Ox(7) care 
are valoare zero în orice punct din U. Fie (X, Oz) și (Y, Gr) spaţii k-inelate 
locale, primul redus. Atunci orice morfism ọ: (X, Ör) = (Y, Gy) este univoc 
determinat de componenta sa topologică pp și, pentru orice mulțime deschisă 
V în Y şi orice secțiune że Öy(V), avem s = y(t) dacă, şi numai dacă 
s(x) = t (Po(x)). Se obișnuiește în această situație să se identifice morfismul 
p cu componenta sa pọ De pildă, varietățile complexe sînt spații C-inelate 
locale reduse si morfismele între aceste spații C-inelate sînt exact aplicatiile 
olomorfe. Similar, varietățile diferențiabile de o clasă dată C”, sînt ș atii 
R-inelate locale reduse și morfismele lor sint aplicaţiile de clasă C”. GETA 

spațiu liniar (în raport cu corpul F al numerclor reale sau complexe) 
mulțime nevidă X pentru care s-au dat o aplicaţie (x, y) = x -} alui XxX 
în X, numită operație de adunare între elemente, și o aplicație (A, x) — àx 
a lui xX în X, numită operație de înmulțire cu numere, carc satisfac 
următoarele condiții: x -+ y == y +x, Yx, ye X; (x + y) +z= x+ {y -+z 
Yx, yıze X; Există un element 0e X astfel ca x + 0 = x, YxeX; Pentru 
orice element xe X există un element x'e X astfcl ca x -+ x’ = 0; lx = 
Vzeă; ala) = (af) x, Va, Bel, YxeX; (a + ja = ax -+ Bx, Va, Be T, 
Yre X; Alx + y) = Axt ay, Vel, Yx,yeX. Sin: spațiu vectorial. 
Pentru s.l. X, corpul T' se numeşte corpul scalavilor iar elementele lui T se 
numesc scalari. Elementul x -+ y din definiția s.l. se numește suma elementelor 
x și y; elementul 0 se numeşte element nul, și el este unic; clementul x’ se 
numește opusul lui și, pentru fiecare element x, opusul este unic și se 
notează -—x; Se notează x — y în loc de x 4- (—y). Dacă 4, Be iar zer 
se notează 


A -+ B=fx -tH y|xed, ye B}, M = {z| zeA}. 

Dacă T = R, atunci X se numeşic s.l. real iar dacă T =C, atunci X se 
numește 8.l. complex. Donă s.l. X, Y în raport cu același corp T al scala- 
rilor se numesc izomorfe dacă există o bijecție k: X > Y cu proprietățile: 
h(x + x) = A(x) + h(x), Yx ae X; hhx) = Ahk(x), Ve T, Yre X. Apli- 
cația h se numește izomorfism de s.l. Noțiunea de s.l. se generalizează, înlo- 
cuindu-se corpul P al numerelor reale sau complexe cu un corp oarecare, 
Prin s.l. vom înțelege insă doar s.l. real sau sil. complex. Dacă X este un 


n 
s.l, iar 7, Xp, o, Xp sînt elemente din X, un element x de forma x = Exs 
. gal aude, j=l 
cu je Il, se numește o combinatie liniară de elementele Xis Xos ees Xp. O sub- 


mulțime G a s.l, X se numeşte subspaţiu liniar (sau subspațiu vectorial) dacă 
din x, yeG rezultă x + yeG şi dxeG, Vie. Dacă A este o submulțime 
a s.l. X, atunci cel mai mic subspațiu liniar care conține A se numește sub- 
spațiul liniar generat de A (sau acoperirea liniară a multimii A) ṣi se notează, 
Sp(4). Mulțimea Sp(4) coincide cu mulțimea tuturor combinațiilor liniare 
formate cu clemente din A. Două subspații liniare G}, G, ale s.l. X se spune 
că sint suplimentare dacă G, NG, = {0} ṣi G, + G, = X. Un subspațiu liniar 
G al s.l. X, care este diferit de X, se numește hipersubspajiu liniar (pe scurt 
hipersubspațiu) dacă este maximal, î.e. din GcH, unde H este un subspațiu 
liniar, rezultă sau G = H sau FI == X. O submulțime E a s.l. X se spune că 
este liniay independentă dacă din AcE şi Sp(4) = Sp(E) rezultă A = E. 
O submulțime liniar independentă maximală se numește bază algebrică (sau 
bază vectorială). O submulțime E a s.1. X este o bază algebrică dacă și numai 
dacă este liniar independentă și Sp(E) =X. Dacă E, este o submulțime 
liniar independentă a s.i. X, există o bază algebrică E astfel ca E, cE. 
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Dacă E este o bază algebrică a s.l. X, atunci orice clement ve X se reprezintă 
în mod unic ca o combinaţie liniară de elemente din E. Numărul cardinal al 
unei baze algebrice a unui s.l. X se numește dimensiunea algebrică a lui X. 
Dacă X admite o bază algebrică finită, se spune că X are dimensiune finită 
sau că este finit-dimensional; în caz contrar, se spune că X are dimensiune 
infinită sam că este infinit-dimensional. Dacă un s.l, finit-dimensional are o 
bază algebrică formată cu n elemente se spune că spațiul are dimensiunea n 
(sau că este n-dimensional}. Dacă X este un s.l. oarecare iar G este un sub- 
spaţiu liniar, atunci se poate defini în X relația de echivalență: x ~ y e — 
—vyeG. Fic z? clasa, de echivalență care conține elementul z și XJG mulțimea 
claselor de echivalență. Această mulțime devine un s.l, numit s.l, cê al lui X 


NR E Ra ie AN cutie RN 
prin G, definind operaţiile: 3 + y =x +y ȘI Ay = AV pentra del. În 
cazul cind X/G arc dimensiunea finită, se spune că subspaţiul G arc codimen- 
siune finită. Dacă {X;}je j este o familie de s.l. in raport cu același corp I, 


atunci produsul cartezian i X; devine un s.l., namit s.l. produs al familiei 
jeJ 

(Die po definind operațiile: 

fact îi] = {aj + biljeg; 

A {ayey = Oaie pentru Ae T: 
Fie X un s.l. O submulțime E a lui X se spune că este convexă dacă pentru 
orice elemente z,yeE are loc incluziunea: 

izeX|z=aa + (1—2)y, OsisticE. 


Mulțimea din membrul stîng al acestei incluziuni se numește segment (mai 
complet, segment liniar) determinat de x şi y. Un punct ze X se numește 
punct frontieră pentru o mulțime convexă E dacă există xı, je X diferite 
de xp astfel ca 

ize X |z 


(ze X|2 = ot (UN 0< < DeĂNE 


i 


re t (L= à) zo 0< < ISE, 


Dacă AcX, cea mai mică mulțime convexă care conține A se numește 
acoperirea convexă (sau înfășurătoarea convexă) a mulțimii A și se notează co(4). 
Mulțimea  co(4) este mulțimea tuturor elementelor ze X de forma 


n ” 
z= Ş, Azi cu sje 4, 0O<ieh, yX z = 1, ne N. Dacă A, Ag oe An sînt 


î=i j=! 
n 
submultimi convexe ale spațiului X, atunci | U 4 ) este mulțimea, tuturor 
j=1 
n 
elementelor de forma z = y dxi, cu Xe Aş, OSHER, f = 1,2,7, $i 
j=] 


" 
X 2j; =1. O submulțime E a spațiului X se spune că este simetrică dacă 
j= 


E = {—1)E. Mulțimea E se spune că este echilibrată dacă din eF și 
All! rezulti AEcE. Se numeşte acoperirea echilibrată (sau înfășurăioarea 
echilibrată) a unci submulţimi A a lui X și se notează ec(A), cea mai mică 
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mulțime echilibrată, care conține A. Mulțimea ec(4) este mulțimea tuturor 
elementelor ze X de forma z = ax cu ze A și [a |. Se numește acope- 
rivca echilibrată si convexă (sau înfășurătoarea echilibrată si convexă) a mul- 
țimii A și se notează cco(4), cea mai mică mulțime echilibrată şi convexă 
care conține A. Mulțimea cco(4) este mulțimea tuturor clementelor zeX 


n n 
de forma z= 9, Ag, cu aje A, det, Y [ay], ne. Mulțimea eco(4) 
es] = 
. . . j=1 
coincide cu mulțimea co(ec(4)). Dacă 4, Be X se spune că B absoarbe A 
(sau că A este absorbită de B) dacă există un număr e >O astfel ca din 
Ae T şi 0 < |« l<e să rezulte A4 ce B. O submulțime E a mi X se numește 
mulțime absorbantă dacă absoarbe orice element al spațiului. (R.C.) i 
spațiu liniar cît v. spațiu liniar 
spațiu liniar complet reticulat v. spațiu liniar ordenat 


spațiu liniar cvasinormat, spațiu liniar X pe care s-a dat o cvasinormă q 
cu proprietăţile: 1) Dacă, nn N este un şir de elemente din X și dacă 
lim g(xp) = 0, atunci lim q(44g) == 0, oricare ar fi scalarul 1; 2) Dacă (Ann eN 

2 


n 
este un șir de scalari și dacă lim àp = 0, atunci lim q(Agx) = 0, oricare ar fi 


n H 
elementul xe X. Înzestrat cu topologia dată de distanța asociată cvasinormei 
(v. evasinormă) orice s.l.c. este un spațiu liniar topologic separat. Pe un s.l. 
c. orice seminormă mărginită este o seminormă continuă, Dacă X este un 
spaţiu local convex separat a cărei topologie t poate fi definită de o familie 
numărabilă (Prin eN de seminorme, atunci X este un sic. in raport cu 
cvasinorma, dată de formula 


iar topologia dată de această cvasinormă coincide cu topologia 7. Un s.l.c. 
care este complet ca spațiu metric, se numește spațiu Fréchet. Fie T un scg- 
ment al dreptei reale, I' corpul numerelor reale sau complexe și $ mulțimea 
tuturor funcţiilor «: T — T, măsurabile Lebesguc. Se definește în d relaţia, 
de echivalență: x ~ y <> x(t) = y(t), apt. în T. Se notează cu Sr(7) mul- 
țimea claselor de echivalență. Dacă, î este clasă de echivalență care conține 


o funcție y, se definesc operaţiile: $ -+ 9 =x +y și A? EE (unde 


(x + y) (i) = x(t) -+ y(i) și (Ax) (£) = ax), Yte T, iar Ael). Mulțimea 
Sp(T) devine un spaţiu liniar. Notînd tot cu + clasa î, formula 


a =) aleni ap xe Sr(T, 
r 1+ [x] 


definește o „cvasinormă pe Sp(T) în raport cu care Sp(T) este un spațiu 
Fréchet, Unii autori numesc spațiu Fréchet un spațiu local convex metrizabil 
şi complet.  (R.C.) 


spațiu liniar n-dimensional v. spațiu liniar 
spațiu liniar dirijat v. spațiu liniar ordonat 
spațiu liniar finit-dimensional v. spațiu liniar 
spațiu liniar infinit-dimensjonal v. spaţiu liniar 
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spațiu liniar normat Se numește normă, orice seminormă p pe un spațiu 
Jiniar X, cu proprietatea: p(x) = 0 = x = 0. Se numește s.l.n. un spațiu 
liniar X pe care s-a fixat o anumită normă p. Sin.: spațiu vectorial normat. 


Se notează, de obicei, || || = p(2), Vxe X. Se consideră distanța asociată 
normei: d(x, y) = || x — y || și topologia dată de această distanță, care se 


numește fopologia normei. Într-un sln. X, mulțimea fre X| || < 1} 
se numeşte sfera unitate deschisă (sau bila unitate deschisă) iar mulțimea 
{xe X ||| x] 1 se numește sfera unitate închisă (sau bila unitate închisă). 
Un s.n. care este complet ca spațiu metric, se numeşte spațiu Banach. Astfel 
de spaţii au fost introduse în anul 1922 de H. Hahn şi $. Banach. Norme 
pe spaţii particulare au fost însă considerate anterior de F. Riesz şi E. Helly. 
Două s.l.n. X şi Y (ambele reale sau ambele complexe) se numesc izomorfe 
dacă există o bijecţie k: X — Y cu proprietățile: haz, ©- Bra) = a(x) + 
4- Bh(x,), oricare ar fi elementele x, xpe X și scalarii e, B; || A(x) || = I| æ Il 
oricare ar fi xe X. Două norme $, g pe un spațiu liniar X definesc aceeași 
topologie dacă și numai dacă există două numere reale 7, p > 0 astfel ca 
1p(a)saq(a)sup(a), Vaze X. În acest caz normele p şi q se numesc norme 
echivalente, Pentru orice s.n. X există un spațiu Banach X unic, cu excepția 
unui izomorfisin, astfel ca X să fis izomorf (ca s..n.) cu un subspațiu liniar 
dens al mi X (înzestrat cu restricția normei lui 3, El se numeşte completa- 
tul sln. X. Dacă X este un s.n. iar G un subspaţiu liniar închis, atunci 
in spaţiul liniar cit A/G se poate considera norma 


| 3 || = iat{ | al[]ae 3}, &eă/e 


care definește topologia cît. Cu această normă X/G se numește s.l.n. cit al 

lai X prin G. Dacă X este un spațiu Banach, atunci și X/G este un spațiu 

Banach. Dacă X,, Xg., Xa sint s.l.n. cu același corp al scalarilor, atunci în 
n 


spaţiul liniar produs [|] X; se poate considera norma |] (aj, @z e aa) || = 
j= 
n n 
= max |]a;||, care definește topologia produs. Cu această normă, | JX; se 
j=1 Jah 
-Xn sînt 


numeşte s.n. produs al spațiilor Xj, Ags o Xn Dacă Xi, Xo, o 
n 


spaţii Banach, atunci şi [| X; este un spațiu Banach. Un s,l.n. se spune că 
j=1 
admite o bază Schauder dacă există un şir {en}, ejg de elemente din X astfel 
ca orice element x al spațiului să se reprezinte în mod unic sub forma, 
20 oO tă 
xs X Enen, unde {nhn eN este un șir de scalari iar bY Enen = lim pă E ej. 
n=l și n=i jo 
Șirul de elemente (ex), ea se numește bază Schauder pentru spațiul X. Orice 
s.n. care admite bază Schauder este un spaţiu separabil. În anul 1972, 
P. Enflo a arătat că există spaţii Banach separabile care nu admit bază 
Schauder. În următoarele exemple de s.l.n. se consideră operaţiile obișnuite 
cu funcțiile și se indică normele uzuale. Se notează cu IL unul din corpu- 
rile R,C. Ex: 1° Dacă T este un spațiu topologic compact, atunci mulțimea 
Cr(7) a funcțiilor continue x: T — T este un spațiu Banach cu norma || x || = 
== max | x(?) |. 2° Dacă peN, se notează cu CHIO, 1]) mulțimea funcțiilor 
te T 


x: (0, 1] —T care admit derivate continue pînă la ordinul p inclusiv, Consi- 
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derînd restricția normei din Cr([0, 1]), spațiul CT(i0, [:) nu este complet. 
Considerind însă norma d 


p 


r= 5, max 


k—0Ż ELO, 1] 


| 209) |, 


unde x(%) Înseamnă derivata de ordin k a lui x, CPLO, 1]) devine un spațiu 
Banach. 3° Mulțimea Vy([0, 1]) a funcțiilor cu variație mărginită a: (0, 1} => T 
este un spațiu Banach cu norma |! || = | x(0})| 4- var x(t}. 4 Fie acum T 
i i i tel, 1] 
un segment al dreptei reale și să considerăm un număr real p>1. Fie 2 
mulțimea funcțiilor x: T >T care sînt p-integrabile (ie. funcția | x]P(2) = 
== | x(t) jP, Vie 7, este integrabilă Lebesgue). În mulțimea £ se defineşte 
relația de echivalență: x ~ y <> x(t) = y(t) a.p.t. Sc notează cu TÂ(7) mulțimea 
claselor de echivalență. Dacă 4 este clasa de echivalență care contine o 


. ` EI A A ta. 
funcţie x, se definesc operaţiile: & 4- Ș =x y $i h? = Ax, her. Notind 
1/p 
tot cu x clasa Ẹ, formula, || x! = [| | at) par) defineşte o normă în 
T 


raport cu care LẸ(t) este un spațiu Banach. Spațiul LHT) se notează şi 
Lr(T). (R.C) i 
spațiu linjar normat cît v. spațiu liniar normat 
spațiu liniar normat produs v. spaţiu liniar normat 
spațiu liniar normat strict convex, spaţiu liniar normat cu proprietatea 
că pentru orice două elemente distincte x, y ale spațiului, pentru care jl = 
= jj y || = t, rezultă || x -+ y || < 2. Pentru ca un spațiu liniar normat X 
să he strict convex, este necesar și suficient ca din condițiile v, ye X, XEY, 
px lls1 || yljs1 şi ae(0, 1} să rezulte |i àx + (1— 3y] < 1. (R.Č) 
„spațiu liniar normat uniform convex, spațiu liniar normat cu proprietatea 
că pentru orice număr e e (0, 1) există un număr (e) e (0,1) astfel ca din con- 
dițiile į] x || = |iy||= 1 şi! x — y|i>e să rezulte || z + || < 201 — nle). 
Un spațiu liniar normat care cste uniform convex este și strict convex. Orice 
spațiu Banach care este uniform convex este un spațiu reflexiv. Spațiul Banach 


pr : à r PEN 
Lr(?), 1< peR, cu norma obişnuită (v. spațiu liniar normat) este uniform 
convex. (R.C.) 


spațiu liniar ordonat, spațiu liniar real X înzestrat cu o relație de ordine gs 
care satisface condiția: dacă sgy atunci x+ zsy +z şi àxgìÀy, oricare 
ar fi elementul ze X și numărul 130. O astfel de relație de ordine se numeşte 
ordine liniară. Un element x al unui s.l.0. se numește element pozitiv dacă 
x 20 și element negativ dacă x&0. Mulțimea elementelor pozitive ale unui 
8.].0. X se notează X,. Ea este un con numit conul pozitiv al spațiului X. Con- 
diția xgy este echivalentă cu y— x e X4. Reciproc, dacă E este un con într-un 
spațiu liniar real X, atunci se obține o ordine liniară în X punind xgy dacă 
y — x E şi în acest caz E = X}. Dacă X este un s.l-o. iar G un subspaţiu 
liniar înzestrat cu ordinea indusă, atunci G se numește subspațiu liniar ordonat. 
Două s.l.0. X, Y se numesc izomorfe dacă există o bijecție k: X — Y astfel 
ca hlar, t Baa) = akz) + Baira), Va, 3ER, Va, x€ X şi astfel ca relatia 
X, Să în X să fie echivalentă cu k(x) <Sh(xa). Dacă un s.l.o. X este izomorf 
cu un subspațiu liniar ordonat al unui s.l.0. Z, atunci Z se numește o extensie 
a lui X. Dacă un s.l.o. este o mulțime dirijată la dreapta {sau, echivalent 
dirijată la stinga), atunci el se numește spațiu liniar dirijat. Un sl.c. este un 
spaţiu liniar dirijat dacă și numai dacă orice element al spaţiului se reprezintă 
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ca diferența a două elemente pozitive. Se numește element axial într-un slo. 
X, orice element pozitiv v cu proprietatea că, pentru orice elemcut ve X, există 
un număr 7 >0 astfel ca xxiv. Dacă într-un s.î.0. X există elemente axiale, 
atunci X este evident un spațiu liniar dirijat. Nu există însă elemente axiale 
în orice spațiu liniar dirijat. Un s.Î.0, X se spune că este arhimedian dacă orice 
element e X pentru care mulțimea {ax |O0saeR! este majorată este un 
element negativ. Un s.l.o. este arhimedian dacă și numai dacă pentru orice 


element pozitiv x al spaţiului are loc egalitatea 0 = N a (pentru notații 
REN 7 
v. mulțime ordonată). Dacă un s.l.o. nenul este arhimedian și este o mulţime 
total ordonată, atunci el are dimensiunea, (algebrică) unu. Un s.l.0. care este 
o mulțime reticulată se numește spațiu liniar reticulat. Se numeşte spațiu 
liniar complet reticulat (resp. spatiu liniar o-reticulat), un s..0. care este o latice 
relativ completă (resp. latice relativ o-completă). Pentru ca un spațiu liniar 
reticulat să fie un spaţiu liniar complet reticulat (resp. spațiu liniar o-reticulat) 
este necesar și suficient ca orice mulțime dirijată la stînga de elemente pozitive 
(resp. orice şir descrescător de elemente pozitive) să aibă margine inferioară. 
Un spaţiu liniar complet reticulat X se spune că este (o)-separabil dacă pentru 
orice submulțime majorată A a lui X există o parte cel mult numărabilă Be A 
astfel ca sup B = sup A. Dacă X este un spațiu liniar complet reticulat 
(o)-separabil și dacă x = (o)-lim +, în X (v. convergența în sensul ordinei), 


z . 
atunci există un şir crescător de indici (ănneN astfel ca x = (0)-lim 23. Fie 
X un s.lo. Dacă {xi} er Si {Yje Sint familii de elemente din X și dacă 


există V x; și V yp atunci există și V (x: -+ y4) şi are loc egalitatea, 
iel ieJ iel 
jeJ 

V (i+ y= V žit Vy; 

iel iel jeJ 

jeJ 
dacă există V x; atunci pentru orice număr 120 există și V ax; și are loc 

sel tel 
egalitatea V/ ax; =A V si Afirmații asemănătoare sînt adevărate și pentru 
iel iel 
marginea inferioară. De altfel, dacă există A xa atunci există și V (—a4) 
iel tel 
şi are loc egalitatea A x; = — V l-ai). Analog, dacă există V as atunci 
iel tel iel 
există şi A (—x:) și are loc egalitatea V x; = — A (—a4). Dacă G este 
tel tel tel | 
un subspațiu liniar al lui X și dacă G este o mulțime plină, atunci în spațiul 
liniar cît X/G, mulțimea H = {f |xe X4} unde î este clasa definită de x, 
este un con. Cu ordinea liniară dată de acest con, X/G se numește s.l.o. cit. 
Dacă (%;); e 7 este o familie de s.l.0., atunci în spaţiul liniar produs I X; se 
je 
consideră ordinea liniară: 
(aj; e pStbhjepeajsby Vie]. 
Cu această ordine | ] X; se numește s.l.o. produs. Se numește subspațiu liniar 
jeJ Ă 

majorant al unui s.l.0, X, orice subspațiu liniar G care are proprietatea: pentru 
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orice ze X există a, beG astfel ca asasb. Fie X un spațiu liniar reticulat. 


Dacă, xe X, elementele v+ = VO, x- = (—x) V0, |x] = (— x) V x se numesc 
respectiv partea pozitivă, partea negativă și modulul lui x. Au loc următoa- 
rele relații: x = x} — x=; |x| = x} + %-; xA% = 0; Je pista], 
Jax] = [alb], Re R; [lx] — y| |s]z—y] lazy = #Vy=xAy=|xVz— 


— yVz| + | x Az — y Az |, oricare ar fi elementele y, y, z. Se numeşte subspa- 
„fiu liniar reticulat al spațiului X, orice subspațiu liniar care este o submulțime 
reticulată. Un subspațiu liniar G al spațiului X este un subspațiu liniar reticulat 
dacă și numai dacă din v eG rezultă x, e G. O submulțime Æ a lui X se numește 
mulțime solidă dacă din | x |<] y| și y e E rezultă xe E. Cea mai mică mulțime 
solidă care conține o submulțime 4 a lui X se numește acoperirea solidă a lui A 
și se notează so(4). Are loc egalitatea so(4) = U [—| xl [x| unde segmen- 
xeA 
tul din formulă este în sensul ordinei. Un subspaţiu liniar care este o mulțime 
solidă se numește subspațiu normal, Orice subspaţiu normal este un subspațiu 


liniar reticulat. Dacă G este un subspațiu normal al lui X, atunci spaţiul ordonat 
cît X/G este un spaţiu liniar reticulat. Dacă (Ac este o familie de spaţii 


liniare reticulate, atunci spațiul liniar produs | | X4 este un spațiu liniar reticu- 


jeJ 
lat. Într-un spațiu liniar reticulat X, două elemente x, y se numesc ortogonale, 
şi se notează x Ly, dacă |x|Aļ|y] = 0. Dacă A este o submulțime a spațiului 


liniar reticulat X, atunci mulțimea Al ={xe X x Ly, Vye A) se numește 
complementul ortogonal al mulțimii A. Dacă AL = {0}, mulțimea A se spune 
că este totală. Se numește bandă a spaţiului liniar reticulat X, orice subspaţiu 
normal G cu proprietatea: dacă A cG şi dacă există a = sup A în X, atunci 
aeG. Oricare ar fi submulţimea A a spaţiului X, mulțimea A- este o bandă. 
Cea mai mică bandă care conține o submulțime A a lui X se numește banda 
generală de A. Dacă, X este un spaţiu liniar reticulat arhimedian, atunci o 


submulțime G a lui X este o bandă dacă şi numai dacă G = (G+)L. Dacă X 
este un spaţiu liniar o-reticulat, atunci, pentru orice element ve X, banda gene- 


rată de {v} coincide cu mulțimea ({v}+}}. Dacă T este o mulțime oarecare 
nevidă iar X este un spaţiu Jiniar de funcții reale definite pe T, atunci în X 
se poate considera ordinea liniară: x&y e x(i) syl) vie T. Această 
ordine se numește ordinea punctuală. În raport cu ordinea, punctuală, spațiul 
liniar Bpg(T) al funcţiilor reale mărginite definite pe T este un spațiu liniar 
complet reticulat. Dacă T este un spațiu topologic compact, atunci spaţiul 
liniar Cp (T) al funcțiilor reale continue definite pe T este un spațiu liniar re- 


ticulat În raport cu ordinea punctuală. Acest spațiu este complet reticulat 
dacă și numai dacă T este un spațiu extremal. Dacă T este un segment al 
dreptei reale și ispeR, atunci spațiul liniar LAT) (, spațiu liniar normat) 
este un spațiu liniar complet reticulat cu ordinea: 259 oax(t)sy(t) 
a.p.t. În anul 1928, F. Riesz a considerat pentru prima oară ca s.].0. mulțimea 
funcționalelor liniare definite pe un spaţiu de funcţii reale continue, Fundamen- 
tarea teoriei s$.l.o. are loc între anii 1935— 1937 prin lucrările lui L. V. Kanto- 
rovici şi H, Freudenthal iar apoi ale lui H. Nakano și ale altor autori. (R.C.) 

spaţiu liniar ordonat arhimedian v. spațiu liniar ordonat 

spaţiu liniar ordonat cît v. spațiu liniar ordonat 

spațiu liniar ordonat produs v. spațiu liniar ordonat 

spaţiu liniar ordonat topologic, spațiu liniar ordonat înzestrat cu o topo- 
logie liniară pentru care există o bază de vecinătăţi ale originii formată din 
mulțimi pline; o astfel de topologie se numeşte topologie local plină. Pontru 
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o topologie liniară t pe un spațiu liniar ordonat X, următoarele condiții sînt 
echivalente: 1) Topologia t este local plină; 2) Există o bază 9# de vecinătăţi 
ale originii astfel ca pentru orice W e W, din Ossaxsye W să rezulte xe W; 
3) Dacă (phaca Și (Walaea sînt șiruri generalizate cu valori în X astfel ca 


0 xsyp, YEA şi (c)-lim ya = 0, atunci (s)-lim x = 0. Două, s.l.o.t. se 
ses SEA 


numesc izomorfe, dacă ele sînt izomorfe ca spații liniare ordonate printr-o 


bijecţie h astfel ca h şi h- să fie continue în raport cu topologiile date pe cele 
două spaţii. Dacă t este o topologic liniară pe un spațiu liniar ordonat X și 
dacă se consideră mulțimea W a acoperirilor pline ale tuturor vecinătăților 
originii, atunci W reprezintă o bază, de vecinătăți ale originii pentru o topologie 
local plină tọ. Topologia To este cea mai fină topologie local plină majorată 
de q şi se numește topologia local plină asociată topologici 7. Într-un spațiu 
Lot. orice mulțime (o)-mărginită este topologic mărginită, Dacă = este o 
topologie liniară metrizabilă pe un spațiu liniar ordonat X și dacă pentru orice 
submulțime (r)-mărginită a lui X, acoperirea sa plină este (r)-imărginită, atunci 
topologia 7 este local plină. O topologie local convexă pe un spațiu liniar ordonat 
X este local plină dacă şi numai dacă poate fi definită de o mulțime de semi- 
norme monotone. Un spaţiu liniar ordonat inzestrat cu o topologie local convexă 
și local plină se numește sfațiu ordonat local convex. Dacă X este un spațiu 
ordonat local convex (cu topologia q), atunci orice funcțională liniară (7)- 
continuă f pe X se poate reprezenta sub forma f = g — h, unde g şi A sint 
tancționale liniare (7)-continne și pozitive. Dacă (ag ea este un şir gene alizat 
descrescător de elemente pozitive dintr-un spațiu ordonat local convex separat X 
(cu topologia q) şi dacă acest șir generalizat converge către 0 în topologia slabă 
o(X, X*), atunci el converge către 0 și în topologia z. O topologie liniară 7 pe 
un spaţiu liniar ordonat X se numește topologie (0)-continuă dacă din xg | 0 

eN 
în X rezultă (7)-lim x= 0. Dacă X este un spațiu ordonat local convex separat 

n 

(cu topologia 7), atunci pentru ca = să fie (o)-continuă este necesar şi suficient 


ca orice funcțională liniară (a)-continuă pe X să fie (ol-continuă, te. din 
x = (o)-lim xp să rezulte f(x) = lim f(xm) (v. convergența în sensul ordinei), 
n n 

Pentru ca topologia definită de o normă |||] pe un spațiu liniar ordonat X 
să fie local plină, este necesar şi suficient să existe un număr à> 1 astfel ca 
din Osxsy în X să rezulte ||x]]sA ly]. O asife} de normă se numeşte 
normä cvasimonotenă; ind A = |, se numeşte normă monotonă. Dacă X 
este un s.l.o.t. al cărui con pozitiv are interiorul nevid, atunci X este normabil. 
Dacă X este un spaţiu liniar ordonat arhimedian înzestrat cu o normă |į-|i, 
atunci următoarele condiţii sînt echivalente: 1) Topologia normei este local 
plină; 2) Există un număr p> 0 astfel ca din +, y>0 și [all = vi =t să 
rezulte || x+y || >u. Un spațiu liniar ordonat înzestrat cu o normă monotonă 
se numește spațiu ordonat normat. Două, spații ordonate normate X, Y se 
numesc izomorfe dacă cle sînt izomorfe ca spaţii liniare ordonate printr-o 
bijecţie h astfel ca [|h(2)]] = lal], VzeX. {R.C.) 

spațiu liniar prcdus v. spațiu liniar 

spaţiu liniar reticulat v. spațiu liniar crdenat 

spaţiu liniar reticulat cu unitate, spațiu liniar reticulat în care există ele- 
mente totale și în care s-a ales un element total și pozitiv. Un astfel de element 
sc numește element unitate. Fie X un s.lr.u. și fie 1 clement unitate. Un element 
ce X se numeşte element unitar dacă eAlt — e) = 0. Proiecţia elementului 
unitate pe o componentă oarecare a lui X este un element unitar, Un element 
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n 
se A se numește element simplu dacă se poate reprezenta sub forma s= £ Aili 
unde 3; sînt numere reale iar e; elemente unitare. Un element ze X se cite 
elementi mărginit dacă există un număr 2 >0 astfel ca |a|ssAl. Dacă într-un 
S.l.r.u. elementul unitate este axial, atunci el se numește unitate tare. Fie X 
un spațiu liniar -reticulat cu unitate. Pentru orice element ze X funcţia 
Bz: R—=X dată de formula gz(4) =[(A l—)4]1 (unde [v] este proiectorul principal 
generat de un element v} se numește funcția spectrală a lui x. Dacă A este 
o diviziune a dreptei reale cu punctele As, 2=0, +1, 2, hi < Aia Și 
Ana — Apse, pentru un anumit număr e > 0, se notează v(A) = sup | pai pi 
şi se pune 
-+ 


s(A) = (0)- Ý, Yilga0i1) — gali), 


unde y€ {hi Ai) iar seria este convergentă în sensul ordinei. Dacă AnneN 
este un șir de diviziuni iar lim v(àņp) = 0, atunci x = (oj-lim s(Ag). Rezultatul 
n kád 


+o% 
se exprimă sub forma x= | 2 dgr(à) şi constituie teorema lui H. Freudenthal. 

— 00 
Dacă există un număr č > 0 astfel ca |x| <1, atunci gg(à) = 0 pentru îs —Ë 
Și gz(A) = 1 pentru } >E. În acest caz s(A) este o sumă finită, iar integrala 
se reduce la o integrală pe un interval finit. Rezultă că există un șir de 
elemente simple care (p)-converge cu regulatorul 1 (v. convergența în sensul 
ordinei) către elementul x. Orice spaţiu liniar complet reticulat este izomorf 
(ca spațiu liniar ordonat) cu un subspaţiu normal şi total al unui spațiu liniar 
complet reticulat cu unitate. (R.C.) 

__ Spațiu liniar reticulat de tipul (0)-mărginirii O submulțime E a unui spaţiu 
liniar ordonat X se spune că este (0)-anulabilă dacă pentru orice șir (inna de 
elemente din E şi orice șir Onine de numere pozitive convergent citie niio, 
șirul fàntnty EN este (o)-convrergent către elementul 0. Se numește s.l.r.t. (0)-m. 
un spațiu liniar reticulat arhimedian în care orice submulțime (o)-anulabilă 
este (0)-mărginită. În consecință, intr-un astfel de spațiu mulțimea submul- 
țimilor (0)-mărginite coincide cu mulțimea submulțimilor (o)-anulabile. De 
asemenea, într-un astfel de spațiu o submulțime A este (o0)-mărginită dacă și 
numai dacă orice parte cel mult numărabilă a lui A este (0)-mărginită. (R.C.) 

„Spațiu liniar reticulat regulat, spațiu liniar reticulat arhimedian în care 
orice șir (o)-convergent, converge cu regulator. Pentru ca un spațiu liniar reti- 
culat arhimedian să fie regulat, este necesar și suficient ca, următoarea condiţie 
să fie satisfăcută: dacă (o)-lim xp=9, atunci există un șir (nn ex de numere 

n 


naturale astfel ca lim Ap = + 00 şi (c)-lim ntp = 0. Un s.l.r.r. în care pentru 
n 


n 
orice mulțime numărabilă de şiruri {o)-convergente există un regulator comun 
de con'zergență, se numește spatiu liniar reticulat o-regulat. Pentru un spațiu 
liniar reticulat arhimedian X, următoarele condiții sînt echivalente: 1) Spaţiul X 
este c-regulat; 2) Dacă (0)-lim xm = 0, ne N, atunci există un șir (ma), cN 
m 4 


de numere naturale cu, My < mau, astfel ca (o)-lim x == 0; 3) Spaţiul A 
n nma 


este regulat si pentru orice șir Tan) EN deelemente pozitive există un șir (Aa), eN 
J 


de numere reale cu n> 0, Yn e N, astfel ca șirul (Ann) să fie (o)-mărginit. 


neN 
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Spaţiul LR (T), p> 1, cu ordinea, obișnuită (v. spațiu liniar erdonat) este un spațiu 
liniar reticulat o-regulat. Spațiul (s) al tuturor șirurilor de numere reale, cu 
operațiile obișnuite și cu ordinea 


{Enta EN Sinha eN <> EnS Na : Ye N, 


este de asemenea un spaţiu liniar reticulat o-regulat. Spaţiul (sọ) ai șirurilor de 
numere reale care au numai un număr finit de termeni nenuli (organizat ca și 
(s)) este un slx., dar nu este a-regulat. (R.C.) | i 
spatiu liniar reticulat topologic, spațiu liniar reticulat înzestrat cu o topo” 
logie liniară, pentru care există o bază de vecinătăți ale originii formată din 
mulțimi solide ; o astfel de topologie se numește topologie local solidă. O topologie 
local solidă este în particular o topologie local plină. Pentru ca o topologie 
liniară q pe un spaţiu liniar reticulat X să fie local solidă, este necesar și suficient 
ca t să fie local plină și ca aplicațiile (x,y) — Vy şi (x, y} o AY ale lui 
XxX în X să fie (a)-continue. În consecință, o topologie liniară t pe spațiul 
liniar reticulat X este local solidă dacă și numai dacă pentru orice șiruri gene- 
ralizate îx5)s ea: {alse a de elemente din X pentru care | g laiya VEA și 


(o)-lim ya = 0 rezultă (t)-lim xg = 0. Dacă un s.lr.t, este separat (ca, spațiu 
scs SecA 


topologic) atunci: 1) Conul pozitiv este (7)-închis.și în consecință spațiul este 
arhimedian ; 2) Dacă un șir (ăn, eN de elemente converge cu regulator către 
un element x, atunci el converge și în topologia spațiului către aceiași element, 
Dacă în raport cu topologia sa 7, un s.l,r.t. este metrizabil și complet, atunci 
pentru ca un șir (an) nEN de elemente să fie (7)-convergeni către un element x, 
este necesar şi suficient ca orice subșir (ajun EN al șirului dat să conțină un 
subşir convergent cu regulator către y. O topologie local convexă pe un spațin 
liniar reticulat este local solidă dacă şi numai dacă poate fi definită de o mul- 
time de seminorme solide. Un spațiu liniar reticulat înzestrat cu o topologie 
local convexă şi local solidă se numește spațiu reticulat local convex (sau latice 
local convexă). Dacă un spațiu reticulat local convex este bornologic în raport 
cu topologia sa, atunci el se numește spațiu reticulat bornologic. Pentru un 
spațiu reticulat local convex X (cu topologia 7) următoarele condiții sînt 
echivalente: 1) Spațiul X este bornologic; 2) Orice submulțime solidă, convexă 
şi (7)-bornivoră a lui X este o (7)-vecinătate a originii; 3) Orice seminormă, 
solidă și (7)-mărginită este (7)-continuă. Dacă 7 este o topologie local convexă 
pe un spaţiu liniar reticulat X astfel ca X să fie un spaţiu bornologic, atunci 
pentru ca + să fie local solidă, este necesar și suficient ca următoarea condiție 
să fie satistăcută în spațiul. X: dacă |za|Slyal, ne N, și (t)-lim yn = 0, atunci 
n 


(s)-lim xn = 0. Orice subspațiu normal al unui spațiu reticulat bornologic este 


n 
un spațiu bornologic. Fie acum X un spațiu liniar reticulat și + o topologie local 
convexă, local plină în X. Fie W o bază de vecinătăți ale originii formată 
din mulțimi echilibrate, convexe și pline. Pentru orice Ve fie V = 
={xeX|[—]xl, |x|} = F}, unde segmentul se înțelege în sensul ordinei. Sistemu? 
{V |Ve W} reprezintă o bază de vecinătăţi ale originii pentru o topologie 
local convexă și local solidă X. Topologia ¥ este cea mai puțin fină topologie 
local convexă, local solidă care majorează topologia +. Ea se numeşie topologia 
local solidă asociată topologiei t. Dacă conul pozitiv X, este (7)-închis, atunci 
un șir generalizat monoton (% )-converge către un element x dacă și numai dacă 
(7)-converge către același element. Dacă X este un spaţiu reticulat local convex 


| 


bastonis: 
m 
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separat, atunci mulțimea X* a funcționalelor liniare (v)-continue definite pe X 
este un subspațiu normal al spațiului liniar complet reticulat X” al funcționalelor 
regulate definite pe X; dacă în plus X este bornologic și secvențial (t)-complet 
atunci X¥=X". Dacă 7 este o topologie local convexă şi local plină pe un spațiu 
tiniar reticulat X, atunci X Č este subspațiul normal generat de X* în X”, Dacă X 
este un spațiu reticulat local convex metrizabil, atunci mulțimea X* a funcțio- 
nalelor liniare (o)-continuc (i.e. continue în raport cu (0)-convergența şirurilor) 
reprezintă componenta generată de X?nNX+ în spațiul X”. O topologie 
liniară T pe un spațiu liniar reticulat X se numește topologie (eo)-continuă 
dacă din ai dn în X rezultă pim x= 0. Dacă X este un spațiu 
e 
reticulat local convex separat cu topologia +, atunci pentru ca 7 să fie 
(oo)-continuă este necesar și suficient ca orice funcțională, liniară ()-continuă, 
pe X să fie (w)-continuă (i.e. din x == (o)-lim xg să rezulte f(x) = lim f(x;) 
€ A 


(v. convergența în sensul ordinei), Dacă X este un spațiu reticulat bornologic? 
separat (cu topologia =) secvențial (7)-complet și dacă + este («w)-continuă 
atunci funcționalele liniare (7)-continue pe X coincid cu funcționale liniare 
(w)-continue pe X. Se numește spațiu reticulat local convex de tip (L) (sau 
latice local convexă de tip (L)), un spațiu reticulat local convex separat a cărui 
topologie poate fi definită de o mulțime P de seminorme solide astfel ca dacă 
EFP și x, ye X,, atunci p(x+y) = p(x)+p(y). Dacă un astfel de spațiu este 
secvențial (7)-complet (resp. (7)-complet}, atunci el este o-reticulat (resp. com- 
plet reticulat), topologia z este (o)-continuă și orice şir crescător și (7)-mărginit 
de elemente pozitive este (0)-mărginit. Se numește spațiu reticulat local convex 
de tip (M) (sau latice local convexă de tip (M)) un spațiu reticulat local convex 
separat a cărui topologie + poate fi definită de o mulțime P de seminorme solide 
astfel ca dacă pe? şix,yeX,, atunci p(x Vy) = max (2(2), p(9)). Pentru 
ca un spațiu reticulat local convex separat X să fie de tip (M) este necesar și. 
suficient să existe în spațiul X o bază, de vecinătăți ale originii formată din 
sublatici. Dacă X este un spațiu reticulat local convex de tip (M) cu topologia 7 
și dacă X este (7)-complet, atunci pentru orice mulțime total (7)-mărginită 
există marginea superioară. (R.C.) 

„Spațiu liniar topologic, spațiu liniar înzestrat cu o topologie ~ pentru care 
aplicațiile {x, y) — x+y (alui XXX in X) şi a) (a lui xX 
în A, unde T este corpul scalarilor) sînt aplicații continue. O astfel de topologie 
se numește topologie liniară. Sin.: spațiu vectorial topologie. Elementul nul 
al unui s.l.t. se numeşte origine, Într-un s.l.t. există o bază W de vecinătăți 
echilibrate și închise ale originii, cu următoarele proprietăți: i) Pentru orice 
V e O există Ve W cu V,+V,c Y; ii) Dacă Vew iar 0#AeF, atunci 
AV e W. Fie acum X un spațiu liniar și W o mulțime de submulțimi echilibrate și 
absorbante ale lui X cu următoarele proprietăți: 1) Pentru orice V ep există 
pew cu Ptr WeV; 2) Dacă V, V, E W, atunci există V€ W cu Vgc, n 
nVa Există atunci o topologie liniară 7 pe X pentru care W este o bază de 
vecinătăţi ale originii. Un s.l.t, este separat dacă și numai dacă pentru orice 
element, +40 există o vecinătate V a originii astfel ca ag V. Se numește 
subspațiu liniar topologic al unui s..t. orice subspațiu liniar înzestrat cu topolo- 
gia indusă. Dacă X este un s.l.t. iar G un subspaţiu liniar, atunci în spațiul 
liniar cît X/G topologia cît este o topologie liniară. Înzestrat cu topologia 
cît, X/G se numește s.l.t. cit. Spaţiul XjG este separat dacă şi numai dacă 
subspațiul liniar G este închis. Dacă {X 3) je este o familie de s..t. (cu același 


corp al scalarilor), atunci în spațiul liniar produs ] | X; topologia produs este 
jeJ 
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o topologie liniară, Înzestrat cu topologia produs, TẸ X; se numește s.l.t, produs 
Două spaţii liniare topologice X, Y (cu acela tu i 

l l 3 gice A, şi corp al scalarilor) se 
szomorfe dacă există o bijecție p:X — Y care sn aa nene Pe ai 


1) Alax, + Baa) = ah(x) + Balx), Va, BeT, Va el; 
2) Aplicațiile 4 şi k-1 sînt continue. 
Dacă X este un s.i.t. separat şi dacă există în X i 
á X e Slt. s și dacă „ o vecinătate total mărgini 
a originii, atunci spațiul X este finit-dimensional, În particular, dacă X sin 
un s.i.t. separat m-dimensional, atunci X este izomorf cu spațiul liniar topclogic 
T (cu topologia obișnuită). Studiul s.].t. de diverse tipuri (spaţii local convexe 
spaţii liniare cvasinormate, spații Banach, spații liniare ordonate topologice 
pal iei i a operatorilor de diverse tipuri între astfel de spaţii for- 
mează obiectul domeniului matematicii care poartă i i 
“eee a mg p denumirea de analiză 
spațiu liniar topologic cît v, spațiu liniar topologic 
spațiu liniar topelcgic cemplet Fie X un spațiu lini ic. Un și 
at cn pațiu liniar topologic. Un şir 
generalizat (49) ea CU valori în X se numeşte șir generalizat Cauchy (sau sir 
ini Jundamental) dacă pentru orice vecinătate W a originii există 
o E À astfel ca Zar — ta E wW dacă 5, Š 289. Dacă A este mulțimea numere- 
lor naturale (î.e. în cazul unui șir ordinar) se utilizează denumirea de șir Cauchy 
Orice șir generalizat convergent este un şir generalizat Cauchy, dar reciproca nu 
este adevărată. Un spaţiu liniar topologic X se spune că este complet (resp 
secvențial complet) dacă orice șir generalizat Cauchy (resp. orice șir Cauchy) 
cu valori în X este convergent către un element al spațiului. Definiţia se extinde 
într-un mod evident, la submulțimi ale spațiului X, obținindu-se noţiunea de 
multime completă (resp. mulțime secvențial completă). Un spațiu liniar topologie 
în care orice submulțime mărginită și închisă este o mulțime completă, se 
numeşte spațiu liniar topologice cvasicomplet. Într-un s.l.t.c., orice submulțime 
inchisă este o mulțime completă. Într-un spațiu liniar topologic separat, orice 
golani id este inchisă. Într-un spaţiu liniar topologic separat și 
complet, o submulțime este total mărginită dacă și i ă i 
e et PN i g și numai dacă este relatiy 


spațiu liniar topologic cvasicemplet v, spațiu liniar topologie complet 
spațiu liniar topologic metrizabil, spațiu liniar to i i i 
atiu linia ; n , pologic a cărui topologie 
poate fi definită de o distanță. Pentru ca un spațiu liniar topologic separat X 
să fie metrizabil, este necesar și suficient să existe în X o bază numărabilă de 


vecinătăți ale originii. Topologia unui s.l.t.m. i inită i 
a 0) g polog u m. poate fi definită de o cvasi- 


spațiu liniar topologic normabil, spațiu liniar to i i i 
tiu lini t pologic a cărui topologie 
poate fi definită de o normă. Pentru ca un spațiu liniar topologic sepirat X 
să fie normabil, este necesar și suficient să existe în X o vecinătate a originii 
care să tie convexă și mărginită. (R.C.) 


spațiu liniar topologic produs v. spațiu liniar topologie 
spațiu liniar topologic secvențial complet v. spațiu liniar fopelogic complet 
spatiu local compact v. spațiu topologic compact 
A Spațiu local convex, spațiu liniar topologic în care există o bază de veci- 
nătăţi ale originii formată din mulțimi convexe. Topologia unui s.l.c. se numește 
topologie local convexă. În orice s.l.e. există o bază de vecinătăți ale originii 
formată din mulțimi echilibrate, convexe și închise, iar mulţimea tuturor sub- 
mulțimilor echilibrate, convexe, închise şi mărginite formează, o bază de mui- 


poza 
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timi mărginite. Dacă X este un spațiu liniar și P o mulțime de seminorme 
pe X, atunci sistemul tuturor mulțimilor de forma 


Elpo fas eo ni €) = {7E Xp) < 6 j =1,2,. n} cu 0 < sER şi pjE?, 


formează o bază de vecinătăți ale originii pentru o topologie local convexă 
pe X. Această topologie se numește topologia definită de P. Ea este separată 
dacă şi numai dacă pentru orice element nenul ze X există pe? astfel ca 
pi) #0. În acest caz se spune că P este o mulțime suficientă de seminorme 

e X. Dacă X este un s.l.c. oarecare și considerăm o bază W de vecinătăţi 
echilibrate şi convexe ale originii, iar pentru orice V e W considerăm func- 
ționala lui Minkowski py asociată, lui V, atunci pp este o seminormă, iar 
topologia spaţiului este definită de mulțimea de seminorme {py| V e W}. 
Fie X un spațiu liniar. Dacă py Pa sînt seminorme pe X, se definește relația 
de ordine psp, prin condiția p(x) <pa(x), Ve X. Dacă P este o mulțime 
oarecare de seminorme pe X și dacă notăm cu P’ mulțimea tuturor semi- 

n 


normelor de forma p'(4) = max pla), cu pe ?, atunci Y" este o mulțime 
j=1 


dirijată de seminorme (în raport cu ordinea introdusă) iar topologiile definite 
de ? şi P coincid. Dacă P este o mulțime dirijată de seminorme pe X, atunci 
o bază de vecinătăţi ale originii pentru topologia definită de P este mulțimea 
tuturor mulțimilor E (p; £), cu pe ? ṣi 0 < ee R. Orice topologie local convexă 
este definită de o anumită, mulțime dirijată de seminorme. Dacă 9’ şi Z” sint 
mulțimi dirijate de seminorme pe un spațiu liniar X, se spune că P’ este 
mai slabă ca P” dacă pentru orice p'e 9’ există p'e 9" şi un număr u>0 
astfel ca p'(2)<up”(x), Vze X. Se spune că P’ și P” sînt echivalente dacă 
fiecare este mai slabă decit cealaltă. Topologia definită de P’ este majorată 
de cea definită de P” dacă și numai dacă P’ este mai slabă ca P”. În con- 
secință, topologiile definite de P’ și P” coincid dacă şi numai dacă P’ și 7” 
sînt echivalente. Dacă X este un s.l.c. separat, atunci și completatul său X 
este un s.l.c. Dacă G este un subspaţiu liniar al unui s.l.c. X, atunci spațiul 
liniar topologic cît X/G este un s.l.c. Dacă ? este o mulțime dirijată de semi- 
norme care definește topologia lui X, atunci topologia spaţiului cît este defi- 
mită de mulțimea ($|pe 9) a seminormelor de forma 


D(2) = inf (pla) |ae 2), î e Xa. 


Dacă (X je y este o familie de s.l.c., atunci și spațiul liniar topologic produs 
ŢI X; este un s.l.c. Dacă P; este o mulțime de seminorme care defineşte topolo- 
jeJ ; 
gia Iui X, iar pentru orice pje P; punem fy((aii eg) = Pali), zi e X3, atunci 
topologia produs este definită de mulțimea de seminorme {p | peP je] } 
Pentru orice s.l.c. separat X există o familie {Xj} ey de spații liniare normate 
astfel ca X să fie izomorf cu un subspațiu liniar topologic al spațiului liniar 


topologice produs II X; Fie acum T un spațiu topologic separat și CRT) mul- 
Je 


7 l 
ţimea, funcțiilor reale continue definite de 7. Cu operațiile obținute eu func- 


ţiile, CRIT) este un spațiu liniar. Pentru orice parte compactă AcT, punind 


palz} = sup {l x(t) |te 4}, xECplTh 


obținem o seminormă pe CR (T). Topologia local convexă separată definită 


de mulțimea tuturor acestor seminorme, se numește topologia conuergenței 
compacte. Dacă T este un spațiu local compact numărabil la infinit, atunci 
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CRT) cu topologia convergenței compacte este motrizabil. Dacă T este 
compact, atunci CR(7), cu aceeași topologie, este normabil. (R.C.) 


spaţiu local convex reflexiv Fie X un spațiu local convex cu topologia 
= şi p= = B(X $, A) topologia tare pe conjugatul X* al lui X. Spaţiul liniar 
(2 se va nota X**. Pentru orice xe X punînd Fa (£) = fix), Yf ext, avem 
Fre X**. Fie Ọ(X) = {Fr | xe X}. Dacă (X) = X**, atunci X se spune că 
este un spațiu semireflexiv,. Dacă X este semireflexiv iar topologia 7 a lui X 
coincide cu topologia tare B(X, X$), atunci X se spune că este un spațiu reflexiv. 
Spațiul X este semireflexiv dacă și numai dacă orice parte a sa care este măr- 
ginită în topologia slabă o(X, x*j este relativ compactă în aceeași topologie. 
Dacă X este semirefiexiv atunci conjugatul său X% este tonelat în raport 
cu topologia tare. Spațiul X este reflexiv dacă și numai dacă este semireilexiv 
şi tonelat. In raport cu topologia tare conjugatul unui spațiu reflexiv este 
un spațiu reflexiv. Orice spațiu liniar normat care este un spațiu semireflexiv, 
este un spațiu Banach şi un spațiu reflexiv. Orice spațiu liniar normat X 
care este reflexiv este secvențial complet în topologia slabă a(X, X%). Un 
spaţiu liniar normat X este reflexiv dacă și numai dacă sfera unitate închisă, 
a spaţiului este compactă în topologia slabă c(X, X*). (R.C.} 

spațiu local convex semireflexiv v. spațiu local convex reflexiv 

spațiu Mackey v. sistem dual de spații liniare 

pațiu metric v. distanță 

spațiu metric complet, spațiu metric în care orice şir Cauchy este con- 
vergent (v. şi spațiu topologic complet). Amintim că un şir Un ne în spa. 
tiul metric (X, d) se numește şir Cauchy dacă pentru orice e > 0 există n,e N 
astfel ca d(xp, Xm) <E pentru orice n, m > ne: 
Teorema lui Cantor. Un spațiu metric este complet dacă și numai dacă 
orice șir descendent de mulțimi închise cu diametrele tinzînd la zero are 
intersecție nevidă (redusă la un punct). 
19) submulțime A a unui spațiu metric este completă dacă și numai dacă 
orice șir Cauchy de elemente din A converge căire un element din 4. Într-un 
s.m.c. o mulțime este completă dacă şi numai dacă este închisă. Fie (X, 4) un 


AA 

spațiu mstric. Există, atunci un s.m.e. (X, d) astfel încît X să fie izometric cu 
Ă A 

(un snbspațiu dens al lui X. Spaţiul metric (X, a) se numeşte completatul lui X 


v. şi șir generalizat Cauchy). Construcția spațiului X constituie un instru- 
ment clasic al analizei matematics şi ests o extensie a procedeului lui Cantor 
de construcție a mulțimii z numerelor reale pornind de la mulțimea numerelor 


raționale. Se consid ieri X mulțimea șirurilor Cauchy de elemente din X și 
se introduce în X relaţia de echivalență, 


(ala eN ai Walne N <4 lim d(xn, Yna) = 0. 


Se notează Ñ = Sri Înzestrată cu distanța d(&, 3) = SRI d(an, Ya), unde 


Une? 3 și UynineNe 9, mulţimea £ devine un s.m.c. CA Cit x—î, 
unde 3 este clasa care conține şirul constant xn = x, YneN, este o izometrie 
între X și un subspaţiu dens în K: (Gh.Gr.) 

spațiu metric precompact v. distanță 

spațiu metrizabil v. spațiu topologie metrizabil 

spațiu Montel, spațiu local convex tonelat, separat, în care orice mulţime 
mărginită este relativ compactă. Orice s.M. este un spațiu reflexiv. Dacă X 
este un S.M., atunci coniugatul său X*, înzestrat cu topologia tare, este tot 
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un s.M. Dacă un spațiu liniar normat este un s.M,, atunci el este finit-dimen- 
sional. (R.C.) 

spațiu normal, spațiu topologic separat în care este satisfăcută urmă- 
toarea axiomă de separare: (T4) Pentru orice mulțimi închise și disjuncte 4, B 
există mulțimile deschise şi disjuncte G, H astfel incit AcG și BeH. Fie X 
un spațiu topologic. Afirmațiile următoare sint echivalente: i) Ta; ii) Pentru 
orice mulțime închisă A şi pentru orice mulțime deschisă G, care conține 
pe A, există o mulțime deschisă H astfel încît AcH şi ceG; iii) Pentru 
orice mulțimi închise și disjuncte A, B există o funcție continuă f : X —[0, îi 
astfel încît f(4) = 1 și f(B) = 0; iv) Pentru orice mulțime închisă, nevidă, F 
și pentru orice funcție continuă f: F — R există o funcție continuă g: X — R 
astfel incit f(x) = g(x) pentru orice xe F; v) Pentru orice funcție superior 
semicontinuă, mărginită superior, g: X — R și pentru orice funcție inferior 
semicontinuă, mărginită inferior, f: X —R astfel încît g(x) f(x), Yre X, 
există o funcţie continuă 4: X =R astfel încît g(a)ssh(a)sf(x), Vaze. 
Echivalenţa dintre T4 și proprietatea iii) este cunoscută sub numele de fec- 
rema lui Urison iar echivalența dintre Ta și iv) se numește feorema lui Tietze. 
Orice s.n, este complet regulat. Orice subspaţiu al unui s.n. este un spaţiu 
complet regulat. Orice spațiu complet este normal. Orice spațiu topologice 
metrizabil este normal. Unii autori numesc s.n. un spațiu topologic în care este 
satifăcută axioma Tą (deci fără ipoteza de separare). Axioma, Fa este numită, 
de N. Bourbaki axioma Oy. (Gh.Gr.) 

spațiu nuclear Fie A un spaţiu local convex. Dacă W este o vecinătate 
echilibrată și convexă a originii iar pw funcționala lui Minkowski asociată 
lui W, atunci mulțimea py!(0) este un subspațiu liniar închis al spațiului X. 
Să considerăm spaţiul liniar cît Xp = X/pw (0) şi fie Iw: X — Xy aplicația 
canonică, (î.c. w(x) = 2, unde 2 este clasa determinată de elementul <}. For- 
mela ||F | = Pw() defineşte o normă pe spaţiul liniar Xw. Fie Xy comple- 
tatul spațiului liniar normat Xp și îy: X >X aplicația definită prin Tw{x) == 
(7), Ve X (considerind Xe Xy). Spaţiul local convex X se numeşte s.n. 
dacă pentru orice vecinătate echilibrată și convexă W a originii, aplicația, ly 
este un operator nuclear. O condiție necesară si suficientă ca un spațiu local 
convex A să fie nuclear este ca, pentru orice vecinătate echilibrată şi convexă W 
a oripinii, să esiste o vecinătate echilibrată și convexă Wọ a originii astfel 


st 


. aa . 3 iai ei Ri ~ 
ca Haec H dlar aplicația canonică lwow Xw — Xy (ie. lw wlw) == Iø{x), 
Vaze X) să fic un operator nuclear, În orice s.n. X există o bază W de veci- 
nătăți echilibrate și convexe ale originii astfel ca pentru orice I e W 
spațiul Ay să fie prehilbertian. Un subspațiu liniar topologic aj unui s.n. 
este un s.n. Dacă un spațiu DBanacheste un s.n., atunci ei este finit-dimen- 
sional.  (R.C.) 

spațiu Oka v, fascicol coerent 

spațiu ordonat local convex v. spaţiu liniar ordonat topologic 

spațiu crdonat normat v. spațiu liniar crdenat topologie 

spațiu polonez v. mulțimi susliniene ; mulțimi proiective; mulțimi analitice 

spaţiu prehilbertian v. spațiu Hiitert 

spaţiu reflexiv v. spațiu local convex reflexiv 

spațiu reticulat Banach v. spațiul reticulat normat 

spațiu reticulat bornolcgic v. spaţiu liniar reticulat topologic 

spaţiu reticulat local convex v. spațiu liniar reticulat topclogic 


spațiu reticulat normat, spațiu liniar retievlat X înzestrat cu o normă į I} 
care satisface condiția: |z]s|y!, (a, ye X) il xi; oestfel de normă 
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se numeşte normă solidă. Siu.: latice normată. Pentru ca o normă i-l 
pe un spațiu liniar reticulat X să fie solidă, este necesar și suficient ca din 
condiţiile | za|<|ynl, neN, și lim | yal =0 să rezulte lim I| all = 0. 
n n 
Se numește spațiu reticulat Banach (sau latice Banach) orice s.r.n. care este 
complet ca spaţiu liniar normat. Într-un spațiu reticulat Banach, un Şir (a) eN 
de elemente converge în normă către un element x dacă și numai dacă din 
orice subşir {inn eN se poate extrage un subșir care converge cu regulator 
către x, Prin definiție, un s.r.n, Xare normă (o)-continuă (resp. normă (c5)-con- 
tinuă) dacă din xn | 0 (resp. ap | 0) rezultă lim ||xal|=0 (resp. timi x3l=0). 
neN SecA n SeA 


Dacă X este un sur.n., atunci următoarele două condiţii sint echivalente: 
1) X este un spaţiu liniar o-reticulat și are normă (0)-continuă ; 2) X este un 
spațiu liniar complet reticulat, (o)-separabil și are normă (o)-continuă. Dacă 
A este un spațiu reticulat Banach cu normă (w)-continuă, atunci X este un 
spaţiu liniar complet reticulat (o)-separabil. Într-un spațiu reticulat Banach 
cu normă (o)-continuă, un șir {xp} n e N de elemente converge în normă către un 
element x dacă și numai dacă din orice subșir (ah ep Se poate extrage un 
subșir care (0)-converge către x. Dacă X este un s.r.n., atunci norma sa, se poate 
. a Sau . . (pa . 
prelungi într-o normă solidă pe extensia Dedekind X a lui X; dacă X are 
normă, (w)-continuă, atunci prelungirea este unică, Se numește spațiu de tip 
(KB) orice s.n. cu normă (o)-continuă, care este o-reticulat și satisface con- 
diția: dacă Oa Ss... în X şi |laallssA, VneN, atunci există Y Xy. 


A A f da neN 
intr-un spațiu de tip (KB) o submulțime A este (o)}-mărginită dacă şi numai 
n 


dacă mulțimea | V lazi | zje, neN! este topologic mărginită. Pentru ca 


jel 
an şir (za), ey de elemente ale unui spațiu de tip (KB) să fie (o)-convergent 
nm H 
către 0, este necesar și suficient ca lim || V | %||| = 0 uniform în raport cu m. 
n |li=na 


Orice spațiu de tip (KB) este un spațiu Banach și un spațiu o-regulat. Se 
numește s.r.n. de tip (L) (sau latice normată de tip (L)) orice s.r.n. a cărei 
normă este aditivă pe conul pozitiv: || + + yl = |x] + [ii] dacă x, y>) 
Dacă un astfel de spațiu este ṣi complet ca spațiu liniar normat, atunci el 
se numește spațiu veticulat Banach de tip (L) (sau latice Banach de tip (L))}. 
Orice spațiu reticulat Banach de tip (.) este un spațiu de tip (KB). Pentru 
ca un srn, X să fie de tip (L) este necesar și suficient ca din x Ay = 9 


în X să rezulte |j x -l yii =i] xl -lyi Se numește s.r.n. de tip (1) (sau 
latice normată de tip (M)) orice s.r.n. a cărui normă satisface condiția: || x V y |= 
= max (|| xil, iyl) dacă x, y>0. Dacă un astfel de spațiu este și complet 


ea spațiu liniar normat, atunci el se numește spațiu reticulat Banach de tip (M) 
(san latice Banach de tip (M)). Dacă X este un spațiu liniar reticulat arhi- 
median în care există elemente axiale, atunci X este un s.r.n. de tip (4) în 
raport cu „norma generată de un element axial u“, i.e. norma dată de formula, 
ixil = inf {u >0| | als. Dacă X este un spaţiu liniar o-reticulat în 
care există elemente axiale, atunci X este şi un spațiu Banach în raport 
cu norma precedentă. Pentru ca un s.r.n, X să fie de tip (M), este necesar 
şi suficient ca din Ay = 0 în X să rezulte || x + y| = max (l| xil, Iyl). 
Dacă într-un s.r.n, conul pozitiv are interiorul nevid, atunci norma spațiului 
este echivalentă cu norma generată de orice element axial. Într-un spațiu 
reticulat Banach de tip (M), orice mulţime relativ compactă admite margine 
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superioară. Dacă X este un s.r.n. nenul, care este în același timp de tip (M) 
şi de tip (L), atunci X are dimensiunea unu. Dacă X este un s.n. oarecare, 
atunci conjugatul său X* (unde + este topologia normei) este un subspațiu 
normal al spaţiului X” al funcționalelor regulate definite pe X; în particular, 
X* este un spaţiu liniar complet reticulat; X% este de asemenea un spaţiu 
reticulat Banach. Dacă X este un spațiu reticulat Banach, atunci At = Xf, 
Dacă X este un spațiu de tip (KB), atunci mulțimea As a funcționalelor 
liniare (o)-continue (î.e. continue în raport cu convergența în sensul ordinei 
a şirurilor) definite pe X, precum și mulțimea X* a funcționalelor liniare 
(eo)-continue (i.e. continue în raport cu («)-convergenţa şirurilor generalizate) 
definite pe X, coincid cu X”. Dacă X este un spațiu de tip (XB) și dacă în 
X există elemente totale, atunci și în spaţiul X* există elemente totale iar 
spaţiul X* este (o)-separabil. Dacă X este un s.n. de tip {L} (resp. de tip 
(M)), atunci A+ este un spațiu reticulat Banach de tip (M) (resp. de tip (L). 
Fie acum X un sr.n. oricare și să notăm X** = (X4):. Are loc egalitatea 
X** = (Ă*%), iar X** este un spaţiu liniar complet reticulat si un spațiu 
reticulat Banach. Pentru orice element xve X fie Falf) = f(x), fe X*, și 
F(X) = (Fa axe X). Mulțimea Y(X) este un subspațiu Jiniar reticulat at 
spațiului X** iar X şi F(X) sint izomorfe, ca, spaţii liniare ordonate normate, 
prin aplicaţia x — Fa, Dacă s.r.n. X este complet reticulat, atunci au loc urmă- 
toarele rezultate: 1) F(X) este un subspaţiu normal al spațiului X** dacă 
și numai dacă X are normă (o)-continuă; 2) F(X) este o componentă a spa- 
țiului X** dacă și numai dacă X este un spațiu de tip (KE). Dacă X este 
un spațiu reticulat Banach și un spaţiu liniar complet reticulat, atunci pentru 
ca X să fie reflexiv ca spațiu liniar normat, este necesar și suficient ca X 
și X+ să fie spaţii de tip (KB). Dacă T este un segment al dreptei reale 
iar Ispe RR, atunci spațiul L? (T) cu structurite obișnuite (v. spatiu liniar 
normat, spațiu liniar ordcnat) este un spațiu de tip (XB). În particular, LT) 
este un spaţiu reticulat Banach de tip (L). Mai general, dacă T este o mut- 
time nevidă, 7 o o-algebră de submulțimi ale lui 7 și u o măsură (finită) 
pe F, atunci s.r.n. LRT F, u) se definește intr-un mod analog spațiului LR(T) 
de mai sus şi este un spațiu reticulat Banach de tip (L) în care există ele- 
mente totale. Reciproc, dacă X este un spațiu reticulat Banach de tip {L} 
cu unitate, atunci X este izomorf (ca spațiu liniar ordonat normat) cu un 
spațiu I.p(7, J, p). Dacă X este un spațiu reticulat Panach în care norma 
este generată de un element axial, atunci există un spațiu topologice com- 
pact T astfel ca X să fie izomorf (ca spațiu liniar ordonat normat) cu spa- 
țiul Cp (T) al funcțiilor reale continue pe T înzestrat cu ordinea punctuală 
şi norma obișnuită (v. spațiu liniar normat). (R.C.) 

spațiu Schwartz, v, spațiu de tip Schwartz 

spațiu semirefiexiv v. spațiu local convex reflexiv 

spațiu (0)-separabil v. spațiu liniar ordonat 

spațiu simplectic Fie E un spațiu vectorial peste R. O formă simplectică o 
este o formă biliniară ExE —R care este: 1) (Antisimelrică) o(x, y) = 
= —a (x, y); 2) (Nedegenerată), i.e. o{x, y) = 0 pentru orice ye E implică 
x = 0. Un spațiu vectorial E înzestrat cu o formă simplectică se numeşte 
s.s. Dacă X este o varietate diferențiabilă, o formă simplectică este o 2-formă 
închisă « (deci dw = 0) astfel încît wg să fie o formă simplectică pe 7*(X) 
pentru orice ze X. O varietate înzestrată cu o formă simplectică se numeşte 
varietate simplectică; o astfel de varietate este întotdeauna de dimensiune 
pară. Fibratul cotangent T*{X) are întotdeauna o structură simplectică, 
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n 
dată de 2-forma fundamentală o = Ş, dě; Ada, ce apare ca diferenţiala exte- 
j=l 
rioară a l-formei fundamentale w = XE, dz; deci dw = o. Paranteza Poisson 
U, g} nu este decit a(Hy, Hg), unde Hy, Hg sînt cîmpurile hamiltoniene gefi- 
nite de f, respectiv g. Fie (E£,o) un s.s. și V un subspațiu al său; se poate 
defini subspaţiul VL, ortogonatul lui V în raport cu forma simplectică; în 
particular, dacă V este de dimensiune 1, Ve V £ datorită antiliniarității formei 
a; un subspaţiu V se numește izotropic, respectiv lagrangian, respectiv 
involutiv dacă VeVt, dacă V=VL, respectiv Vila. O varietate X se 
numește izotropică, respectiv lagrangiană, respectiv involutivă, dacă T*(X)a 
este izotropic, respectiv lagrangian, respectiv involutiv pentru orice xe X. 
Subvarietăţile lagrangiene din T*(X) joacă un rol esențial în studiul opera- 
torilor integrali Fourier, (G.G.) 
spațiu stonian atașat unui clan de părți v. reducerea la integrarea pe spații 
local compacte 
„spațiu tangent Fie M o varietate diferențiabilă de clasă C", sr ©, 
și a un punct din M. Pentru orice număr întreg k situat între I şi v, fie 


CE a: = lim CE(U), 
— 


U=Usa 
Aceasta, înseamnă că 


Chi, a = (LICEU) ~, 


unde U parcurge mulțimea vecinătăților deschise ale lui a în M şi unde ~ 
este relația de echivalență definită prin 


CHU) 3f ~ ge CF), aeUny, 


dacă și numai dacă există o mulțime deschisă W în M astfel încit ae We 
SUNK şi f| W =g] W. Elementele mulțimii Cha se numesc germeni 
(în punctul a) de funcții de clasă CE. Dacă U este o vecinătate deschisă 
a lui a în M și dacă fe CE(U), clasa de echivalență a lui f în Că, a se notează 
prin fa sau pă(f); se spune atunci că fa este germenul lui f (sau germenul definit 
de f) în punctul a. Există o unică structură de inel pe mulțimea Că, a astfel 
încît aplicația pt: CE(U)—C4,, a să fie morfism de inele pentru orice vecină- 
tate deschisă U a lui a. Germsnii în a definiți de funcțiile reale constante 
formează un subinel al lui Ck, a, canonic izomorf cu R; astfel Ck,, a este 
o R-algebră. O derivare -(reală) în algebra, Ch, a este o aplicație R-liniară, 
u :Că a= R care satisface regula lui Leibniz de derivare a produsului, î.e. 


ul faga) = (fa) g(a) + F(a) u(ga). 


Mulțimea Derp (Cip, a) a tuturor derivărilor în algebra C%,,ą are o structură 


evidentă de spațiu vectorial real, Ex.: Dacă J, este intervalul deschis (—s, £) 
al dreptei reale, e >0, şi dacă ye C*(Ie, M) este un drum de clasă CE pe M 


„astfel încît y(0)= a, aplicația u: Ch, «=R, definită prin (fa) =-& (foy) , 
at =0 
fae Că, a este o derivare în algebra CE, a numită derivarea asociată drani 
lui y (sau vectorul viteză al drumului y la momentul f= 0). Se numește 
vector tangent la M în punctul a orice derivare u în algebra Cl, a pentru care 
există un drum CI(7,, M) cu y(0) = a astfel încît u să fie derivarea asociată, 
lui y. Mulțimea tuturor vectorilor tangenți la M în punctul a formează un 
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subspațiu vectorial al lui Der. (Ciz, a), notat T(M)a sau Ta(37) şi numit sit, 


ja M în punctul a. i : 
Teorema bazei. Fie g = (ay, -.:, Xn) o kartă locală a lui M cu domeniu U con- 


tinind punctul a. Pentru fiecare i = 1, ..., 36, fie 2 (a) : Ch, a — R aplicația 


ax; 
definită prin 
o — 
2 aga ASE tota), 
azi ati 


unde (î,, «+, fn) sînt coordonatele carteziene ale lui R”. Atunci = (a) e T(M)a 
Aj 


2 


OX Xn E J 
torial real T(M)a; în particular, T(M)a este un spațiu vectorial real de dimen- 
siune n, egală cu dimensiunea varietăți M. O 
Fie N o altă varietate diferențiabilä de clasă C” şi pe Ci(M, N). Aplicația 


pentru orice ș și n-uplul 2 (a), (a) | este un reper al spațiului vec- 


e: Că, qla) > CE, a 


definită prin compunerea cu ọ la dreapta, i.e. palgela)) = (g9 pla, este un 
morfism de R-algebre. Dacă, u este o derivate în algebra CĂ, e atunci aplicația 
compusă u o ož este o derivare în algebra CĂ, gta). În cazul k= 1, dacă u e T(M)a, 
atunci uo ọž e T(N)ta), și anume dacă u este derivarea în algebra Cl a aSo- 
ciată drumului ye CI(7,, 41), 10) = a, atunci so pg este derivarea în algebra 
CU, gla) asociată drumului 8=ọ 0 y. Aplicația pa a: TiM)a > T(N eta), definită 
prin x. a(u) = uo pt, este R-liniară și se numeste aplicația (liniară) tangentă 
ja ọ în punctul a. Această aplicaţie are proprietă ți functoriale de tip covariant, 
Anume, dacă ọ = idy, atunci e, a = i dz De asemenea, dacă f este o altă 
CT-varietate și dacă We CIN, F}, atunci poge CPM, 7) şi (po g)x a= 
= Wy, pa) 0 Px, a Aplicația liniară tangentă ps, a constituie principalul instru- 
ment tehnic în studiul local (de ordinul fîntii) al aplicațiilor diferențiabile între 
varietăți diferențiabile. Pentru ilustrarea acestei afirmații considerăm aici trei 
teoreme fundamentale. În cele ce urmează, o e CE(M, N), 1&ksr, este aplica- 
ţie diferențiabilă de clasă CĂ dată, ae M un punct fixat, n —dim M, 72 = dim N. 
Teorema aplicației etale (sau teorema aplicaţiei inverse). Aplicația liniaxă 
tangentă p4, a: T(M)a — T(N)eta) este bijectivă dacă și numai dacă există 
o vecinătate deschisă U a lui a în M astfel încît mulțimea q(U) să fie 
deschisă în N şi aplicaţia ọ | U : U —+ q(U) să fie un CE-difeomortism. 
Teorema imersiei locale. Condiţiile următoare sînt echivalente: i) Aplicația 
liniară tangentă e, a este injectivă; ii) Există o vecinătate deschisă U a lui 
a în M, o vecinătate deschisă V a lui (a) în N conținind mulţimea (U), 
o submulțime deschisă D a lui R?, p>0, conținînd originea, și o factori- 
zare plU=hoi:U-—V, unde i: U — UxD este aplicația i{x) = (x, 0), 
xeU, iar kh: UxD —V un Cř-difeomorfism; iii) Există o vecinătate des- 
chisă V a lui a în M, o vecinătate deschisă V a lui q(a) în N conținînd pe 
q(U) şi o retractă de clasă CE a aplicației ọ |U : U >V, ie. o aplicație 
pe CE(V, U) astfel încît p{ọ{(x)} = x pentru orice veU. 

Teorema submersiei locale. Condițiile următoare sînt echivalente: i) Aplicația 
liniară tangentă q4,a este surjectivă; ii) Există o vecinătate deschisă U a 
lui a în M, o vecinătate deschisă V a lui ọ(a} în N conținînd mulțimea ẹ(U)}, 
o submulțime deschisă D a lui R?, p>0, și o factorizare ọ | U = prok a 
aplicației ọ | U : U = V, unde pr :¥VxD—V este proiecția canonică și 
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A: U > VXD un CE-difeomorfism; iii) Există o vecinătate deschisă U a 
lui a în M, o vecinătate deschisă V a lui p(a) în N conținînd pe ọ(U) și o 
secțiune de clasă CE în punctul a a aplicației ọ | U : U —V, i.e. o aplicație 
se CE(V, U) astfel incit s(e(a)) = a și p(s(x)) = x pentru orice xe U. 
Notăm că în teorema imersiei locale m>n și p =m —n iar în teorema 
submersiei locale msn și p =n — m. Se spune că aplicația ọ este etală 
(resp. imersie, resp. submersie) în punctul a dacă satisface condițiile echiva- 
lente ale teoremei aplicaţiei etale (resp. teoremei imersiei locale, resp. teoremei 
submersiei locale). Aplicația, p se numește etală (resp. imersie, resp. submersie) 
dacă este etală (resp. imersie, resp. submersie) în fiecare punct xe M. Apli- 
cația p se numește scufundare dacă este imersie și omeomortism pe imagine, 
și scufundare închisă dacă este o scufundare și p(M) o submulțime închisă 
a lui N, Din teorema imersiei locale se obține 

Teorema imaginii. q este scufundare dacă și numai dacă ọ(M) este o sub- 
varietate de clasă CE a lui N și aplicația q”: M —+ p(M), indusă de ọ, un 
Ck.qifeomorfism. 

Un punct ae M se numește punct regulat al lui e dacă, p este submersie în a 
și punct critic al lui q în caz contrar. De pildă, dacă N = R, punctele de 
extrem local ale lui q sînt puncte critice ale lui ọẹ. Un punct be N se numește 
valoare regulată a lai p, dacă fibra My: = qp-1(b) este formată numai din 
puncte regulate, și valoare critică a lui q în caz contrar. Un punct be N se 
numește valoare lacunară a lui p dacă bg o(M). Dacă Cy este mulțimea, puncte- 
lor critice ale lui e, atunci e(C4) este mulțimea, valorilor critice ale lui e; în 
particular valorile lacunare sînt valori regulate. Din teorema submersiei locale 
se obține 

Teorema contraimaginii. Dacă be p(11) este o valoare regulată a lui p, atunci 
My : = Q-1(b) este o subvarietate de clasă CE a lui M și, pentru orice a € Mp, 
șirul de spații vectoriale 


În a Pa, 
0 DM E TMa — 700) —> 0 


este exact, unde t: My, —+ M este aplicația de incluziune. 
Obs. În cazul M o submulțime deschisă a lui R? și N=R?, dacă b este o valoare 
regulată a lui ọ și ae My: = q(b), atunci şitul de spații vectoriale 


di d 
0 Tito ten E R” > 0 


este de asemenea exact, unde dig este diferenţiala în punctul g a aplicaţiei de 
incluziune î : Mp— R” şi q'(a) derivata în punctul a a aplicației o, i.e. aplicația 
liniară de la R” la R” definită prin 


ela) (2) = Y m si (a), x= (xp nu 2n) E Rh. 


i=1 


În ceea ce priveşte întrebarea, privind o evaluare globală a mulțimii valorilor 
critice ale lui pọ, răspunsul este furnizat de o teoremă faimoasă: 
Teorema lui Sard. În ipoteza M cu bază numărabilă şi k>max(n — m -+ 1,1), 
mulțimea valorilor critice ale aplicației pe CE(M, N) este local de măsură 
zero în N, i.e. 8(p(Cg)n V} este o mulțime de măsură Lebesgue zero în RP 
pentru orice hartă locală Bf: V => R” a lui N. (M.J) 

spațiu tangent antiolomorf v. spațiu tangent olomorf 

spațiu tangent complex Fie M o varietate diferențiabilă de clasă C”, 
isrso, şi a un punct din M. Considerăm algebra complexă Cl, a(€) a 
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germenilor în a de funcții complexe de clasă C! definite pe vecinătăţi deschise 
ale lui a, ie. 
Chal): = lim CHU,C). 
——> 
U=Usa 


Pentru orice mulțime deschisă U a lui a în M și orice funcție fe CHU, ©), 
se notează prin fa sau pU(f) germenul definit de f în punctul a. Orice germen 
fa € Cl, a(C) se scrie în mod unic sub forma fa = fa Hifa cu fa fa E€ Chr, a (V. Spa- 
tiu tangent). Germenul fa se numește real dacă fa = 0, ie. fa = fa € Chr, a 
O derivare în algebra Cia(C) este o aplicație C-liniară v:Cig( 0) — € 
care verifică regula lui Leibniz de derivare a produsului: 


v(faga) = v(fa) gla) + fla) v(ga). 


Mulțimea Dergi. a(C)) a tuturor derivatelor algebrei C}, a(C) are o structură 
evidentă de spațiu vectorial complex. Orice derivare u € Derg (Chr. a) (v. spațiu 
tangent) se extinde în mod unic la o derivare, notată tot cu zu, în algebra 
Cl, a(C), şi anume prin egalitatea, 
(ft ifa) = lfa) + în(fa). 

În acest mod, spaţiul vectorial real Der. (Ch, a) se realizează ca subspațiu vec- 
torial real al spaţiului vectorial complex Der clh, a(0)). Orice derivare în algebra 
Cl, (0) se scrie unic sub forma v=v; +ivs cu vy vg € Dern (Chy, a). Se numeşte 
vector tangent complex la varietatea diferențiabilă M în punctul a orice derivare 
vu Hine Der(C4 „a(0)) astfel încît v, şi v, să fie vectori tangenţi la M 
în punctul a, i.e. V, Y€ T(M)a. Vectorii tangenti complecși la M în a formează 
un subspaţiu vectorial complex al lui Der (Chr, a(0)), notat T plM )e şi numit 
s.t.c. la M în punctul a. Deoarece orice vector ve T p(M)a se scrie în mod unic 
sub forma v = v; + ivg, CU V, 03€ T(M)a, rezultă că To(M)a este un com- 
plexificat al spațiului tangent T(M)a. (De aceea o descriere alternativă a 
B.t.c. la M în punctul a este TgoM)a: = T(M)a9C.) Fie (2, ..., Xn) un sistem 
de coordonate locale pe M cu domeniul U conținînd punctul a. Din teorema 


2 ; 
bazei (v. spațiu tangent) rezultă că ( (a), ..., w) este un reper al lui 


% Xa 
To) ca spațiu vectorial complex, î.e. orice ve T oM)a se scrie în mod 
unic sub forma 


ð 
VEZ 


n 

u = Ş, ci (a), cec. 

t=1 
Fiind un complexificat al lui T(M)a, $.t.c. T olM)a admite o conjugare evi- 
dentă Q, și anume definită prin Q(v, + iva) = v, — ivp Vita € T(M)ae 
Evident, aplicația Q de la s.t.c. To(M)a în el însuși este antiliniară și Q o Q=idy 
în plus, 

T(M)a = (ve To(M)a | Q» = vy. 
Da că N este o altă variciate diferențiabilă de clasă C” și dacă ọ e CHM, N} 
aplicatie ‘iniară tangentă px, a: T(M)a — T(N)ẹța) se extinde în mod unie; 
la o aplicație C-liniară 
Phs a: To(Mla =$ ToN lew. 
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numită aplicație C-liniară tangentă la q în punctul a (și notată, de regulă, 
tot 4.a) (M.J.) 

spațiu tangent geometric Fie M o subvarietate diferențiabilä de clasă 
C a lui R” și a un punct din M, Dacă se notează prin i: MR” aplicația 
de incluziune a lui M în R şi prin die: T(M)a— R” diferenţiala acestei apli- 
cații în punctul a, s.t.g. la M în punctul a se defineşte ca fiind imaginea apli- 
cațici liniare dig, i.e. subspațiul vectorial T(M ten al lvi R” definit prin 


T(M)g™: = {dia{v) | v E T(M)a). 


Rezultă că T(M}™ este un spațiu vectorial real de dimensiune n, egală cu 
dimensiunea subvarietăţii M, canonic izomorf cu T(M)a (v. spatiu tangent). 
Dacă D este o submulțime deschisă a lui R” ṣi e: D => R” o parawetrizare 
locală a lui M astfel încît a e ọ(D), s.t.g. la M în punctul a este egal cu imaginea 
diferențialei aplicației ọ în punctul a, i.e. 


T(m = | pu o) 


Betis ne). 


unde c == p-i(a). De asemenea, dacă U este o submulțime deschisă a 
lui R” conținind punctul a şi f: U — R? o submersie de clasă C! astfel facit 
M n U = f*{(0), atunci 


TMm — Ker f'(a) = 


=s [+ so (x aisg Xm) eR” 


Vat @=oh, 


iZi 04 
unde f'(a): R”? — R? este derivata aplicației f în punctul a, i.e. aplicaţia liniară 


m 
definită prin f'(a){y) = Y x 
i=1 


a (a). Ex.: Fie f functia reală pe RTI defi- 
2; 

nită prin f(x, o, ny) = x$ me + a. Evident 1 este o valoare regulată 
nelacunară a lui f, deci sfera S”: = f1(1) este o subvarietate diferențiabilă 
de clasă C” a lui RP şi stg. al lui S” în punctul qe S” este dat de formula 


T(S) = (ze RaR | Ca, x} = 0}. (M.J) 
spațiu tangent olomorf Fie M o varietate complexă și ae M. Un vector 


tangent complex ve To{(M)a se numeşte olomorf dacă v(fa) = 0 pentru orice 


germeni fa € Öm, ae Ci, „(€), unde prin fa se notează germenul conjugat cu fa. 
Mulțimea tuturor vectorilor tangenți olomorii v € Tr(M)a formează un subspa= 


țiu vectorial complex al lui Zo(4fa, notat T'(M)a și numit s-t.o. la M în punc- 
tul a. Similar, un vector tangent complex ve To(M)a se numeşte antiolomorf 
dacă v(fa) = 0 pentru orice germen fa € Ôm,a ie. dacă conjugatul său 3:==Q0 
esio uz vector tangent olomorf. Mulțimea tuturor vectorilor tangenți anti- 
clomorii ve Toja formează un subspațiu vectorial 7*(M)ac To(M)a 
numit spațiu tangent antiolemor] la M în punctul a. Dacă a = (z4 = x, + a e 
eu Zn = Xn + iyn) este un sistem de coordonate locale po M cu domeniul U 
conținînd punctul a, vectorii tangenți £ (a): -2( 2 —i s) Î=> În E 
az 2 lx; di 
sînt olomorfi și formează un reper în spațiul vectorial complex T'(M}e; 
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similar, vectorii tangenți ELA (a): = t (£ + 2) j= Lon, sînt anti- 
32 2 td 2y4 i 
olomorii și formează un reper în spaţiul vectorial complex 7"(M)a. Orice 
vector tangent complex ve To (M)a se descompune în mod unic în v = v+u” 
cu we T'(M) și we T(M)a; se spune că vw este componenta olomorfă a 
lai v iar v” componenta antiolomorfă a lui v. Aplicația de la T(M)ac To(M)a 
în T'(M)a definită prin vi- v este R-liniară și bijectivă și este folosită 
pentru a introduce pe spațiul tangent reai T(M)a o structură de spațiu 
vectorial complex, Pentru z = x + iy; ca mai sus, această aplicație duce 


2 i 
vectorul tangent real L (a) în vectorul tangent olomorf FF (a) şi vectorul 
0x3 23 


tangent real sA (a) în vectorul tangent olomorf =a (a).  Descompunerea 
2 223 

directă Tola = Ta 9 T"(M)a este un invariant analitic, Pentru a 
preciza, fie N o altă varietate complexă și e: M — N o aplicaţie olomoriă, 
Atunci aplicația liniară tangentă x, a: T olM)a > Toi) Pia) duce vectori 
tangenţi olomorfi (resp. antiolomorii) în vectori tangenți olomorfi (resp. 
antiolomorii), że, induce aplicații Ciliniare p4, a: T(Ma — T(N) Pia) şi 
Pha T"(M)a = T(N) eta), numite componenta olomorfă şi respectiv componenta 
antiolomovfă ale lui px, a (sau aplicația tangentă olomorfă, resp. aplicația tangentă 
antiolomorjă la ọ în a). Aceste aplicaţii sint legate între ele prin egalitatea 
Ph, aT) = Ph, ao), ve T'(M)a. Notăm că aplicația de restricţie vi> v] Osr, a 
de la 7'(M)a la spațiul Derc(Or, a) al derivărilor complexe ale inelului Os, a 
este un izomorfism de spații vectoriale complexe. (M.J.) 

spatiu T; v. axiome de separare | f | 

spaţiu tonelat, spaţiu local convex în care orice mulțime Æ, care este echi- 
jibrată, convexă, absorbantă și închisă, este o vecinătate a originii. O mulțime 
E cu proprietăţile menționate se numește tonou. Dacă X este un s.t, iar G 
an subspațiu liniar, atunci spațiul liniar topologic cît X/G este de asemenea 
un s.t. Limita inductivă a unei familii de s.t, este un S.t. Orice spaţiu local convex 
care este o mulțime de categoria a I-a Baire (în particular orice spațiu Banach) 
este un sit. (R.C) 

spatiu topologie v. topologie 

spațiu topologic cît v. topologie cit 

spațiu topologie compact, spațiu topologic separat avînd proprietatea că 
pentru orice acoperire deschisă a sa există o subacoperire finită. Se spune 
uneori pe scurt spațiu compact. Fie X un spațiu topologic, Afirmațiile următoare 
sînt echivalente: i) Din orice acoperire deschisă a lui X se poate extrage o 
subacoperire finită; îi) Orice lanț de mulțimi închise din X are intersecția 
nevidă; iii) Orice filtru pe X are un punct aderent; iv) Orice ultrafiltru 
pe X este convergent; v) Pentru orice șir generalizat în X există un sabșir 
convergent; vi) Orice șir generalizat universal în X este convergent. Proprie- 
tatea i) se numește uneori axioma Borel-Lebesgue. Avînd în vedere definiția 
lanțului, proprietatea ii) spune că oricare ar fi familia {Fih ez de mulțimi 


închise ale lui X, familie cu proprietatea intersecţiei finite, atunci | F#0. 
1€ 


Un spaţiu topologice în care este satisfăcută una din proprietățile echivalente 
i) — vi) se numește spațiu topologie cvasicompact. Un spațiu topologic este 
deci compact dacă este cvasicompact și separat. O submulțime A a spațiului 
topologie X se numeşte mulțime compactă (cvasicompactă) dacă organizată 
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ca spațiu topologic cu topologia indusă din X, este un spaţiu topologic compact 
(evasicompact). Se mai spune că A este un compact (cvasicompact). Într-un 
s.t.c. (cvasicompact) orice submulțime închisă este compactă (cvasicompactă), 
Într-un spațiu topologice separat orice mulțime compactă este închisă. Mul- 
timile a căror închidere este compactă (cvasicompactă) se numesc relativ com- 
facte (relativ cvasicompacte). Într-un spațiu metric complet, o mulțime este 
relativ compactă dacă și numai dacă este total mărginită, Orice s.t.c. este 
normal și deci complet regulat și regulat. DacăfĂ eg este o familie de s.t.c. 
(evasicompacte), atunci spaţiul topologic produs X = J [ X: este compact 
tel 
{cvasicompact) (feorema lui Tikonov). Un spațiu topologic separat se numește 
spațiu local compact dacă pentru orice punct al spațiului există o bază de veci- 
nătăți compacte. Orice spațiu local compact este uniformizabil (și deci regulat). 
Într-un spaţiu local compact, o mulțime este închisă dacă și numai dacă inter- 
secția ei cu orice mulțime compactă este o mulțime compactă. Fie {Xhe r o 
familie de spaţii local compacte. Produsul lor topologice este local compact dacă 
şi numai dacă, cu excepția unui număr finit, spaţiile X; sînt compacte. Orice 
s.t.c. este local compact. Un spaţiu topologic local compact carc este reuniunea 
unei familii numărabile de submulțimi compacte se numește sfațiu topologie 
local compact numărabil la infinit sau o-compact. Într-un spațiu topologie 
local compact numărabil la infinit X există un șir (44), EN de mulțimi com- 


ead 
pacte astfel încît |] A4a=X și Ancint Any. Un spațiu topologic se numește 
n=1 
secvențial compact (sau numărabil compact) dacă pentru orice șir de puncte 
din spațiu există un subșir convergent. Orice s.t.c. este secvențial compact. 
Un spațiu metric este compact dacă și numai dacă este secvențial compact. 
Ex.: 1° R cu topologia obișnuită este local compact și necompact. 2° O sub- 
mulțime a lui R este compactă dacă și numai dacă este închisă ṣi mărginită 
(teorema Borel-Lebesgue), Această afirmație este adevărată în orice spațiu 
liniar topologic separat de dimensiune finită. 3° Fie T un s.t.c. Fie C(T} 
spațiul funcțiilor contione definite pe T, cu valori numerice, spațiu inzestrat 
cu distanța d(J, g) = sup |f(a) — g(x) |. O mulțime A c C(T) este relativ com- 
ZE 


pactă dacă și numai dacă este mărginită și echicontinuă (feorema Arzela- 
Ascoli). 4° O variantă mai generală a teoremei din exemplul precedent este: 
Fie T un spațiu local compact, X un spațiu uniform și AcC(T, X) o 
mulțime echicontinuă astfel încît A(t) = (f(î)|fe A? să fie relativ compactă. 
în X pentru orice ie T. Atunci A este relativ compactă în spațiul C(7, X} 
înzestrat cu topologia convergenței compacte. 5° Dreapta reală este un spaţiu 
topologie locat compact numărabil la infinit. (G}.Gr.) 

spațiu topologic compactificabil v. compactificare 

spațiu topcicgic complet, spațiu topologic uniformizabil care considerat 
ca spaţiu uniform este complet. Deoarece noțiunea se folosește de obicei pentru 
spaţiile topologice (uniformizabile) în care șirurile Cauchy se introduc fără a 
face apel la structura uniformă, se spune că un spațiu topologic este complet? 
dacă orice șir generalizat Cauchy este convergent. Analog, un spațiu topologie 
(uniformizabil) se numeşte secvențial comţlet dacă orice şir Cauchy de elemente 
ale spaţiului este convergent. Submulţimea A a spațiului topologic uniformi- 
zabil X se numește completă dacă oricare ar fi{as}ş e a un şir generalizat Cauchy 
(în X) de elemente din A există ae A astfel încît lim ag=a (în X). Orice mul- 

ses 

țime închisă a unui s.t.c. este o mulțime completă, Orice submulțime completă 
a unui spaţiu topologic separat (uniformizabil) este închisă. (Gh.Gr.) 
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Po O a a- 


spaţiu topologic complet regulat, spațiu topologic separat și uniformizabil, 
Un spaţiu topologice este complet regulat dacă şi numai dacă este homeomort 
cu un subspațiu al unui spațiu topologice compact. Un spaţiu topologic este 
complet regulat dacă şi numai dacă, este separat și în el este verificată axioma 
lui Tihonov. Spațiile complet regulate se numesc uneori spații Tihonov, (Gh.Gr.) 
spaţiu topologice conex, spațiu topologic în care singurele mulțimi în același 
timp deschise și închise sînt X şi Ø. Se spune pe scurt spatiu conex. Fie X 
un spațiu topologic și A, Be. Se spune că mulțimile 4, B sînt separate 
dacă A N B = Ø şi A N Ë = Ø. Mulţimile A și R sint separate dacă, și numai 
dacă sînt disjuncte și închise în A U B înzestrat cu topologia indusă. Dacă Y 
este un subspațiu al lui X și 4, Be Y, atunci A, B sînt separate în Y dacă și 
numai dacă sint separate în X. Un spațiu topologic este conex dacă și numai 
dacă nu se poate reprezenta ca reuniunea a două submulțimi nevide și se- 
parate, Spaţiul topologic produs X = H X; este conex dacă și numai dacă 
tE 
fiecare spațiu X; este conex. O submulțime M a spațiului topologic X se numește 
multime conexă dacă înzestrată cu topologia indusă este un s.t.c. Dacă M este 
conexă si Me AcM, atunci A este conexă. În particular, închiderea, oricărei 
mulţimi conexe este o mulțime conexă. Dacă (Ms ez este o familie de mulțimi 
conexe, două cîte două neseparate, atunci U Mg este conexă, Dacă pentru orice 
i tel 
două puncte x, y ale spațiului topologic X există o mulțime conexă conținînd 
pe x ṣi y, atunci X este conex. Se numeşte componentă conexă a spațiului 
topologic X o submulțime conexă M pentru care nu există o submulțime conexă 
A astfel ca McA și MA. O mulțime conexă M este deci componentă 
conexă dacă şi numai dacă este element maximal în familia submolţimilor 
conexe ale lui X, organizată ca mulțime ordonată cu relația de incluziune, 
Orice mulțime conexă este conținută într-o componentă conexă. Orice com- 
ponentă, conexă este o mulțime închisă. Orice două componente conexe sînt 
separate. Un spaţiu topologice în care orice componentă conexă se reduce la 
un punct se numește spațiu topologice total neconex. Într-un spațiu topologie 
compact și total neconex familia mulțimilor deschise-închise formează o bază 
pentru topologia spațiului. Un spaţiu topologice se numește local conex dacă 
orice punct al său admite un sistem fundamental de vecinătăți conexe. Ex.: 
1° Singurele mulțimi conexe ale dreptei reale (înzestrată cu topologia obișnuită) 
sînt intervalele. 2° Într-un spaţiu liniar topologic orice mulțime convexă este 
conexă. 3° Un spațiu topologic discret care conține cel puțin două puncte este 
loca) conex dar neconex.  (Gh.Gr.) 
spațiu topologic contractibil v. omotopie 
spaţiu topologic cu bază numărabilă v. bază pentru topologia 7 
spaţiu topologice cvasicompact v. spațiu topologic compact 
spațiu topologic de tip Cantor, orice spațiu topologie de forma A? unde A 
este spațiul topologic discret (0; 1) iar pe A? se consideră topologia produs, 
Dacă B=N, spaţiul AN, numit spațiul lui Cantor, este un spaţiu topologio 
si n F . a 
perfect, metrizabil, compact, total neconex (se notează și 2N), Topologia lui 
este generată de distanța 


a S bn 
dana exe Pac) = SI e, 


n==l 
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Orice spațiu metric compact total neconex și perfect este homeomoif în 2N- 
bn € (0; >) 


Mulțimea 
co bn 
K= an 
= | E 3% 
ast J 


se numește mulfimea lui Cantor. Cu topologia indusă din R, mulțimea uè 
Cantor este un spațiu metric compact total neconex și perfect. Aplicația 


a bn 1 . N 
Í X pe = S ba} este un homeomoriism între K și 2t". Mulțimea lud 
n=l neN 
Cantor este închisă, rară, nenumărabilă. (Gh.Grò 

spațiu topologic extremal neconex, spațiu topologic separat în care inchide- 
rea oricărei mulțimi deschise este o mulțime deschisă. Se spune, pe scurt 
spațiu topologie extremal. Într-un s.t.e.n, interiorul oricărei mulțimi închise este 
o mulțime inchisă. Orice s.t.e.n. este total neconex. Un spațiu compact totał 
neconex T este extremal neconex dacă și numai dacă laticea booleană a tuturor 
submuiţimilor deschise-inchise ale lui T este o latice completă. (Gh.Gr.) 

spațiu topologic local compact v. spațiu topologic compact 

spațiu topologic local conex v. spațiu topologice conex 

spațiu topologic metrizabil, spațiu topologic (X, 7) în care există o distantă 4 
astfel încât să coincidă cu topologia generată de d. Se spune, pe scurt, spațiu 
metvizabil. Un spațiu topologic este metrizabil dacă și numai dacă este homeo- 
morf cu un spațiu metric. Fie pe mulțimea X o distanță d şi o structură uni- 
formă W. Se spune că distanța d este compatibilă cu structura, uniformă E 
dacă structura uniformă generată de distanța, d coincide cu Q. Despre o struc- 
tură uniformă Z pe mulțimea, X, se spune că este metrizabilă dacă există pe X 
o distanță compatibilă cu 4. Un spațiu uniform se numește metrizabil dacă 
structura sa uniformă este metrizabilă. Un spațiu topologie este deci metrizabii 
dacă și numai dacă există o structură uniformă metrizabilă compatibilă cu 
topologia spațiului. Există, structuri uniforme nemetrizabile compatibile cu 
topologii „metrizabile. Pentru ca o structură uniformă să fie metrizabilă este 
necesar Și suficient ca ca să fic separată și să admită o bază numărabilă de 
împrejurimi, Deoarece orice spațiu metric este separat complet regulat și 
satisface prima axiomă de numărabilitate, rezultă că aceste proprietăți topo- 
logice constituie condiții necesare de metrizabilitate, condiții exprimabile fără 
noțiunea de structură uniformă. În anumite cazuri, unele din aceste condiții 
sînt și suficiente. Astfel, un spațiu liniar topologic este metrizabil dacă şi numai 
dacă este separat şi originea admite un sistem fundamental numărabil de 
vecinătăți. De asemenea, un grup topologic este metrizabil dacă și numai dacă 
este separat și unitatea grupului admite un sistem fundamental numărabil 
de vecinătăți, Pentru ca un spaţiu compact să fie metrizabil este necesar și 
suficient ca topologia sa să admită o bază numărabilă. Pentru ca un spațiu 
topologic cu bază numărabilă să fie metrizabil este necesar și suficient ca spațiul 
să fie regulat (fcorema Iui Urîson). O condiție necesară şi suficientă de metri- 
zabilitate este dată în teorema Nagata-Smirnou: un spațiu topologie este metri- 
zabil dacă și numai dacă este separat şi admite o bază o-local finită, (Gh.Gr.) 

spaţiu topolegic numărabil compact v. spațiu topologic compact 

spațiu topelegic paracompact, spaţiu topologie regulat avînd și proprie- 
tatea că pentru orice acoperire deschisă sf a sa există o acoperire subordonată 
deschisă și local finită. Într-un spațiu paracompact, pentru orice acoperire 
deschisă si există o acoperire închisă local finită subordonată acoperirii gt. 
Orice s.p. este normal, Orice spațiu topologic metrizabil este paracompact, 
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Pentru orice acoperire deschisă a unui s.p. există o partiție continuă a unităţii 
subordonată acestei acoperiri.  (Gh.Gr.) 
spaţiu topologic perfect v, punct izolat 
spațiu topologic produs v. topologie produs 
spațiu topologice punctat v. omotopie 
spațiu topologic regulat, spaţiu topologic separat în care orice punct admite 
o bază de vecinătăţi închise. Topologia unui s.t.r. se numește regulată. Un 
spaţiu topologic X este regulat dacă și numai dacă este separat și pentru orice 
mulțime închisă FeX și pentru orice punct x F există mulțimile deschise G 
şi D astfel încît xeG, FeD și GND =Ø. Orice spațiu liniar topologie 
separat este regulat. Orice spațiu topologie local compact este regulat. Unii 
autori numesc s.t.r. un spațiu topologice în care orice punct admite o bază 
de vecinătăți închise (deci nu impun condiția de separare). (GH.Gr.,) 
spaţiu topologic secvențial compact v. spațiu topologic compact 
spațiu topologic secvențial complet v. spațiu topologie complet 
spațiu topologie separabii, spațiu topologic în care există, o mulțime numă- 
rabilă și densă. Orice spaţiu topotogic cu bază numărabilă este separa- 
bil. (Gh.Gr.) 
spațiu topologic separat, spațiu topologic avînd proprietatea că pentru 
orice două punete distincte x, y există Va, Vy vecinătăţi pentru x, respectiv y, 
astiel încît Van Vy = Ø. Sin.: spațiu Hausdorff sau spațiu Ta. Fie X un 
spaţiu topologie. Afirmațiile următoare sînt echivalente: i) X este un s.t.s.; 
ii) Intersecţia vecinătăţilor închise ale unui punct oarecare se reduce la acel 
punct; iii) Diagonala spațiului produs X x X este o mulțime închisă; iv) Li- 
mita oricărui şir generalizat convergent în X este unică. Spațiile normate, spa- 
iile metrice sint s.t.s. (GA.-Gr.) 
spațiu topologic simplu conex v. omotopie 
spațiu topologic total neconex v. spațiu topologic conex 
spațiu topologie uniformizabil v. structură uniformă 
spațiu uniform v. structură uniformä 
spatiu uniform cemplet v. şir generalizat Cauchy 
spațiu vectorial v. spaţiu liniar 
spațiu vectorial normat v. spațiu liniar normat 
spațiu vectorial topolegic v. spațiu liniar topologic 
spaţiul funcţiilor continue cu Suport compact Fie T un spațiu local com- 
pact (în particular T poate fi o mulțime deschisă în R”). Vom nota prin T 
corpul scalarilor, deci J =R (sau C). Pentru orice funcție f: T — T, suportul 
lui f este închiderea (calculată în 7) a mulțimii (te T | /(f) #0} și se notează 
prin supp(f) (sau spt f). Spaţiul vectorial (cu operaţiile naturale) X(T) = 
= {f: T = TC |f este continuă și supp(f) este compact} este s.f.c.s.c. Dacă T 
este compact, atunci X(T) = 2(7) = {f:T = TC |f este continuă}. Pentru 
orice compact KoT notăm X(T, K) = (fe K(T) | suppl) K}. Fiecare 
spațiu X(T, K) este spațiu Banach cu topologia convergenței uniforme dată 
de norma superior definită prin |f|] = sup ÎI te T}. Atunci XIT) să 
înzestrează cu topologia limită inductivă a topologiilor lui X{T, K), atunci cînd 
K parcurge toate compactele lui T. Vom nota această topologie cu 7. Dacă T 
este compact, F coincide cu topologia de spațiu Banach a lui X{T) = X(T, T} 
Remarcăm că topologia lui K(T) este în general mai tare decit topologia con- 
vergenței uniforme pe X(T), dată de norma superior pe “X(7). Anume, norna 
superior a unei funcţii f din X(T) este || f| = sup 1I/(î)] lie T} UC.) 
spaţiul funcţiilor esențial integrabile (în raport cu o măsură Radon) v. 
integrala esențială (în raport cu o măsură Radon) 
spațiul funcţiilor u-integrabile v. integrala Lebesgue abstractă, spații L?, 
spaţii 2?(u) şi LP(u) (în raport cu o măsură Radon) 
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spațiul ieşirilor v. sistem dinamic comandat 

spațiul intrărilor v. sistem dinamic comandat 

spațiul lui Cantor v. spațiu topologic de tip Cantor 

spațiul metric asociat unui spațiu cu măsură Vom considera o multime 
nevidă T, un clan € de părți ale lui T și o măsură aditivă finită pi €= Ry 
Atunci © devine spațiu semimetric cu semimetrica d definită prin d(4, B) = 
= {4 A B) (v. extinderea măsurilor vectoriale). Dacă € este trib și u este 
numărabil aditivă, spațiul semimetric de mai sus este complet, în sensul că 
pentru orice șir Cauchy („4 ma de elemente din € există (cel puţin) o mulțime 4e€ 
astfel încît An > A, ie. d(ån, A} "> 0. Acum vom considera în plus că p 
este și numärabil aditivă, Se poate efectua prelungirea măsurii u (v. prelungirea 
măsurilor pozitive) și se obține măsura completă u* definită pe toate mulțimile 
u-măsurabile. Obţinem așadar un spațiu cu măsură (T, 7, m), unde F sint 
mulțimile u-măsurabile și m este extensia lui m. Vom spune, considerinil pe 
(T, 7, m) ca punct de plecare, că € este un clan de generatori pentru (T, F, m). 
Dacă € este cel mult numărabil, vom spune că (T, 7, m) este spațiu cu măsură 
separabil în sens tare. Acum vom considera, un spațiu cu măsură (7,7, p} 
şi vom introduce pe 7 relaţia, de echivalență ~ dată prin faptul că A şi B 
din 7 se consideră echivalente (în scris A ~ B) dacă AA B este mulțime 
u-ucglijabiiă. Pentru orice A din 7 vom considera clasa sa de echivalentă A 
şi vom nota Y = {4 |A4eTI. Atunci, punind Eim) = {4e T im(4)< x»), 
semitribul S(m) al mulțimilor m-integrabile generează spațiul metric E{m}= 
= {A |4 € È(m)} înzestrat cu metrica d(A, B) = m(4A A B), pentru orice 
dea și Be B. Mulțimea {Á |Ae E) este densă în E(m), pentru orice clan de 
generatori C, ceca ce arată că dacă (T, 7, m) este separabil în sens tare, rezultă 
că spațiul metric X(m), numit s.m.a.s.m. (T, 7, m), este separabil. Fie acum 
(Tu Tim) și (Ta, Ta, na) două spaţii cu măsură. Considerînd echivalențele 
anterioare, putem considera respectiv clascle de echivålență Ti şi Ja. O apli- 


Pa pe 
cație bijectivă H : 3, > F, se numește izomorfism de spații cu măsură dacă 


ȘI i t t p E P 
are proprietățile: a) H(ANB) = UNV, pentru orice 4, B în 7, şi orice 


e 
90 % 
selecțic Ue HA), VeH(î5; b) i U Aa) =i Tn, pentru orice șir {dais 
n=1 n=l 


de clemente din 7, şi orice selecţie VaeH(Ăa):; c) m (A) = m (V), pentru 
orice A e 7, şi orice selecție V e H CI). Două spaţii cu măsură ca mai sus pentru 
care există un izomorfism de spaţii cu măsură H F, = F, se numesc spafii 
cu măsură izomorfe și spunem că {Tp Jı, m) este izomorf cu (Ta, Ta. ha). 
Teorema de îzomorfism al spațiilor cu măsură. Fie {T, 7, m) un spațiu cu 
măsură avind proprietăţile: 1) Măsura m este probabilistică, (i.e. m(T) = 1}; 
2) Spațiul metric asociat lui (£, J, m) este separabil; 3) Măsura m este non- 
atomică. Atunci (7, J, m) este izomorf cu ({0, 1], X, 2), unde 5 = mulțimile 
măsurabile Lebesgue ale lui [0, 1] și A este măsura Lebesgue pe [0, Li. (IC. 

spațiul operatorilor liniari și continui între spații normate Fie X și Y spaţii 
liniare normate, cu același corp l al scalaritor. Vom nota cu LUX, Y) mulţimea 
operatorilor liniari și continui care aplică X în Y. Cu operaţiile obișnuite cu 
operatorii (ic. (U, -+ Ux) == U(x) + U(x), VzeX şi (AU)(a) = ALa), 
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pi multimea (X, Y) este un spaţiu liniar. Dacă U:X = Y 

Mică se, eset ia rai necesară, şi suficientă ca U ` i Ata e 
este să existe un număr p > 0 astfel ca IC ţz su tæl, To S ii p i 
liniar L(X, Y) se poate deci considera norma Ul = sup {|l i AA Sar: 
i.e. cel mai mic număr real p cire ca ea Y poen: a DRT 

4 Y este un spațiu Banach, atunci și L(4&, s 2 = 
se Dora a cu L{(X) ie L(X, A). Dacă X = CR(LO, Mae Pe 
reale continue pe [0, 1] cu norma „obișnuită v spațiu ma 
ọ:[0, 13 x [0, 1] = R este o funcție continuă, atunci punin 


1 
(U()) ($) -| ols, t) x(t) dt, xe X, sel0, 1], 
-0 


1 
avem Ue £X) și lUl] = eat | ps, di. (R.C.) 
se [0 1) Jo 
; á A Taa n+ 
spațiul proiectiv complex Considerăm spaţiul topologic cât P”(C) = (C E N 
0) unde ~ este relația de echivalență, pe C”+IN {0} definită gaina 
dacă şi numai dacă există } e C* = CN {0} astfel it z pa P i ağ A 
hivalentă sînt exact subspațiile vectoriale complexe de dimensiu e, 
de echivalență sint exact subspaț CS 0 aa da 


ale lui C>}, Pentru orice punct z = (Zo =» 2n) ii 
i 


(29: -.:: zn] clasa de echivalență a lui z în P2(0). Pentru orice ie 0, ial 
U, : = (apt = : zale P”(C)| zi%03 este o submulțime deschisă a lui RPC}, 
p hee E0) l 
lar aplicația oi : Us > C”, definită prin 
Zo Zi— Zint 2n 


illz: --: : 2u]) = í uni Si 


Zi Zi Zá Zi 


este o hartă complexă pe FP”(C). Mulțimea, (ao, -any este un atlas ici 
pe P"(C). S.p.c. de dimensiune n este varistatea coniplexă caf se o pin 
inzestrînd spațiul topologic P”{C) cu structura complexă definită de (ao, je 
Se numeşte varietate proiectivă o varietate complexă care admite o scufunda 
olomorfä închisă într-un spațiu proiectiv complex P ”(C). (M. J.) 

spațiu proiectiv real v. varietate diferențiabilă | aa FI 

spațiul reticutat al măsurilor cu semn me To P e e 
de părţi ale iui T. Vom nota fa(€) = (m: C >R |m este RgO 


devine spațiu vectorial în mod canonic. Pe fa(€) avem relația de or T 

i . > G 
definită prin msn : <> m(A)<n(4) pentru orice A din e. Se ara a 
a(€) are margine superioară și orice parte minorati 
i din fa({2} 


$ 


orice parte majorată a lui f i ar 
în fa (€) are margine inferioară. Anume, o parte Y de sanr pozitive 
are inferiorul inf 97 = m dat astfel: pentru orice A din € avem mi 4) 


~or Y, MaE) 


tel 


mulțimea. I este finită și nevidă, familia {E;}er este formată 


vel 


` 
cu mulţimi mutual disjuncte din € cu U Ei=A și (înashier sint în ii 
Dacă notăm ba(0) =: {me fa(0)| m este mărginită), atunci cu ordinea de mai sus, 
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ua{C) devine spațiu complet reticulat normat cu norma an = A(T) = variaţia 
totală a lui m. Semnificația notațiilor mt, m- și jm] pentru un element m din 
EHC) coincide cu cea de la descompunerea Jordan a măsurilor (v. măsuri po- 
zitive si măsuri cu semn). Un subspațiu complet reticulat al lui ba(€) este 
bea(C) = {m e ba(C) |m este numărabil aditivä}. Vom spune că o măsură m 
dim Da(C) se numește măsură pur finit aditivă dacă unica măsură numărabil 
aditivă n: 0 >R} cu proprietatea că ns |m| este măsura nulă n = 0. 
Teorema de descompunere Yosida-Hewitt (varianta, reală). Pentru orice m din 
ba{®) există o scriere unică m = Mı + Ma, unde m, este numărabil aditivă 
Și m, este pur finit aditivă, 

Teorema de descompunere Yosida-Hewitt (varianta vectorială). Dacă X este 
ua spațiu Banach și m : E — X este o măsură finit aditivă Şi s-aditivă, atunci 
m se scrie în mod uuic sub forma m = m, + mp, unde M, ȘI Ia sint măsuri 
finit aditive și s-aditive cu proprietățile: a) Măsura m, este numirabi aditivă; 
bi Pentru orice funcțională, liniară şi continuă x’ din X*, dualul lui X, măsura 
"o m, este pur finit aditivă, În plus, dacă m este cu variaţie mărginită rezultă 
că zu, si my sint și ele cu variație mărginită. Avem pentru orice B e Q egalitatea 
al (E) + mHE) = Imi). 

Voin spune că două măsuri m și n din ba(€) sint singulare (san mutual 
singulare) dacă m| A |n] =0 şi se notează acest lucru prin mpr. 
Cn alte cuvinte, mLa dacă și numai dacă unica măsură pozitivă 
aditivi ue ba(0), cu us|m! şi usin|, este măsura nulă w= 0. Se poate 
da o definiție similară pentru două măsuri aditive cu valori pozitive 
extinse m: > R,şiz:C> R}. În fine, dacă m şi n sint măsuri aditive de- 
finite pe € cu valori în R sau într-un spatiu Banach X, vom spune că cle sînt 
singriare dacă m] la. Dacă m: = Ru este o măsură nnmărabil actitivă 
A este o mulțime m-măsurabilă, vom spune că m este concentrată pe A dacă 
mulțiiuea TNA este m-neglijabilă. Presupunînd că m, n: >R, sînt măsuri 
nansirabil aditive şi pozitive concentrate pe mulțirii disjuncte rezultă că 
min. Reciproc, dacă m și n sînt mutual singnlare şi m -p n are proprietatea 
ici directe, există două mulțimi disjuncte M şi N astfel încît m este concen- 
stă pe M si n este concentrată pe N. 


1a de descompunere a lui Lebesgue, Fie pu: > R, o misură poziti- 
(numita bil aditivă) si m : € — X o măsură numărabil aditivš cu variație finită 
wunde X este un spațiu Banach). Să presupunem că m u are pro- 
a, sumei directe. Atunci m se scrie unic sub forma m = mM, + ma unde 
: C = X sînt măsuri numărabi! aditive cu variație finită astfel încît n < 


(I.C.) 

spatiul topelogic al funcţiilor olomarfe pe un domeniu Fie Det un do- 
memu (ie. o mulțime deschisă și conexă) și 0(D) mulţimea funcţiilor olomorfe 
detinite pe D cu valori complexe. Cu operaţiile algebrice definite punctual, 
OD) este un spaţiu vectorial peste corpul numerelor complexe. Fie QcD o 


multime compactă și pọ : OD) > R, definită prin bo(7) = max ;/(2)|. Spațiul 
zE 
OIL) se organizează ca, spațiu vectorial topologie cu topologia t generată de 


familia de seminorme (gl QeD, Q compact}, numită, în general, topologia 
e: uvergenței compacte. Un șir (fure din OD) converge în topologia + către 
fc D} dacă şi numai dacă {fn}neN converge uniform pe orice compact către f. 
btu: abordare ce nu presupune considerații de topologie generali afirmația 
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i SE uiti către f în GID). 
precedentă se ia drept definiție a convergenței șirului { faban către f, în 0!) 


A 


Există un şir (Online de mulțimi compacte astfel ca U Qn = D și Ame 
l l n=1 
cint Qm, (se spune că şirul {Qn}n eN exhaustează pe D). Următoarele familii de 
seminorzme sînt echivalente cu familia inițială şi deci generează aceeași tapeingie i 
(po, ImeN), (ta lneN), unde palf) = max (IfXE)I ze m, OSSE} Cu 
i i a acă x-lim fy =f, 
topologia = spațiul O(D) este un spațiu metric complet. Dacă, lim, fn Í 
lim f( = [®© pentru orice ordin de derivare k. Pentru fe0!D) şi 
i 2 - 
1 — 00 E 7 A 7 r > 
an domeniu mărginit, cu Ge D, fie œ(f, G) ordinul lui f relativ la G(e(/ 


= + co dacă f este funcția nulă și o(f,G) = P aHa dacă f nu este fuuţia 
zG l 

nulă, cu w(/, z) notindu-se ordinul zeroului z pentru J). Fie Unsen OID) 

convergent către fe G(D). Dacă f nu se anulează pe frontiera lui G, at 


atunci 5 


unci 
7 fant E $ Da că i amice 

există ngeN astfel încît off G) = o(J,0), Vnzno. „Dacă, pori Pn 
a E N, fa nu se anulează în D, atunci f este sau funcția nulă san f nu se anuis 4 

ti - i A "i 5 A este 

în D. Dacă im fa = f si dacă pentru orice #, fa este injectivă, atunci} este 


no | i Ă a Er 
constantă sau f este injectivă (teorema lui Hurwitz}. O mulțime MG) 


e numeste mărginită în O(D) dacă ea este mărginită în topologia Sa con 
deci dacă şi numai dacă pentru orice compact pen aiba felt pu 
|f(z)|sr, pentru orice fe M și orice ze Q. Orice mulțime mărginită in 


i p > ~t% acà ci z daci 
este egal continuă, O mulțime Ac O(D) este compactă dacă şi S j $ ia 
este mărginită și închisă. Dacă (Jane este un șir mărginit pilde ea e 
există un subșir {jny}ke convergent în O(D) (fcorema lui i nik € p 
şirul 4 fane este mărginit în O(D) şi dacă Unia converge ps omu enee re 
cel puțin un punct de acumulare in D, atunci şirul {fn}n este convergent 
G(D) (teorema lui Vitali). (Gh.Gr.) 

spatiul Wicner v. măsura Wiener | 

spectru (al unui element xy al unei algebre X cu unitate), ic e le r 
rilor A pentru care elementul x—}u (unde u este elementul unitate a a gee 
nu este inversabil. Într-o algebră Banach complexă unitară, 8. oricärul eiement 
este nevid. Dacă X este o algebră Banach, complexă, pi e ada ba ară, 
iar F este mulţimea caracterelor algebrei X, atunci $. unul element + 
mulținica {ffr fe 7). {R.C} aie dati as ali 

spectrul singuiar al unei hiperfuncții Fie f o hipertuneție definită pe m 

y ină x fi CAU i UNR’ = 

țimea deschisă Q din R”, U o vecinătate complexă (în C Ja lui Q (U [iks 
să 5 icrog ud in 
= Q) şi sp 4 0 un vector cotangent. Se spune că f este microanalitiiă 
d m 
a f == xi) 
vecinătatea hui (xp ifo) dacă se peate reprezenta sub formă f == y g(x iT), 
j=l 
3 ; E dara E EE AA E A 
unde e sint olomorfe pe U f C(R+iT;)}, T4 sint conuri ce ver ifică I je ţ5 
; , Et, 
< É, no> R0} = (mol, iar gj(x+il'j0) valoarea la bord br, Specru 
ȘI i : $. ra a eroana ilic 
singular al lui f este mulțimea acelor (x, în) în care f nu este microanati Lică, 
i i 4 istriburtie 
Acest spectru singular, notat SS(f) san, în cazul în care f este o ui la 
iti i i i ider a definit 
WE4(f) (frontul de undă analitic al lui f), poate fi deci considerat ca i í i 
N i à it vectorul nenul 
pe fibratul cotangent al lui Q. Cum însă arc importanță nu at: rectorul nem 
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m cît direcția pe care acesta o definește, este natural să se considere RAN {0 
iactorizat la acțiunea (multiplicativă) a lui R}. Notind S* = RAN (0/R, şi 
tinind cont de faptul că Q poate fi considerată scufundată nu în NR? ci în C” = 
= R?” + iR”, spectrul singular poate fi considerat ca o mulțime din Q xiS*, 
bratul în cosfere normale ale lui OQ. Această definiție se datorează lui M. Sato. 
În cazul particular al distribuțiilor există mai multe definiții, toate echivalente, 
dintre care cea, mai uşor utilizabilă este cea datorată lui Bros-lagolnitzer, care 
poate fi dată și pentru funcționale analitice (și deci pentru hiperfuncții, acestea 
fiind local sume de astfel de funcționale). Anume, fie u e A (RP) și Tau(z) = 
= uyel), unde zeCt și 2 = 22 +...+ z2 Punctul (xo Éo) e T* RN {0} 
na aparține lui WFa(u) dacă există o vecinătate a lui Xp — io şi constante 
pozitive K şi c astfel încît |Tu(z) | < K eNlEol?n—c) pentru ze V, à > 0; T} u 
se numește transformata Fourier-Bros-Iagolnitzer a lui V. (G.G.) 

spectrul unui operator v, spectru, măsură spectrală 

speranța condiționată (a unei funcţii relativ la o c-algebră) v. martingal 

stabilitatea asimptotică a unei soluții (a, unui sistem de ecuaţii diferenţiale) 
Soluția x se numește asimptotic stabilă dacă este stabilă și dacă în plus există 
do > 0 en proprietatea că pentru orice soluție y cu [y(t0) — z(t) |<5 are 
loc Tim (y) — x(0)) = 0. Stabilitatea asimptotică este uniformă dacă există 

i> 


«0 

Šo i funcţii 8 și T astfel încît |y(29) — x(40) Is8(e) implică | y) — «(| < e 
pentru >lo, iar |yţte) — x(fo) |S8e implică [yf*) — x(t)| <e pentru î3t + 
+ T{e). (4.H.) 

stabilitatea exponențială a unci soluții (a unui sistem de ecuații diferenţiale) 
Soluţia x este exponențial stabilă dacă există do > 0, k> 0,a > 0 cu proprieta- 
tea că dacă y este o soluție care verifică |y(fo) — x(t) < õp» atunci |y(£) — 
— ati cati) yit) — z(to)| pentru tzt (A.H.) 

stabilitatea orbitală a unei traiectorii (a unui sistem dinamic) proprietatea 
traiectoriei de a fi mulțime o-limită pentru toate traiectoriile care intersectează 
c vecinătate a ei. (A.H.) 

stabilitatea unei soluții (a unui sistem de ecuaţii 'diterențiale), soluția x 
se numește stabilă dacă, pentru orice îp și orice e > 0 există de, to) cu proprie- 
tatea că orice soluție y cu |y(fo) — (ta) | < Ble, te) verifică y(i) — xf) < e 
pentru orice £ > fg. Dacă ò nu depinde de î; stabilitatea se numeşte uniformă. 
Ss. modelează proprietatea unei mișcări de a nu se modifica prea mult ca 
armare a unor perturbații mici. (4.H.) 

structură R-analitică v, varietate analitică reală 

structură complexă v. varietate analitică complexă 

structură diferențiabilă v. varietate diferențiabilă 

structură uniformă, extensie a structurilor de spațiu metric, de spaţiu 
liniar topologie, permițind înglobarea diverselor noțiuni de „elemente apropiate 
de un anumit ordin“ într-o teorie generală. Fie X o mulțime și Ve x X. 
Se notează: 

A ={(x, x)| xe X}, UA = {(y, x)| (x, y} e U}; 

Uo U = {{(x,9)|3zeX astiel ca (x,zje și (z,y)e U). 
Se spune că pe spațiul X s-a dat o s.u, dacă s-a dat o familie Y de părți 
aie produsului cartezian X x X, cu următoarele proprietăți: i) Ve 
şi UecVaVeY; ii) U,Vet=UnVew; iii) AcU, W ex; 
ir) Ve Y> Ulei; v} Pentru orice Ve există We astfel ca 
WoWcU. Multimea X înzestrată cu familia Y se numește spațiu uniform 
și se notează (X, Y) sau tot cu X dacă, nu există posibilitatea unor confuzii. 
Intru simplificare, familia O se numește uneori s.u. pe X. Elementele 
ini H se numesc împrejurimi. O imprejurime U se numește simetrică 
cani E U O familie Be se numește sistem fundamental de împrejurimi 
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dacă pentru orice U e Y există V e % astfel ca Ve. Familia Ape) n 
simetrice din Y formează un sistem fundamental de la pi Ap E 
Pentru fiecare xe X și V e se notează V(x) = {ye X | (r, y)E LA e (les 
= {V (x)| V eU} Există, și este unică, o topologie pe X, în care Aia E 
familia vecinătăților lui x(x €X). cinei topologie se a ia iu por er 
ă “Cp. Consideraţiile topologice asupra spa rm X 
ag tpar i 4 Jogia generată de structura sa uniformă. 
se fac întotdeauna relativ la topologia ge t : REA 
Astfel, prin spațiu uniform separat se ys i ăi un spori Vu en 
logi TE st 3 iformă, este separată. -un t 
topologia generată de structura sa un i es hne noni 
i i ste î ătatea V a lui x“ se pot face ap 
topologie, prin „y este în vecinăta g 4 E - 
Aa ateniene unui punct de altul. Intr-un pu anioni E are gb 
alua ai tă, S ate disti ă anumite eleme > de 
aluare mai completă, se poate distinge că anu E teii) pb 
sui anumit ceia, dai apriori. Fie V o împrejurime în spaţiul ai A 
spune că elementele x, y e X sînt vecine de ordin V dacă (x, y) z ni Pi tă 
astfel conceptul de „elemente la distanța r“ dintr-un spațiu me ia 3 cam, 
generalizarea, este mai completă căci orice s.u. poate íi gene o E 
de semidistanțe, Xic X o multime. Se nnmeşte semidistanja pe N a t 
d: XXX =R, avind proprietățile: i) d(x, x} = 0, e Xi a (a, 9) do 2 
șI Ce i 5 áy ai d(z yh Vx, y, ZE s 1€ țimea A 
Yx, yc X; iii) d(x, y)sd(s, 2) 4 2 ; ] E Aha 
o fanilie (dijicr de semidistanțe. Fie H == {Ue X x X| Te rE i 
J finită astfel ca Vg, SU} unde Vg, s) = f(x,y) dale, Y < n je 
Familia CE este o s.u. pe X şi se numește s.u. generată a ee pi 
P i nidis e onsideră ordinea d, sd: 
idistanţe. Pe mulțimea semidistanțelor pe X se c pt ala lu ia 
psp <d p YxyeX. Dacă familia {di}er de semidistanțe este 
e d(x, y)s elx, Yh Xs G Op = IU X x XI Jz > 0 şi iel astfe 
dirijată, atunci s.u. generată este: Y = (Uc X x Rite e S eli 
ca Vi, eU} Pentru orice familie (die de semidistanțe xi à KE 
dirijată [ga}aca de semidistanţe care generează rap th ea si 
inută Î Scris i sus. Mai precis, fie o s.u. țimea A. 
snută în modul descris mal sus, fie eN G 
Taist o familie de semidistanje pe X astfel încît s.u. gener isa Tea ea 
familie coincide cu Z. Fie X și Y două spaţii Te și X, is pini ci 
Î jurimi ijecti :X — Y se numeşte 225 s 5 
zătoare de împrejurimi. O bijectie f X = ameter Morje sni. A 
P gÙ) = D unde g: XXX — Yx este definită i prin ab 
a) FON. Se spune în acest caz că spaţiile uniforme X și Y er a 
Un spatiu topolcgic este uniformizabil dacă Si E T genetan pi 
iului, Se s atunci că fopelagia spațiului este untjorm IA e 
ii ag NI ai j i istem fundamental de 
i i ` t admite un sistem ii 
într-un spațiu uniform orce punct 1 teri AE 
A ERS, există spații topolegice care nu sint anilor EE 
Spațiile metrice, spațiile Jiniare topologice, spațiile lecal compacte ra d 
mirabile Orice subspaţiu al unui spațiu compact este cu seal z Spara 
logic X iformizabi să și i dacă pentru orice xp EA y 
ologic X este unifermizabil dacă și numai dacii Arn Once y Solar 
pe imaeate V a lui zo există o funcție continuă f: X — 10, 1] astfel AAT i 
i f(x) = 1 pentru orice xe XN V. Ex.: 1° Fic X un spațiu e 
a {U | U vecinătate a lui A în X x X} (se înzestrează X x X cala de 
produs) Atunci CP este o s.u. pe X. Topologia generată de E coincide a 
a i i i ili aplicații 
pologia inițială a iui X. 2° Fie X o mulțime şi ffijier o familie de ap a 
i i (d;iei este 
definite pe X cu valori reale. Fie di(z, y) = |fi(x) — fily)l Atunci i 1 E 
o familie de semidistanţe care generează o s.u. în care toate aplicaţii € fi a i 
H . st g ege pa ta aa. r 
uniform continue. 3° Fie X un spaţiu liniar topologic, Y familia vecinătăți să 
SI i $ r 5 ia Of 2 avec 
originii și pentru Ve% fie Uy = {(x, y) z—ye i Fie i i E 
ili tibilă cu topolegia lul X. 
UpcU}. Familia X% este o s.u. compa ogia tals 
ra ei AA A e = (9) u {4 IRA este cel mult numărabilă! este un 


spaţiu topologic neuniformizabil. (GA.Gr.) 


SUBLATICE ide 
0 


sublatice v. mulțime ordonată 

submersie v. spatiu tangent 

submulțime cofinală v. șir generalizat 

submulțime ordonată v. mulțime ordonată 
submulțime reticulată v. mulțime ordonată 
subspaţii liniare suplimentare v. spațiu liniar 
subspațiu al unui spațiu metric v. distantă 
Subspațiu al unui spațiu topologic v. topologie indusă 
Subspațiu liniar v. spaţiu liniar 

subspațiu liniar majorant v. spațiu liniar ordonat 
subspațiu liniar ordonat v, spațiu liniar ordonat 
subspațiu liniar reticulat v. spațiu liniar ordonat 
subspațiu liniar topologic v. spaţiu liniar topologice 
subspațiu normai y. Spațiu liniar ordonat 
subspațiu normat v. variație ; cvasivariație ; sermivariație 
subspațiu vectorial v. spațiu liniar l 
subșir v. şir generalizat 

Ssubvarietate complexă v. varietate analitică complexă 
subvarietate diferențiabilă v. varietate diferenţiabilă 
sumă Darboux v. integrabilitate Riemann l 
Sumă directă v. sumă directă topologică 

sumă directă topologică Fie {Xhe o familie de spaţii liniare (cu acelaşi 


corp al scalarilo:) și fie X == H X; spațiul liniar produs. Subspațiul liniar Y 
ge din mulțimea elementelor Y ={X;}jez din X pentru care xj#0 doar 
pentru an număr finit de indicii se numește suma directă a familiei Xe şi 

je] * 


ieJ 
loca? convexe elaşi cor i 
Ga l spn a (cu acelaşi corp al scalarilor). Cea mai fină topologie local convexă 
? > Y pentru care aplicația l; : X; — Y dată de formula {xi} = (ay; 7 (unde 
> +, i [e e 
ij este simbolul lui Kronecker) este continuă, oricare ar fi je], “se numește 


se notează Y = ă 
otează Y X X4. Să presupunem acum că 1Ăi)je 7 este o familie de spaţii 


topologi i directi : e d 
opoiczia sumă divectă. Spaţiul liniar y X; înzestrat cu această topologie se 
An s gie s 
numeste sdt. z iliei jeJ 
s a familiei [ihe J de spații local convexe. O bază de vecinătăți ale 


ongan In S dt. este sistemul tuturor mulțimilor W de forma yy Zeol Uz; W )) 
Pr je 
e] 


uude IV} este acină 3) 
A Al SN Acta a oarecare a originii în X; (iar eco înseamnă 
. z Bi Si atä s x . S 

Y echilibrată și conexă). Topologia sumă directă este mai fină decit 


urma top ologiei produs din s AFLU I Į or PSLE c 
tiul X; D 
P: J aca 1ce spațiu X; este separ at, 
atunci și spaţiul X; este eparat în rapor to logia sumă dire tă, 
| y, j sep: p cu poiog u Cc 


sumă Kolmogorov (at ; ; : st ca 
S ataşată unci mul i ii on a 
Kolmogorov ( oi multifuncții şi unei partiții) v. integrala 


sumă Lebesgue (atașată i ci ar pai ana 
S Ș unei f : 
abstractă ( uncții și unei diviziuni) v. integrala Lebesgue 


sumă Riemann v. integrabilitate Riemann, integrala multiplă 
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suportul singular al unei distribuții. Dacă u este o distribuție definită 
pe mulțimea, deschisă Q, suportul său singular, notat sing supp 4 (sau sing spt), 
este mulțimea punctelor din Q în vecinătatea cărora, 2 nu este de clasă C7, 
sau, echivalent, sing supp este complementara celei mai mari mulțimi deschise 
din Q (în sensul incluziunii) în care u poate fi reprezentată ca o funcție indefinit 
derivabilă. (G.G.) 

suportul unei distribuții v. distribuție 

suportul unei funcţii, mulţimea, (x | f(4)40), unde f este o funcție defi- 
nită pe un spațiu topologic cu valori în mulțimea numerelor reale (sau complexe). 
S.f. f este deci cea mai mică, mulţime închisă pe complementara, căreia funcția 
ia valoarea zero. Se notează supp f sau spt f- (Gh.Gr.) 

suportul unei măsuri finite pe un spațiu metric separabil Fie (T, 
spațiu metric separabil și Ñ borclienele lui T. Se consideră o măsură, (numătabil 
aditivă și finită) mm: 5 — Ru. dn aceste condiţii există o mulţime Înch 
Sai cu m(5) == m(1), care are propriclatea următoare: pentra orice nu 
time închisă De cu m(D) = m(7) avem D>S. Mulțimea $ se numeşte 
suportul măsurii m. Se arată că 5 = {xe T |mţu) > 0 pentru orice vecir 
tate deschisă U a lui x}. (F.C) 

suportul unei măsuri Raden Fic T un spaţiu local compact şi Go Tun 
subspaţiu local compact al lui T (de exemplu, G poate fi o mulţime deschisă). 
Pentru orice măsură Radon u pe Z putem defini restricția lui u la G care esie 
măsura Radon p!C pe G dată, pentru orice g din X(G), prin formula plz = 
= u(J), unde fe “K(T) se detineşte astfel: f(x) == 0 dacă x¢G şi fiz) = gix) 
daci xeG. Aici X(T) este spațiul funcțiilor scalare continue cu suport compast 
definite pe T. 
Principiul localizării. Dacă {Gih este o familie de mulţimi deschise ale iui T 
şi w, v sint două măsuri Radon pe T astfel încît p| Gi = v|Gi pentru ori t, 


d) un 


atunci u|G = vlG, unde G = U c: 

t 
Să considerăm o măsură Radon p pe T şi fie G = (Ve? | U este deschisă 
şi uU = 0} Atunci, fie Up reuniunea familiei G; avem Uge 9. Suportul lui 
u, notat suppa) (sau spt p), este mulţimea TNU, Un element # din T este 
în sunp(ţu) dacă și numai dacă pentru orice “vecinătate V a lui x există o functie 
f din X(7) cu supp(/)eY şi (0. Dacă p este o măsură Radon reală, voru 


supp(ţ) = supp(lu!) = supp(u?) U supp(u), 
iar dacă p este o măsură Radon complexă, avem 
supp(u) = sapp(lp:} = supp(usr) U supp(pT) U supp( 


unde p == piiga, P ŞI pre Hind măsuri Radon reale. Dacă g:i Po =R {siu C) 
este o funcție continuă și p o măsură Radon, 


ui) U supp(uz), 


supp(eu) = sepp(u) n (ze | g(a) #0} (v măsură Radon). 


Dacă supp(u) este o mulțime compactă spunem că p este măsură Nadom cu 
suport compact. Orice astfel de măsură Radon este mărginită. S.m.R. pozitive 
u este complementara celei mai mari multimi deschise neglijabile în raport cu 4 
(v. prelungirea măsurilor Raden). Se numește măsură punctuală o măsură, Padon 
care are suportul format numai dintr-un punct. Orice măsură punctuală u 
are forma y = aðr, unde g este un număr nenul și 8; măsura Dirac concentrată 
într-un punct ¿ din T. O măsură p cu suport finit de forma supply} = ip 
n 


ty i: dm) este O combinaţie liniară de forma Ş, didas CU ag Numere nenule. 
t=t 
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Orice măsură, Radon este punct aderent vag pentru mulțimea A a măsurilor 
Radon cu suport finit (v. topologia vagă). (7.C.) 

suprafața riemanniană a unei funcţii analitice globale Fie f o funcție analitică 
glchală (peste sfera lui Riemann S), Considerăm mulţimea, 


RE): = floz lpeEf, ze Dy} 


și aplicațiile ze, f de la R(£) în S definite prin x(qz): = z şi f(oz): =ẹ(2), unde 
prin qpz se notează germenul definit de funcția olomorfă q în punctul ze Da. 
Pentru orice ge f, aplicația z induce o bijecție hp : Do — De, unde Do: = 
= {Ẹz lze De). Pe mulțimea R(f) există o unică topologie astfel încît mul- 
timile De să fie deschise și aplicațiile Ap omeomorfisme pentru toate elementele 
pef. inzestrată cu această topologie, k{f} este o suprafață topologică, m o 
transformare interioară și f o aplicație continuă, (chiar o transformare interioară 
exceptind cazul trivial cînd funcția analitică globală f este constantă, î.e. cînd 
aplicaţia f este constantă). Suprafața riemanniană de acoperire (R(f), mr) se 
numeste suprafaja riemanniană puncturată a lui f, iar aplicația f : R(F) >C 
realizarea, li f ca funcție în sens uzual. Fie R(f)compactificarea Korókjártó- 
Steiow a suprafeței topologice R{f). Un clement frontieră a, e RENK) se 
numeste punct singular algebric al lui f dacă satisface condițiile următoare: 
1) Există o mulțime deschisă U ea cu frontiera 3U compactă și un omeomor- 
fissn h: U — D care duce pe a în zero (într-un sens evident), unde D este discul 
purcturat țzeC|0 < |z| < 1). 2) Imaginile prin m şi f ale filtrului a (i.e. 
filireie generate de mulțimile z(M) şi respectiv f(M) cu M ea) sînt convergente 
în £. {Un fapt netrivial este că dacă g este un punct singular algebric se poate 
alege pentru 4 chiar un izomorfisin analitic.) Mulțimea R(f): = R(£) U foc! ce 
puiet singular algebric al lui f} este o suprafață topologică (realizată ca subimul- 
time deschisă a lui R{f)) iar x și f se extind prin continuitate la aplicații defi- 
nite pe întreg R(£), notate în continuare prin mæ și f respectiv. Mai mult, 
z: Rf) => S este o transformare interioară iar f : R(f) — § o transformare inte- 
zioară sau o aplicație constantă. Suprafața riemanniană de acoperire (R(£), z) 
se numeşte s.r.f.a.g.f. Pentru a defini punctele singulare transcendente (i.e. 
neaigebrice) ale lui f, compactificarea Kerékjártó-Stoilow nu mai este suficien- 
tă. Matematicianul român S. Stoilow a propus definiția următoare: Fie 
yi [0 1) = R(f) un drum care converge la frontiera ideală a lui R(f) în sensul 
pentru orice compact Je R(F), există îye[0, 1) astfel încît y{t) e RIN 
pentru t> to Dacă drumul moy: [0, 1) = S converge la un punct zọ€ S, se 
spune, după Stoilow, că zo este un punct singular transcendent al lui f, definit 
de draniul Y- Este convenabil să se precizeze definiția lui Stoilow după cum 
urmează, Fie T(f) mulțimea, tuturor drumurilor y:{0, 1) = R(f) cu proprietă- 
tile următoare: 1) Drumul y converge la frontiera ideală a lui R(f); 2) Drumul 
zey converge la un punct din S. În mulțimea I'(f) introducem o relație de 
echivalență, și annme y ~ dacă și numai dacă drumurile xo y şi zo 8 converg 
la același punct z€ S și, în plus, pentru orice vecinătate V a lui zg în S, există 


o componentă conoxă U a luin (V) în R(£) şi to e [0, 1) astfel încît punctele y(t) 
şi 8(£) să aparţină amindouă lui U pentru orice t > 9. Vom numi punct singular 
transcendent al lui f orice clasă de echivalență de drumuri ye T (f). Un punct 
singular transcendent poate fi definit de asemenea în termeni de filtre, și anume 


că, 


ca find un filtru g pe R(f) cu proprietățile următoare: 1) a con-rerse ia fron- 
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tiera ideală a lui R(f), i.e., pentru orice compact Kc R(f) există Mea astfel 
încît M h K = Ø; 2) Filtrul generat de mulțimile z(M) cu Mea este con- 
vergent la un punct ze S; 3) Pentru orice mulţime M €g, există o vecinătate 
deschisă V a lui ze în S şi o componentă, conexă U a lui z-1(V) astfel încît 
Vesa şi UcM. Punctul singular transcendent a al lui f, considerat ca filtru, 
se numește punct de ramificație transcendent (sau punct critic transcendeni) 
al lui f dacă aplicația 7|M este neinjectivă pentru orice Meg. Notăm că 
definiția, precedentă a punctelor singulare transcendente ale unei funcții ana- 
litice globale f se poate utiliza, într-o situație mai generală, anume în definirea 
unei frontiere accesibile pentru orice spaţiu topologic X peste § cu S un spațiu 
topologic separat și X un spațiu conex, local compact și local conex. (M.].) 

suprafaţă v. integrala de suprafață 

suprafață diferențiabilă v. hipersuprafaţă diferențiabilă 

suprafață riemanniană, o varietate complexă conexă de dimensiune complexă 
1. Sin.: suprafață riemanniană abstractă sau suprafață viemanniană Weyl- Rad5. 
S.r. şi aplicaţiile olomorfe între s.r. formează o categorie; izomortismele acestei 
categorii se numesc izomorfisme analitice sau reprezentări conforme. Clasele de 
echivalență, de s.r. (modulo reprezentările conforme) se numesc tipuri conforme. 
Ex.: 1° Sfera lui Riemann. Fie S2 == {(%o Xa xa ER? + + 3 = 1) 
sfera topologică de dimensiune 2, æ : SEN fea} = C proiecția stereografică din 
polul nord e: = (0,0, 1) și B:SN {—e;} > C proiecția stereografică, din polul 
sud —eg: = (0, 0, — 1), ze. 


xit ix xi + iz 
W(X Za Xa) = E gi Br Ya 2a): = : Ls 
1— a L+ Xa 


(e Xa pe SS. 

Dacă notăm prin 3 conjugata aplicaţiei $, i.e, Bl, £a ai = (au — x) 
PU), (Xp Xa e S2, atunci (a, B} este un atlas complèx pe S?. Sur. obți- 
nută înzestrind S? cu structura complexă definită de acest atlas se numește 
slera lui Riemann, 2° Planul complex extins C: = CU {œ} este o s.r, cu struc- 
tura complexă definită de atlasul {ọp, wi, unde ọ esto identitatea lui C iar 
ẹ: TN {0} = C aplicația definită prin W(2) = 1/z cind zeCN {0} şi bloo) = 0, 
Proiecţia stereografici g se extinde prin continuitate la un izomorfism analitic 
AS? = T şi avem A(e,) = co şi jok = B; acest izomoriism analitic este folosit 
pentru identificarea sferei lui Riemann cu planul complex extins, 3° Orice 
submulțime deschisă conexă a lui $? œ C este o s.r., de pildă planul complex 
C şi discul unitate D: = (re | jz| < 1}. 4 O suprafață topologică R admite 
structuri complexe (i.e. structuri de s.r.) dacă și numai dacă R este oricnta- 
bilă si cu bază numărabilă (teorema lui Radó). , | g 
Teorema de reprezentare conformă a lui Riemann. Orice s.r. simplu conexă 
poate fi reprezentată conform pe una din următoarele trei s.r.: 1) Sfera lui 
Riemann S?= Č; 2) Planul complex C: 3) Discul unitate D. 

În alți termeni, teorema de reprezentare a lui Riemann afirmă că există exact 
trei tipuri de s.r, simplu conexe: 1) Tipul eliptic reprezentat de sfera lui Riemann; 
2) Tipul parabolic reprezentat de planul complex C; 3) Tipul hiperbolice 
reprezentat de discul unitate D. Teorema, de reprezentare conformă a lui Rie- 
maun poate fi de asemenea interpretată in sensul că pe o suprafață topologică 
simplu conexă compactă există o unică structură complexă, iar pe o suprafață 
topologică simplu conexă necompactă există exact două asemenea structuri 
complexe (modulo izomorfisme analitice). Notăm că structurile complexe 
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existente pe torul topologic T: = 'R2/Z2 formează o familie depinzind de un 
parametru complex, în timp ce în cazul torului topologic de gen g> 1 aceste 
structuri formează o familie care depinde de 3g—3 parametri complecși (numiți 
moduli). Problema găsirii de criterii de recunoaştere a apartenenţei unci s.r. 
necompacte Ja tipul parabolic sau la cel hiperbolice se numeşte problema ti pului, 
De pildă, o s.r. simplu conexă necompactă R este de tip parabolic dacă şi numai 
dacă ca satisface una, din condițiile următoare: 1) Nu există funcții armonice 
mărginite neconstante definite pe RNA care iau valoarea limită 0 în orice punct 
al frontierei lui A, unde Ac R este un disc compact (într-o hartă loculă a 
lui R) fixat. 2) Nu există funcții armonice pozitive neconstante pe R. 3) Nu 
există funcții armonice mărginite neconstante pe R. 4) Nu există funcții olo- 
morte mărginite neconstante pe R etc. Asemenea criterii pot fi utilizate peniru 


o clasificare dichotomică a s.r. necompacte arbitrare (i.e. nu neapărat simpla 
conexsr). De pildă, se notează prin Og, Opp, Or, Qag ete, clasa inturor s.r. 
compacte P care satisfac, respectiv, condiţiile 1), 2), 3), 4) ete. Notăm să 


Oac Our<Orrn e Oag Și că aceste incluziuni sint stricte, În problema clasificării 


dichotomice a s.r. necompacie o contribuție esențială a adus școala finlandeză 
creată de Rolf Nevanlinna; de asemenea contribuții semnificative au abis 


şcoala japoneză scoala românească, aceasta din urmă creată de Simion 
Sioil 


o aplica 


Vinul dată o cur. R, o prelungire a hai R este o s.r. R’ ünprenni cu 


ie olomoriă injesuvă qi X = W. O sur. se numește maeximală dacă, 


pentru cice prelungire pi Rs Ba lui R, rezultă (R) = R, ie. p este un 


; i iri ; i ie: 
izomoriistm analitic. De pildă, sur. compacte siat maximale, Pe de altă pârte, 
orice s7, R admits o prelungire o: R — R’ în care R este 0 Sur. masimati. 


geueral prelungirea maximală a unei s.r. R nu este unică. Problema uni 


prelungirii maximale a s.t. conduce la rezultate semnificative în teoria cins 
căsii dichotomice a s.v. Fie R o sur. Dacă m este o funcție meromorfă pe R, 
orice punct singular ac S{m) este un pol, deci aplicația îi: R = ©, definită 
prin M| Dfm): =m şi mäa): = co pentru orice ae S(m), este o aplicaţie 
olomorfă.. Invers, fiind dată o aplicaţie olomoriă q: R=G, ga 00, există o unică 
funcţie meromortă m pe R astfel incit îi = ọ, și anume m: = 0|D(m), unde 
Din): = BNeot(00). Funcţiile meromorfe pe R se identifică deci în mod 
natural cu aplicaţiile olomorie zoo de la R la © Formele diferențiale de 
tip (1,0) pe o sur. R se numesc, simplu, diferențiale pe R. O diferențială w 
pe R se numește olomorfă sau de prima speță dacă, pentru orice parametru 
local (hartă locală) z pe R, œ | U = Ọ dz cu O funcţie olomorfă pe U, unde U 
esto domeniul lui z. Se numește diferenţială meromorfă sau diferențială 
de speja a treia pe R orice diferențială œ definită pe o submulțime deschisă 
D(o) a lui R și avind proprietățile următoare: 1) S{w): = RN Dw) este o 
submulțime închisă și discretă a lui R; 2) Pentru orice parametru local z 
pe R, w|U N Dilo) = mdz cu m o funcție meromorfă pe U astfel încît Sn) = 
= S(uo)nU, unde U este domeniul lui z. Dacă œ este o diferențială meromorfă 
pe R, mulțimea S{o) se numeşte mulțimea singulară a lui w iar elementele ei 
polurile lui œ. Dacă a este un pol al lui œ și dacă parametrul local z este 
ales astfel încît z(a) = 0 și UN S(o) = {a}, atunci m = z? Ọ, unde Ọ este 
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o funcţie olomorfă pe U şi p un întreg > 1; acest întreg p nu depinde de alege- 
rea parametrului z (cu proprietățile indicate mai sus) și se numește ordinul 
polului a al lui œ. Reziduul lui o în punctul a este numărul complex 


1 
Rez{w; a): = ai o, 
2ni JêK 


unde X este un compact conținut în U, domeniul lui z, de forma K = {re U] 
POERI e > 0, iar K bordul orientat al lui X. O diferenţială, meromoriă 
o pe R se numește de speța a doua dacă Rez(o; a) = 0 pentru Grace a e Ste). 
Teorema reziduurilor (pe o suprafață riemanniană). Dacă o este o diferențială 
merenoriă pe R şi KaR un compact cu frontiera de clasă C! pe porțiuni 
astiel incit S(w) n ôK = Ø, atunci 


a | v= X Raza: a). (MJ) 


êK azk N Sio) 


suprafață riemanniană de acoperire, noțiune introdusă de Riemann în 
dizertatia sa inaugurală în scopul uniformizării funcțiilor analitice globale. 
Definitia lui Riemann, bazată pe considerații de natură gcometric-intuitivă, 
a foet precizată de Stoilow după cum urmează. lie S sfera lui Riemann iden- 
tificată cu planul complex extins C. O s.r.a. este o pereche (R, 7z), unde R 
este » suprafață topologică și z: R> $o aplicație satistăcând condiția armá- 
toare: pentru orice punct a € R, există o vecinătate deschisă U a lui a îi R, 
măr întreg væl și un omeomorfism k dela U pe discul unitate 


un Vuy i 
D: fseCjjz| «< 1} astfel încît z(irl(z)) = z(a) 2 dacă zaet și 


rfki) se 2 daci z(a) = 00. Daci (R, x) este o sra, există pe o 
i ii ŞI N i Pi Pi x 5 
unică structură de suprafață riemanniană, Weyl-Rad6 astfel încit aplicația 
PS să fie olomortă; R se consideri intotdeauna ca, suprafață 


riemanniană Weyl-Radó cu această structură, 

Teorema 1 (Stoilow). O pereche (R, z) formată dintr-o suprafață topologici R 
si o aplenatie z: R = S este o s.r.a, dacă ṣi numai dacă w este o transformare 
iutericară. FI Ă 
Ex.: Dacă f este o funcție analitică globală, atunci (1€(£), m) și (R(f), z) sint 


s.r.a. (v. suprafața riemanniană a unei funcții analitice globale). | 
Teorema 2. Pentru orice s.r.a. (R, 7), există o funcţie analitică globată f și 
un izomorfism analitic 4: R > R([) care comută cu proiecţiile. 

La fel ca Riemann, Stoilow a folosit ideca de suprafață riemanniană pentru stu- 
diul funcțiilor analitice globale. În această perspectivă Stoilow a introdus 
două clasa remarcabile da s.r.a.! clasa 9 și clasa suprafețelor riemanniene 
norma) exhaustibile. O s.r.a. (R, m) se numește de clasă 9 dacă pentru orice disc 
deschis D din S și orice componentă conexă U a lui 72(D), mulţimea DNa(U) 
este tatal discontinuă, î.e. componentele sale conexe se reduc la puncte. Denu- 
mirea vine de la numele matematicianului F. Iversen carea demonstrat că dacă 
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f este o funcție meromortă neconstantă pe C, atunci s.r.a. (C, f) este de clasă 9. 
Teorema 3 (Stoilow). Dacă (R, zi) este o s.r.a. de clasă 9, atunci, pentru orice 
element frontieră g al lui R, filtrul z(u) generat de mulțimile x(M) cu Mea 
este convergent sau aderenţa sa umple întreg spațiul S (in primul caz a se 
numește element frontieră punctual iar în al doilea element frontieră total etalat). 
in plus, dacă R nu admite elemente frontieră, total etalate, atunci aplicaţia x 
esie proptie; ie. mulțimea z4(K) este compactă pentru orice mulțime compactă 
Ta. 

Teorema 4 (Stoilow). 1) Dacă f este o funcție analitică globală care verifică 
o relație întreagă (i.e. există o funcție olomoriă neconstantă G pe C? astfel 
încît G(z, ọ(z)) = 0 pentru orice oef şi orice ze Dg), atunci s.r.a. (R(f), 7) 
este de clasă 9. 2) Dacă (R, v) este o s.r.a. și dacă Re Og, atunci (R, n) este 
ie clasă 9. 
D sra. (R, 7) se numeşte normal exhaustibilă dacă există o exhaustiune {Ry} 
a lui R cu mulțimi deschise relativ compacte Ry astfel încît aplicația | Ry : 
:hy — n(hv) să fie proprie. Stoilow a demonstrat o teoremă a discurilor pentru 
s.r.a. normal exhaustibile cu R simplu conexă, iar ulterior, în teza sa de doctorat, 
Cahiria Andreian Cazacu a adus contribuții remarcabile la studiul s.r.a. normal 
exhaustitile cu R arbitrară. (M4.7.) 

suprafață topologică v. varietate topologică 

supremum v. multime ordonată 

supremumul esențial al unei funcții v. funcții total măsurabile, spatii L”{(yu) 
şi 7.*(p) (în raport cu o măsură Radon), spații L? 

sursa unui morfism v. categorie 


v 


şa, punct staționar 4 {soluție constantă, punct de echilibru) al unui 
sistem dinamic x’ == f(x), flo) = 0, cu proprietatea că matricea (Df)(xe) 


a A : ; i 
(cu altă notapen s (0), matricea jacobiană) are valorile proprii reale ne- 
x 


nule, nu toate de același semn. (4. H.) 

şir Fie A o mulțime nevidă. Se numeşte ş. cu valori în A sau ș. de elemente 
din A (pe scurt, ş., dacă mulțimea A este subînţeleasă), orice funcție f: N — A. 
Notînd f(n} = n pentru orice n natural, vom putea identifica funcția f cu fami- 
lia fazan eN și vom vorbi despre ș. {xn}neN sau, mai scurt, {fxe}a; Conside- 
rînd şi o funcție strict crescătoare M:N — N, să notăm M(p) = np pentru 
orice p natural. Funcţia compusă fo M:N — A este tot un ș. cu valori în 
A și se numește un subsir al ş. f. Ținînd seama că pentru orice p natural avem 
(fo M)(p) = F(M(P)) = *mp = Xn, rezultă că subșirul de mai sus se poate 
identifica cu familia (xap)a eN. Pentrua desemna faptul că {xn } peN este 
un subșir al ș. (xn)neN se scrie de multe ori (Xa )peN c (xnlneN sau 
(app € (xn) m. De exemplu, dacă M(f) = np = 2p pentru orice p natura, 
vom obține subşirul (xap!p e (ăn)u. Acest subșir se numește subșirul 
termenilor de rang par al ș. (amin. Similar, dacă M(p) = np = 2p— i 
pentru orice p natural, obținem subşirul termenilor de rang impar al ș. 
{xanta (v. Și şir generalizat). (Z. C.) 

şir Cauchy v. şir numeric, șir generalizat Cauchy 

sir Cauchy (într-un spaţiu liniar topologic) v. spațiuliniar topclogic complet 

şir Cauchy (într-un spațiu metric) v. Spaţiu metric 

şir Cauchy constructiv, sir {¥pn}ne N de numere reale cu proprietatea că 
pentru orice număr întreg strict pozitiv k există un întreg pozitiv pp astfel 
incit din m, n > pp rezultă |im — xn | < LE. (S. M.) 

sir cenvergent (de numere) v. șir numeric 

sir convergent (într-un spațiu metric) v. distanță 

șir convergent (într-un spațiu Lopologic) v. șir generalizat convergent 

şir (o)-eenvergent v. convergența în sensul crdinei 

şir crescător de funcţii v. șir de funcții 

şir de funcţii Fie F(X, Y) mulţimea funcțiilor definite pe mulțimea X cu 
valori în mulțimea Y. Se numește ș.t. (definite pe X cu valori în Y} orice șir 
în F(X, Y). Noţiunea are în primul rind un substrat topologic, șirnrile conver- 
gente de diferite tipuri constituind o clasă prioritară în familia ș.f. ale analizei 
matematice. În cele ce urmează se consideră ş.f. cu valori numerice, deci Y 
va fi R sau C, unele consideraţii avind loc şi într-un cadru mai general (Y = C”, 
Y spațiu metric, Y spaţiu topulugic). Se spune că ș.f. ! În)neN este convergent 
în punctul xe X dacă şirul | /n(x)ty este convergent. Dacă șirul {fa}n converge 
în fiecare punct xe X către f(x), se spune că {fa}n converge punctual (sau 
simplu) către f iar fancţia f se numeşte Limita punctuală a șirului (fag. În cazul 
funcţiilor numerice aceasta înseamnă că, pentru orice e > 0 și orice eX, 
există numărul natural n(e, a) (depinde de g si de x) astfel ca |fa(2)— f(x) |< e, 
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Yn > n(c, x). Se spune că şirul {fn}n converge uniform pe multimea X către 

funcția f dacă pentru orice s> 0 există numărul ns (depinde numai de e) 

astfel încît |fa(z) — f(x) | < £, Yn > ne şi Yre xX. Şirul (fu) converge uniform 

la f dacă și numai dacă șirul { sup | falz) — f(x) |} neN converge către zero. 
sE 


Are loc criteriul lui Cauchy de convergență uniformă a şif.: Şirul {fn} converge 
uniform pe X dacă și numai dacă pentru orice e > 0 există neeN astfel ca 
|fn(2) — Îm(a)l<e, Yn, mzne, Va e X. Orice şir uniform convergent este simplu 
convergent, reciproca nefiind adevărată (v. șirul f„(7) = 1%, te[0, 1]). Tipurile 
de convergenţă prezentate se pot caracteriza topologie în sensul că pe F(X, Y) 
se pot construi topologii în care convergența, topologică a unui șir (generalizat) 
este echivalentă, cu convergența punctuală (resp. uniformă). Dacă X este un 
spaţiu topologice iar funcțiile fy sînt continue şi șirul (fulg converge uniform 
către f, atunci f este continuă. O afirmaţie mai generală este legată, de noțiunea 
de convergentă cvasiunilormă (v. convergență cvasiuniformă Arzela-Hobson). 
O condiție suficientă de convergenţă uniformă este dată de teorema lui Dini: 
Dacă X este un spațiu topologic compact (de exemplu X = fa, b] = R} 
iar fni X >R, {fn}n formînd un șir crescător {sau descrescător) de funcții 
continue, convergent punctual la funcția continuă f, atunci {fn}n converge 
uniform către f (şirul (fan se numeşte crescător (resp. descrescător) dacă fl) & 
S fai(7) (resp. fn(x) > Jnyi(x)), Yn EN şi Ve X). Dacă funcţiile fa : (a, b]— 
>R sînt de clasă C1 şi există «pe[a, b] astfel încît (/a(40))a este convergent 


şi dacă şirul derivatelor <7 
% a 
verge uniform pe [a, d), limita sa f fiind o funcţie de clasă C! și 


converge uniform pe [a, b], atunci (fel con- 


dq 
—— (x)= lim a (x), Yx e[a, b]. 
dx u>% dx 
Dacă fn : [a, bl R sînt integrabile Riemann și (fa) converge uniform câtre f 
atunci f este integrabilă Riemann și 


x x 
lm | falt) dt = | (2 déi, Yxe[a, b] 
no o a a 
(7. şi tipuri de convergenţă folosite în teoria măsurii), (Gk. Gr.) 

şir de mulţimi care tinde regulat la o mulțime v. derivarea măsurilor 

șir de mulțimi care tinde regulat la un punct v. derivarea măsurilor 

șir de mulțimi mutual disjuncte v. funcție de muiţime 

șir de rețele indefinit de fin v. derivarea măsurilor 

șir de reţele regulat (relativ la o măsură) v. derivarea măsurilor 

șir dublu aproape mărginit de numere 'rezle, şir dublu (ai ij = ua, 
cu proprietatea că se transformă într-un șir mărginit prin suprimarea unui 
număr finit de linii și coloane, î.e. prin interzicerea unui număr finit de valori, 
convenabil alese, pentru î și j. Altfel spus, şirul dublu este aproape mărginit 
dacă există un număr M și un număr natural N astfel încît să avem |as! < M, 
de îndată ce i> N, j> N. (S.M) 

şir dublu convergent de numere reale, șir dublu faigh 2., CU 
proprietatea că oricărui număr s > 0 fi corespunde un număr natural n 
încît să avem |æ; m jtn Qi |<e de îndată ce ne < i,j şi oricare 
fi min. (S. M.) 

şir dublu mărginit de numere reale, şir (ati) ij — 1,2.. CU proprietatea 

= h, 2, 


că există un număr real M astfel încît [ai] < M pentru orice numere natu- 
rale î și f (S. AL) 
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şir dublu monoton de numere reale Şirul dublu {ai}; ju, este 


monoton crescător dacă pentru m > 0, n > 0 și pentru orice numere naturale 
i, j avem ai +m, j +n — aiz S 0. Dacă în aceleași condiții avem ait m, j +#— 
— a;i, } > 0 șirul este monoton descrescător. Un șir dublu este monoton dacă 
este monoton crescător sau monoton descrescător. (S. M.) 
şir fundamental (de numere) v. şir numeric 
șir generalizat (în mulțimea 9), orice funcție detinită pe o mulțime dirijată 
la dreapta cu valori în X. Dacă A este o mulțime dirijată la dreapta iar pentru 
: A = X şi ðe A se notează += /(3), pentru ș.g. f se foloseşte notația, (+5! â e A. 
Dacă A=N se spune că f este un șir în X şi se notează (xpineN. Ș.g. lus)sea 
se numește ș.g. universal în X dacă pentru orice mulțime A ce X există 
Bye A astfel incit 
(x3l8 > So e A sau (318 > ðo c XNA. 


Fie Y un ultrafiltru de părți ale lui X și pe Y ordinea U g V 4V c U. 
Fie «pyeU, U e %. ṢȘ-g.{xy}y eqgeste uu ş.g. universal în X. Orice ș.g. constant 
este un ş.&. universal. Fie g = (alde D şi f = {xg} e A două ș.g. în X. Sg. g 
se numeşte subșir al ș.g. f dacă există o aplicație ọ: D —> A cu proprietățile: 
i) Pentru orice eA, există de D astfel incit ọ(d) > 5 pentru orice d > do, 
de D; ii) g = fog. Pentru orice ș.g. există un subşir care este ș.g. universal. 
Submulţimea D a mulţimii dirijate A se numește cofinală în A dacă pentru 
orice eA există de D astfel ca d > ò. Fie 9: D — A, q(d) =d pentru 
orice de D și fie fA -- X un ș.g. Atunci foo este un subşir-al. lui f. Dacă 
pentru f se folosește notația îxală sA, atunci pentru subșirul fog se folosește 
notația {xg} eD- Noţiunea de ș.g. se întilnește în considerații de spaţii topo- 
logice, de spaţii ordonate (7. şir generalizat convergent, funcție continuă, 
punct aderent, spatiu topologic compact). (Gh. Gr.) 

şir generalizat Cauchy Fie (X, Y) un spațiu uniform și {xş}SeA un şir 
generalizat în X. Se spune că {x} e A este un ș.g.C. sau șir generalizat funda- 
mental, dacă pentru orice împrejurime U e există $o e A astfel încit (x3,x8) EU 
pentru orice 8, 3! > o: Dacă A = N se spune atunci că (xn e N este sir Cauchy. 
Dacă structura uniformă a spațiului X este generată de familia (dilier de 
semidistanțe, atunci şirul {x} ea este un ș.8.C. în X dacă și: numai dacă 
pentru price {€Z și orice > 0 există oe A astfel incit d;(ag, xg’) < e pentru 
orice 8, 8” > o Următoarele două afirmaţii se întilnesc de obicei ca definiții 
ale noţiunii de ș.g.C.: 1) Fie (X, dun spaţiu semimetric; șirul (xp) n eN este 
Cauchy în X dacă și numai dacă pentru orice e > 0 există noe N astfel încît 
diam m) S = pentru orice p, m > no. 2) Dacă X este un spațiu liniar topologie 
atunci {xg}s e A” estetsg.C. în X dacă și numai dacă pentru orice vecină- 
tate V a originii există Sge A astfel ca xg — xgre V pentru orice 8,8" > òo. 
Fie pentru șirul generalizat {s5} ea baza de filtru % = (45 |ð eA}, unde 
Ag = {xy 15 > ò} şi fie F filtrul generat de 93. Sirul generalizat (g) 8 e A este 
Cauchy dacă și numai dacă F este un filtru Cauchy. Orice șir generalizat con- 
vergent este un ș.g.C. Există ș.g.C, care nu sint convergente (v. Ex. 2%). Un 
spațiu uniform X se numește complet dacă orice ș.g.C, în X este convergent, 
O submulțime a unui spațiu uniform se numește mulțime completă dacă înzes- 
trată cu structura uniformă indusă este un spațin uniform complet. Submul- 
țimea A a spaţiului uniform X este completă dacă și numai dacă oricare ar fi 


(asi se A un ș-g.C. (în X) de elemente din A există ae astfel încît lim as = a 
Se A 


(în X). Orice submulțime închisă a unui spațiu uniform complet este mulțime 
completă. Orice submulțime completă a unui spațiu uniform separat este in- 
chisă. Metoda, clasică a lui Cantor de construcție a mulțimii numerelor reale 
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din mulțimea numerelor raționale se extinde canonic la cazul spaţiilor metrice 
pentru construcția, completatului unui asemenea spațiu. Rezultatul și metoda 
se pot extinde și la spaţii uniforme. Fie X un spațiu uniform separat. Există, 
şi este unic modulo un izomorfism de spaţii uniforme, un spațiu uniform 
separat și complet X astfel încît X să fie izomorf cu un subspaţiu dens în X. 
Spaţiul X se numește completatul spațiului uniform X. Sensul unicității din 


definiția precedentă este următorul: Dacă DA şi X, sînt două spații uniforme 
separate și complete care conțin subspații dense ṣi izomorfe cu X, atunci 


DN, A 
X, şi X, sînt izomorfe (ca spaţii uniforme). Pentru modele de astfel de completări 
v. completatul unui spațiu metric, completatul unui spațiu liniar topologic. 
Ex.: 1° Un şir {Zn}nen de numere reale este Cauchy dacă, și numai dacă, 
șirul generalizat {xy — xmi (n, meNxN este convergent către zero, 2° Fie Q 
mulţimea numerelor raționale organizată ca spațiu metric cu distanța d{x, y) = 
= |x — yj. Orice şir monoton și mărginit în Q este un şir Cauchy (în Q). Sirul 
definit prin x; = 1, xay = = Xn + =] este un șir Cauchy în Q care nu este 
Xn 

convergent (în Q). 3° Dreapta reală cu topologia obișnuită este un spațiu 
uniform complet. 4° Orice spațiu topologie compact este uniform complet 
(în raport cu structura uniformă compatibilă cu topologia). (GH. Gr.) 

șir generalizat Cauchy (într-un spaţiu liniar topologice complet) v. spatiu 
liniar topologic complet 

E şir generalizat Cauchy u-a.p.t. v. tipuri de convergență folcesite în teoria 

măsurii 

şir generalizat Cauchy aproape sigur v. tipuri de convergență folcsite în 
teoria măsurii 


şir generalizat Cauchy u-aproape uniform v. tipuri de convergenţă folosite 
în teoria măsurii 


__Şir generalizat Cauchy în u-măsută v. tipuri de convergenţă folosite în teoria 

masurii 

şir generalizat Cauchy în medie de ordin v. spații L? 

şir generalizat Cauchy în probabilitate v. tipuri de convergenţă folosite 
în teoria măsurii 

șir generalizat convergent, șir generalizat {za}s eA într-un spaţiu topologie 
(X, 7) avind proprietatea că există x e X astfel încît pentru orice vecinătate V 
a lui x există o€ A astfel ca age V pentru orice 3 > ĝo Se spune că fxglsei 
este un ș.g.c. către y. Pentru a preciza topologia, se spune că șirul considerat 
este r-convergent (către x). Se notează 


lim ag = x (sau z-lim z§ = x, sau xş—-> x, sau x§—> x). 
eå SeA SeA 


Punctul y se numește limita șirului. Șirul {zp} ney de elemente ale spaţiului 
topologice X este deci convergent către xe X dacă pentru orice vecinătate V 
a lui x există ne N astfel încît xne V pentru orice n > nọ Dacă spaţiul 
topologic X este separat, atunci orice ș.g.c. are limită unică (şi reciproc). 
Ș.g.c. din X au următoarele proprietăți caracteristice (v. și topologia generată de 
o clasă de convergenţă): î) Dacă xg = + pentru orice à A, atunci lim xg = x; 
e 
îi) Dacă şirul generalizat îxg) e A converge către x, atunci orice subşir gene- 
ralizat al său converge către x; iii) Dacă șirul generalizat {x5} 8e a nu converge 
către x, atunci există un subșir generalizat al său care nu conține nici un subșir 
gencralizat convergent către x; iv) Pentru orice mulțime dirijată A şi orice 
familie f4a)sea de mulțimi dirijate fie B = {(8,a}| ðc A, ae Asi. Dacă 
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f: B —X şi există ze astfel ca lim Jim f(5, a) = x, atunci lim fog = 7, 


SEA aEAg 


nice sg: AX TI Ag — A este definită prin g(5, k) = (5, h(8)) (pe Ax TI Aa 
deA SCA 
se consileră ordinea, produs}. Noţiunea de ș.g.c. a apărut din necesitatea de a 
suplini în diverse considerații topologice o anumită insuficiență a familiei 
sirurilor obişnuite (v. functie continuă, spatiu topologie compact etc.). Ex.: 
1° Fie Ya familia vecinătăților punctului y din spaţiul topologice X. Fie pe Yy 
ordinea: Vi S$ Va c> Va © Va Pentru fiecare g fie zye V. Sirul gene- 
ralizat {xy} y eVe converge către x. 2° Fie A = N xN cu ordinea produs. Un 
sir {xn non de numere renle este Cauchy dacă și numai d şirul gener 


{xn = Xm pn me A converge către zero. 3° Fie fa, b] c R și A fasnilia dis 


nzinu- 

f A À pi I ee SL A ESE CE N a 
nilor lui [a, bl ordonată cu ; 8, < d, +> Ò, este mai fină decit ô|. Pie f: [a, El R 
p functie integrabilă Riemann, Pentru ġe A fie sg o sumă Ricmann corespun- 


zătoare partiției 3 și functiei f. Atunci şirul generalizat {xg} Se A converge către 


rd | 
j (a) dx. 4 Fie X =R cu topologia obișnuită, A= (0, 4 œ) cu ordinea, 
a 

i La 4 , : 
din R și z = —,ĝ cå. Atoncilim gg == 0. Mulțimea {xglðeðj nu este 
ă SEA 
giniiă in R. (Gh Gr.) 


generalizat convergent u-a.p.t. v. tipuri de convergentă folesite în teoria 


măsurii g NI 
- generalizat convergent aproape sigur v. tipuri de convergență folosite 
în teoria măsurii i 

şir generalizat convergenat p-aproape uniform v. tipuri de convergență 
foicsite in teoria măsurii ) 

șir generalizat convergent u-atimpiotic v. tipari de cenvergenţă fclosite 
în teoria măsurii PEA 

șir generalizat convergent în u-măsură v. tipuri de ccnvergenjă folosite 
în teoria măsurii . 

şir generalizat convergent în u-anedie v. tipuri de convergență folosite 
în tesria măsurii , C 

șir genaralizat convergent în probabilitate v. tipuri de convergență felsite 
în teoria măsurii „bai 

şir generalizat ()-cenvergent v. convergența în censul ardinei 

şir gencralizat fundamental v, şir generalizat Cauchy 

şir generalizat universal v. şir generalizat 

sir moneten de mulțimi v. ciasă de mulțimi | 

șir niumerie, functie f: N >T, uade T R sau C. Notăm fin) = Xa 
pentru orice numir natural z şi identi n pe f cu familia {xp}ne N, Său, Mai 
scurt, cu familia {xn} n. Aşadar, vom vorbi despre sirul (n) n eN sau sirul {xp} a. 
Considerînd şi o funcţie strict crescătoare M:N >N, să notăm M(p) = ñp 
pentru orice p, deci my < Hg <. < fp < Funcția compusă fo M N =t P 
este tot un ș.n. și poartă numele de subsir al șirului f. Deoarece (fo M)(p) = 
= f(M{(p)) = f(np) = 2n rezultă că subşirul de mai sus se poate identifica 
cu familia {zapt eN sau (an) p Pentru a desemna faptul că, (ing) este un 
subşir al şirului {Zata se scrie de multe ori (ap pe (mm. De exemplu, dacă 
AI(p) = 2p = np (resp. M(p) = 2p — 1 == nyp) pentru orice p natural obtinem 
suhşirul {xep} pc (amin (resp. fxapalp € {Xn} n) numit subşirul See 
de rang par (resp. impar) al șirului {xp}. Un Ș.n. (nm se numeşte str märgini 
dacă există un număr strict pozitiv A cu proprietatea că |x| & A pentru orice 
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m natural. În cazul cînd T = R, șirul (aja se numește șir crescător (resp. 
strict crescător) dacă an SS Ama (resp. 4p < Amza) pentru orice #. Similar, 
12n)n se numește șir descrescător (resp. strict descresător) dacă x% > Xa (resp. 
Xn > n.) pentru orice n., Un şir care este crescător sau descrescător se nu- 
mește șir monoton, iar un șir care este strict crescător sau strict descrescător 
se numește siy strict monoton, Vom spune că un element x din I este limita 
șirului (xn) dacă pentru orice vecinătate V a lui x există un număr natural ny 
cu proprietatea că pentru orice număr natural n > ny avem xp €V. Aceasta 
revine la următoarele: pentru orice e > 0 există un număr natural p(e) cu pro- 
prietatea că pentru orice număr natural n > n(e) avem |x — al <e. Un 
Ş-n. {Xn}n pentru care există zel care este limita ini (axptu se numeşte ș.n. 
convergent, Se arată că un ş.n. (xp) n este convergent dacă şi numai dacă {xn}n 
este ș.n. Cauchy (Sau șir fundamental), i.e.: pentru orice e > 0 există n(e) 
număr natural cu proprietatea că pentru orice numere naturale m > nfe} 
şi n > n(e) avem |ăm — ăn < € (criteriul lui Cauchy de existență a limitei 
unui șm.). Orice ș.n. convergent este mărginit, nu şi reciproc. Vorn 
spune că un şir (xp) de numere reale are limita co (resp. — o0) dacă pentru 
orice e > 0 există un număr natural n(e) cu proprietatea că pentru orice număr 
natural n > n(c) avem xa > e (resp. xy < —e). Un ș.n. xp) pentru care există x 
{iinit sau nu) astfel încît « este limita lui {xn} n se numeşte sir care are limită. 
Se arată că limita unui ș.n. care are limită «ste unică, În toate cazurile, dacă, 
(xa)n este un ş.n. care are limita, 4 vom scrie xp — 7%, SAU Fp—>ă, Sau y = 
n > D n 


= lim xg. Dacă un şir are limită, atunci orice subșir al său are aceeaşi limită, 
n—> 


Un şir monoton este convergent dacă şi numai dacă este mărginit, Să, consi- 


derăn acum un ş.n. {xn}n. Un element + e R (dacă {xn}n este un șir de numere 
reale) sau xeC (dacă (xp peste un șir de numere complexe) se numește punct 
fimită al șirului (xn) a dacă pentru orice vecinătate V a lui x există o infinitate 
de termeni zne V, i.e. mulțimea (neN | ape V) este infinită. Pentru orice 
şir (n) n de numere reale mulțimea punctelor sale limită (din R) este nevidă, 
in acest caz, există cel mai mare punct limită, numit limita superioară a șirului 
{xn} n şi notat lim sup xp sau lim xp. De asemenea, există cel mai mic punct 
n n 
limită, numit limita inferioară a șirului {xyr n Și notat lim inf vy sau lim xp. 
» n 
Avem formulele: a) lim sup p =inf {ap |neN} unde ap = sup {7p |k >n} 
n 
pentru orice n natural. Pe scurt, lim sup za = inf sup xg; b) lim inf zp = 
n kèn 
= sup (bp|neN!, unde ba = inf {xp |k > n} pentru orice n natural, Pe 
scurt, lim inf ya = supinf ay. Și în cazul real și în cel complex se arată că x 
n n 
este punct limită al șirului {xp}n dacă şi numai dacă există un subşir (app 
& {xn} n astfel încit Xa x. Un șir are limită dacă și numai dacă are un singur 
$ 
punct limită (care este limita șirului), {Z C.) 


șir regulat de numere raționale, şit {xn}neN de numere raționale cu pro- 
prietatea că pentru orice numere întregi strict pozitive m şi n avem (m — #n|& 


EET (S. M.) 
m n 


şir strict crescător v. şir numeric 
şir strict descrescător v. şir numeric 


+ 
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şir strict monoton v, şir numeric i N , 

şir uniform convergent de funcţii reale Şirol { În)neN de funcții reale gefi» 
nite pe A c R” este uniform convergent pe A către f dacă pentru orice e> 0 
există n, natural astfel încît de îndată ce n > ne avem Mala) — fis) |<s, 
oricare ar fi y în A. Convergenţa uniformă păstrează continuitatea și integra- 
bilitatea Riemann. (S. M.) 


tensor covariant v. algebra Grassmann 

teorema Alaoglu-Bourbaki v, conjugatul unui spațiu local conex 

teorema aplicației deschise (pentru functii olomorfe). Dacă 0 este o mul- 
time deschisă, conexă în CE, n > 1, şi dacă f este o funcție olomorfă necon- 
stantă pe Q, atunci aplicația f: Q > C esie deschisă, ie. mulțimea Ji $] ests 
deschisă în C pentru orice submulțime deschisă U a lui Q. (M. 7.) 

teorema aplicației deschise (pentru operatori) v. operator deschis 

teorema aplicației deschise a lui Brouwer v. teorema de separare Jordan- 
Brouwer 

teorema aplicației etale y. spatiu tangent 

teorema aplicației inverse v. teorema functici inverse 

teorema Arzela-Ascoli v. spațiu topologie compact 

teorema Banach-Steinhaus Fie X un spațiu Danach, Y un spaţiu liniar 
normat și {U;}jey o familie de operatori liniari şi continui care aplică X în 
Y astfel ca pentru orice xe X familia {U;(x)}ze y să fie mărginită în Y, 
Atunci în spațiul liniar normat (X, Y) al operatorilor liniari şi continui care 
aplică X în Y (cu norma |U = sup [Ela tz ip} Uepi, Y} 
familia {U;}jeg este mărginită. Această teoremă este cunoscută și sub 
denumirea de principiul mărginirii uniforme. (R. C.) 

teorema Borel-Lebesgue v. spaţiu topologie compact 

teorema Cartan-Thuilen v. demeniu de olomorfie 

teorema Cauchy-Kovaievsiaia, una, dintre cele mai importante teorema 
de existență din teoria ecuaţiilor cu derivate parţiale. În cazul operatorilor 
liniari enunţul său este: Fie Q o mulțime deschisă din R”, r(x, D) un operator 
liniar de ordin m > 0 cu coeficienți analitici în Q. Fie de asemenea SI! o supra- 
față (deci de codimensiune 1) analitică în Q, nicăieri caracteristică față de 
operatorul P și a cărei normală exterioară v este definită în orice punct. Fie 
date pe J, funcțiile eo, pu, ---, Pm-a analitice. Există o vecinătate œ a lui J} în 
Q şi o soluție analitică unică u în œ a problemei lui Cauchy 


a 
P(z, Du = f, (2) u= g in D, ÎI =0, 1, m — 1. 
v 


[Zi 


Teorema este adevărată, mai general, pentru sisteme sub forma normală (v. 
problema lui Cauchy). Un enunț analog, dar mai precis, se poate da în cazul 
olomort (din caro decurge imediat teorema de mai înainte), în sensul că veci- 
nătatea în care există soluția este independentă de membrul drept și de da- 
tele inițiale. În contextul D-modulelor coerente M. Kashiwara a dat o formulare, 
în termeni de algebră omologică, a t. C. K. şi a demonstrat în acest context o 
versiune generală a acestei teoreme. În cazul în care W = DIDP, P fiind un 
operator liniar de ordin m cu coeficienți analitici, Y o hipersuprafață neca- 
racteristică față de P, iar D fascicolul operatorilor cu coeficienţi olomorti, 
enunţul clasic devine 


Este, O, OI Y = 0%, Ext] (M, Og) lY =0, 


t 
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unde Ô este fascicolul funcțiilor olomorfe pe C” (sau, mai general, pe o varie- 
tate analitică complexă). Rezultatul general al lui Kashiwara se referă la 
module coerente și are un enunț analog. (G.G.) 

teorema celor trei cercuri a lui Hadamard Fie f o funcție olomoriă pe 
coroana R < |z] < Ph, unde 0sR<R'so, și fie M(r) = up tal, 

z|=r 

Rapa RR, Tite.H, afirmă că log M(r) este o funcție convexă de log y, ie. 
log (7a/7 
log Mira) < EV og Mir) + log Mir) 
; log {rafta} 


cînd R <r < rg <r < R’. Această teoremă se obține aplicînd principiul 
maximului, în coroana compactă r) s |z] srp, funcției subarmonice ọ{z): = 
== log |f(z) | 4+ Alog |z], unde A este un număr real care se determină apoi 
în mod convenabil, (M. Jà 

teorema Choquet-Bishop-De Leeuw Fie X un spațiu local convex separat 
şi Kc XX o mulțime compactă și convexă. Atunci, pentra orice punct ¥ 
din K, există o măsură probahilistică ur : %3 — [0, 1] (aici % este mulțimea 
părților boreliene ale lui K) astfel încît pentru orice + din A* să avem 


x(x) = | x(t) duz(i). Aici X* este dualul algebrico-topologic al lui X jar 


integrarea este de tip Lebesgue abstract. (7.C.) 

teorema contraimaginii v. spațiu tangent 

teorema de acoperire a hti Vitali v. acoperire Vitali 

teorema de alternanță a lui Cebişev v. polinom de cea mai bună aproxi- 
mara uniformă. 

teorema de anulare analitică v. domeniu Runge 

teorema de anulare topalogică v. domeniu Runge 

teorema de aproximare a lui Mergelyan v. teorema de aproximare a lui 
Runge 

tecrema de aproximare a lui Runge Dacă Q este o mulţime deschisă în 
Csi K c Q o mulțime compactă, atunci condiţiile următoare sint echivalente: 
a) Orice funcție olomoră, pe o vecinătate a lui K poate fi aproximată uniform 
pe K prin funcții din O(N); b} Mulțimea QN K nu are componente co- 
nexe relativ compacte în Q; c) K = Fo, ie. pentru orice punct ze ONK, 
există o funcţie olomorfä f pe Q astfel încît |f(2) | > šup fl. 


În cazul O = C, teorema, precedentă se poate enunţa astfel: Pentru K o mul- 
time compactă în © condițiile următoare sînt echivalente: a) Orice funcţie 
olomortă pe o vecinătate a lui X este uniform aproximaâbilă pe K prin poli- 


noame C-analitice; b) Mulțimea GK = ENK este conexă; c) Pentru orice 
ze CE, există un polinom C-analitic f astfel irit ] f(z) | > sup |f|. Acest 
K 


enunt poate fi întărit după cum urmează. 


Teorema de aproximare a ini Mergelyan. Fie K c C o mulțime compactă cu 
complementară conexă. Atunci orice funcţie continuă fi K — C, olomortă 
pe K, este uniform aprosimabilă pe K prin polinoame, i.e., pentru orice 
g> 0, există un polinom C-analitic P astfel încît |f(2) — (3) | «<e pentru 
orice ze K. (M. J.) 
teorema de aproximare a lui Whiiney v. funcție R-analitică 
teorema de clasificare a curbelor eliptice v. funcție medulară 


teorema de coerentă a lui H. Cartan v. spatiu C-analitic 
i pat 


« 
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teorema de coerență a lui Oka v. fascicol coerent 

teorema de compactificare a lui Alexandrov v. compactificare 

teorema de completitudine a lui Sluțki v. tipuri de convergență folosite în 
teoria măsurii i i 

teorema de convergenţă a lui Vitali Fie (7, 7, u) un spaţiu cu măsură, X 
un spațiu Banach şi p un număr strict pozitiv. Fie și (fn) insa un şir de 
elemente din et, (44) (v. spații L?). Următoarele afirmaţii sînt echivalente: 


1) fn —> fo în ei, (u); 2) Avem simultan i) fq——>f în u-măsură; îi) Pentru 


n n 
orice s> 0 există Ese7 cu (Ee) < œ şi | ereefallp <e pentru orice 
Ins 0. Aici ọ4 este funcția caracteristică a mulțimii A. (7. C.) 
teorema de convergență a lui Weierstrass v, funcţie olomorfă (de o variabilă 
complexă), funcție olomorfă (de mai multe variabile complexe) 
teorema de convergență dominată a lui Lebesgue Fie (7,7, u) un spaţiu 
cu măsură, X un spațiu Banach și p un număr strict pozitiv. Vom considera 


an şir (fam de funcții din Relu). spaţii L?) și o funcție f: T—>X. Se pre- 

supune că există o funcţie w: T—>R+ cu proprietatea că u? este u-întegra- 

bilă și avem pentru orice număr natural inegalitatea |] Fat) || S u(t} 

a.p.t. Dacă fa(f)—>f(7) pap.t. (sau dacă fa—>f în u-măsură), atunci 
* n 


Í ELE (n) şi faf în LÊ luh 


Cind p= avem şi lim | În du = fdu pentru AeF (integralele 
n A A 

fiind Bochner). În cazul n = L ṣi X =R, teorema admite următoarea 
variantă: Fie {T, 7, u) un spațiu cu măsură și {fa}n un șir de funcții reale 
u-măsurabile (i.e. J-măsurabile). Se presupune că există u: T R} care 
este funcție -integrabilă și care are proprietatea că | fa (£) | < ul) u-apit. 
pentru orice n. Atunci funcțiile fa, precum și funcțiile lim inf fa, lim sup fa 

n n 2 


sînt u-integrabile și avem 


| (im inf fa) du ss lim inf fa du <s lim sup È sa du s f im Sup fa) du. 
n “u t # 
(7. €.) 


teorema de convexitate a lui Liapunov v. mulțimea valorilor unei măsuri 
teorema de densitate a lui Lebesgue v. punct Lebesgue al unei functii 
teorema de descompunere a lui Hahn v. măsuri pozitive şi măsuri cu semn 
teorema de descompunere a lui Jordan v. măsuri pozitive și măsuri cu semn 
teorema de descompunere a lui Lebesgue Dacă st este o a-algebră de părți 
ale unei mulțimi T şi u: g =R este o măsură cu semn, vom spune că y 
este total a-finită dacă există un şir (Ag)p de mulțimi din st cu (Aya) finit 


pentru orice n şi U An=T. 


n 
T.d.L. (variantă scalară). Fie T o mulțime nevidă, 7 o o-algebră de părți ale 
lui T și m, p:F >R măsuri cu semn total o-finite. Atunci m se scrie în 


mod unic sub forma m = mo + my, unde my my: T -> R sînt măsuri cu semn 
total o-finite astfel încît my << p și m, L p (v. continuitate absolută, spațiul 
reticulat al măsurilor cu semn). 


atei pita. e. ati see e praz oai nene 


i mm acetat > Aa 
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În cele ce urmează vom considera o mulțime nevidă T, un clan de părți ale 
lui T, notat cu E, şi un spațiu Banach X. Vom prezenta două variante vec- 
toriale ale t.d.E. 
T.d.L. (varianta, vectorială numărabil aditivă). Fie m: E -> X o măsură numă- 
tabil aditivă cu variație finită |m |: € > R, și p: C => R} o măsură numă- 
rabil aditivă, Se presupune că măsura pozitivă | m| + p are proprietatea sumei 
directe. Atunci m poate fi scrisă în mod unic sub forma m = me -+ m, unde 
mo, a: E — X sînt măsuri cu variație finită și mp << p ṣi my L H. 
T.d.L. (variantă vectorială finit aditivă). Fie m: E — X o măsură s-aditivă şi 
u: E => R, o măsură aditivă și finită. Atunci m poate fi scrisă în mod unie 
sub forma m = Mo my, unde mp și m, sînt măsuri s-aditive astfel încît 
mo<< u și om L p pentru orice x! în X’. În plus, dacă m are variație 
mărginită, atunci mg şi m, au și ele variație mărginită. La fel, dacă m și 
u sînt numărabil aditive, atunci mp și m, sînt numărabil aditive. Scrierea 
m = mo m se numește (în toate cazurile prezentate) descompunerea Lebes- 
gue a măsurii m în raport cu p (v. și spațiul reticulat al măsurilor cu semn, 
măsuri Radon definite prin densități). (Z. C.) 

teorema de descompunere Hewitt-Yosida v. spațiul reticulat al măsurilor 
cu semn 

teorema de diviziune a lui Malgrange v. teorema de pregătire a lui Mal- 
grange 
teorema de diviziune a lui Weierstrass v. teorema de pregătire a lui Weier- 
strass i 

teorema de duplicație pentru funcţia p v. funcție eliptică 

teorema de duplicaţie pentru funcțiile trigonometrice v. funcția exponen- 
ială 
teorema de existență a lui Peano v. problema lui Cauchy pentru sisteme 
de ecuaţii diferenţiale 

teorema de extindere a lui Hahn v, extinderea măsurilor pozitive defirite 
pe un clan 

teorema de extindere a lui Kluvanek v. extinderea măsurilor vectoriale 

teorema de extindere Carathtodory-Hahn v. extinderea măsurilor pozitive 
definite pe un clan 

teorema de extindere :Carathâodory-Hahn-Kluvanek v. extinderea măsu- 
rilor vectoriale, măsură vectorială i 

teorema de factorizare a lui Hadamard v. funcţie întreagă 

teorema de factorizate a lui Weierstrass v. funcție întreagă 

teorema de inversiune locală v. teorema funcției inverse i 

teorema de mărginire a lui Nikodym v. variaţie; cvasivariaţie ; femivariaţie 

teorema de medie a lui Lagrange Fie f:[a, 8] — R, f contina pe [a, b} 
şi derivabilă pe (a, b). Există a < E< b cu proprietatea f(b) — f(a) = 
= (b — a)f'(č) (varianta clasică). Fie f diferențiabilă constructiv pe [a, b]. 
Pentru orice s > 0 există x constructiv în [a, b] cu proprietatea | f(b) — f(a) — 
— (b — a)f'(x) | < e, unde f’ este derivata din definiţia diterenţiabilităţii con- 
structive (varianta constructivă). (S. M.) 

teorema de pregătire a lui Malgrange, analogul diferențiabil al teoremei 
de pregătire a lui Weierstrass, care se enunță, după cum urmează: Fie g œ 
funcție de clasă C” în x = (s, £) într-o vecinătate a lui (0, 0) în R” = R”-1 x 
x R astfel încît 


8g grig . 3g 
0, 0) = È (0, 0) =... = 0,0) = 0 şi LE- (0, 0) # 0 
g(0, 0) A ) Pa { ş îi { 
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pentru un peN, nnde s = (Xp -n ma) ȘI f = Zp Atunci: a) g admite o fac» 
torizare g = P cu h, P functii de clasă C” intr-o vecinătate a lui (0, 0) 
în RE, A(0,0) Æ 0 şi P{s,f) =? +c a(s? + j an t Cpls s), unde c(0) = o 
i =1,. pi b) Orice funcţie f de clasă C* în (5,4) Într-o vecinătate a iui 
(0, 0) în R? adinite o descompunere de forma f = gg +7 cu v, g funcții de 


i 


ġ—i 
clasă C” pe.o vecinătate a lui (0,0) şi r(s, £) = =, rusă, 
i=0 


Notăm că, spre deosebire de cazul analitic al lui Weierstrass, în t.p.M, descom- 
punerile din a) şi b) nu se realizează în mod unic. Notăm de asemenea că 
la fel ca în cazul analitico se folosește uncori denumirea de t.p.M. numai 
pentru aserținnea a), în timp ce aserțiunea b) este numită teorema de diviziune 
“a lui Malgrange. (M. ].) x% 
teorema de pregătire a lui Weierstrass, rezultat fundamental în teoria, 
funcțiilor de mai multe variabile complexe, constind din două părti, și anume 
Fio g o funcție oloinoriă în z = (s, w} într-o vecinătate a lui (0,0) în CE = 
= ci- tx C astfel incit 


Pee 
-0,0 =0 și LE 0,0) 0 
ðw? 


unde s s= (zp eo Zø) Și W = Zg. Atunci: a) g admite o fac- 
torizare un ` cu k, P functii olomorfe pe o vecinătate a lui {0, 0), 
ROD) #0, i w? -+ cs) wP- -H e sr Epis) şi ca(0) = 0, i = lupi 

b) Orice funcție olomoriă, f pe o vecinătate a lai (0, 0) admite descompunerea, 


pentru un 4 


unică f = 98 = +y cu y, g funcții olomorfe într-o vecinătate a lui (0,0) 
ris w) = M ris. 
î=9 


Um polinom. P în variabila w ca în a) se numește polinom Weierstrass sau 
polinom distins în w. Notăm că aserțiunea, a) se poate obţine din b) pentru 
f = o. Uneori pein t.p.W. se înțelege numai aserțiunca, a), în timp ce aser- 
tiunea D) este numită fcorema de diviziune (sau lema de pregătire) a lui Weier- 
strass. Q variantă globală a t.p.W. este următoarea: Fie S o varietate com- 
plexă, D un disc deschis în C, M = S x D şi g o funcţie olomorfă pe M. 
Presupunem că există peN astfel încît funcția, Dəwi—> g(s, wjeC,seS, să admită 
exact p zerouri (fiecare zero fiind numărat de atitea ori cît este ordinul 
său de multiplicitate). Atunci: a) g admite descompunerea unică g = kP 
cu h, Pe OlM), h(s, w) 0 pentru orice punct {s, w)e M și F(s, w) = w? -+ 
+ c (s)w? 4... + cp(s), unde c; sînt funcții olomorfe pe S; b) Orice funcție 
olomorfă f pe M admite descompunsrea unică f == gg +r cu y, qe0(M) 
și y polinom în w de grad <p. Dintre aplicațiile t.p.W. menționăm aici 
următoarea 

Teoremă. Pentru orice număr întreg n > 0, inelul Öp: = Oa, o este factorial 
(de unică factorizare) şi noetherian. 

Notăm că dacă M este o varietate complexă de dimensiune n şi x un punct 
din M, fibra Om, a a fascicolului Om este izomortă cu Op pentru structura de 
C-algebră, în particular este un inel factorial și noetherian. Notăm de asemenea 
că dezvoltarea Taylor în punctul 0 e C? furnizează un izomorfism de C-algebre 
între Oa şi algebra Cîz,, -.-, Zn} a seriilor de puteri convergente (i.e. cu domeniu 
de convergență nevid) cu coeficienți numere complexe {M.J].) 


teorema de prelungire a iui Hartogs Pentru n > 2, fie Q o mulțime des- 
chisă în C? şi K o mulțime compactă în C”, conținută în Q și astfel încât 
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mulțimea QNK să fie conexă, (ceea ce implică Q conexă). Atunci orice funcție 
olomorfă f pe QNK admite o prelungire olomorfă, la întreg Q, i.e. există o 
functie olomorfă F pe Q astfel încît F(z) = f(z) pentru ze QNK; această 
funcţie F este unică (v. principiul prelungirii analitice). 
Din accastă teoremă, valabilă exclusiv în cazul n > 2, rezultă, în parti- 
cular, că o funcție olomorfä f pe o mulțime deschisă Q e CA, n > 2, nu admite 
zerouri izolate și nici puncte singulare izolate neaparente. (M.J.) 

teorema de prelungire a lui Whitney v. teorema lui Borel 

teorema de recurenţă a lui Kac v. teorie ergodică 

tecrema de recurenţă a lui Poincaré v. teorie ergodică, sistem dinamic 

teorema de reprezentare a lui Riesz, teoremă fundamentală care stabi- 
ieşte legătura între noțiunea clasică de măsură (privită ca o funcție de mul- 
ime) şi noțiunea, de măsură în sensul lui Bourbaki (măsura este o aplicaţie 
iniară și continuă). Vom prezenta, mai multe versiuni ale acestei teoreme. 
Notăm cu Į corpul scalarilor reali san complecși. 
Tr.R. (varianta clasică). Fie a < b numere reale şi C([a,b]) = {f [ab] >T |f 
este continuă) care devine spațiu Banach cu norma convergenței uniforme: 
1y I| == sup {if() | |tela, bj}. Atunci orice funcțională liniară şi continuă 

: 2([a,b)) — I provine dintr-o funcţie cu variaţie mărginită. Mai precis, 
Ra T există o funcție cu variație mărginită g {a,b} — T cu proprietatea 


că peutru orice fe C([a,b]) avem T(f) -| făg. În plus, g poate fi aleasă 
b Aa 
astiel fnct || T || =V g, variația totală a lui g. 


a 
Y.r.R, a fost ulterior generalizată în mai multe variante. Fie un spațiu to- 


pologic normal T şi să notăm cu “5, algebra generată de mulțimile deschise 
ale lui T. Spaţiul vectorial rba(%,) = tu: Tu aditivă, regu- 
iată și cu variație mărginită) devine spațiu Banach cu norma jju i| = 
= |p [ (T). De asemenea, FE (7) = f: T-T |f este continuă și măr- 
ginită) devine spațiu Banach cu norma convergenței uniforme: || / || = 


== sup {| j(ġH)| |te T}. Pentru orice fe WE(T) se poate defini integrala | dy 


după cum urmează. Există un șir (fun de funcții W,-etajate astfel încît 
k 


E eg d uniform, Pentru orice fyfde forma y PAn Ace, T pu- 


1=1 
k 


tem atini y du = p ai u(43). Atunci există lim \ fa du: =Ẹ¢Jdu (deii- 
i=l a 

niția este coerentă, v. și funcție total măsuzabilă). Cu notaţiile de mai 

sus, spațiile Banach rba(%,) și BE(T)* sînt izomorie, în sensul că există 

o aplicaţie bijectivă liniară și izometrică H : rba('3,) — Be(T)*, definită 


prin H(u) = E Anume, x) = y du pentru orice feWE({T). Acum 


vom considera un spațiu compact T. Avem (7) = Be(T), unde 'C(7) = 
= {f: r =T [|f este continuă). Notim cu 43 borelienele lui T. Spaţiul 
rca(B) = (pu: B-oTlp este numărabil aditivă și regulată) devina 
spațiu Banach cu norma dată de variația totală: |ull=|ul(7). 
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rr 


Teorema de reprezentare Riesa-Kahutani (varianta compactă). Cu notațiile 
de mai sus, spaţiile E(7)* și rca(%) sînt izomorfe, Aplicația de izometrie 


este J : rca(B) > C(T), definită prin J(p) = ay, unde zu(f) = i dp. 


Aici integrala este aceeași ca la enunţul teoremei precedente, dar poate fi 
interpretată şi ca integrală Bochner. f l 

Teorema de reprezentare Riesz-Kakutani (varianta local compactă). Fie T 
un spațiu local compact: a) Există o bijecție Lep între funcționalele liniare 
pozitive L: K(T) — R şi măsurile boreliene pozitive şi regulate u : B — R4. 
Aici K(T) = {f:T =R |f este continuă și are suport compact} iar Ø este 
semitribul mulțimilor boreliene relativ compacte ale lui T. Bijecția este dată 


prin L(f) = (rau pentru orice fe E(7); b} Bijecţia definită la a) dă naștere 


unui izomorfism liniar Le>u între funcționalele liniare şi continue L: Æ (DT) 
și măsurile boreliene şi regulate p : W — T' (aici K(T) se consideră, înzestrat 
cu topologia limită inductivă (v. spaţiul funcțiilor continue cu suport compact); 
c) Bijecţia definită la a) dă naștere și unui izomorfism liniar Lep între apli- 
caţiile liniare şi continue L : K(7) — T şi măsurile boreliene regulate şi măr- 
ginite u : 3 — T (aici K(T) se consideră înzestrat cu topologia convergenței 
uniforme dată de norma superior (v. spațiul funcţiilor continue cu suport 
compact). (I.C.) vi 

teorema de reprezentare a lui Stone v. reprezentarea laticilor booleene 

teorema de reprezentare conformă a lui Riemann v. transformare con- 
formă, suprafață riemanniană AC 

teorema de reprezentare Loomis-Sikorski v. reprezentarea laticilor booleene 

teorema de reprezentare Riesz-Kakutani v. teorema de reprezentare a 
lui Riesz 

teorema de scufundare a lui Sobolev. rezultat fundamental în studiul 
regularităţilor soluțiilor ecuațiilor cu derivate parțiale care afirmă, în esenţă, 
următoarele: Dacă, o distribuţie are derivatele pină la un anumit ordin de 
pătrat integrabil (sau de putere p-integrabilă), atunci distribuția este chiar 
o funcţie cu o anumită regularitate, deci evaluări privind normele în spațiul L°, 
sau L?, ale derivatelor dau informaţii asupra distribuţiei însăși. O variantă 
a teoremei are următorul enunț: Fie Q o mulțime deschisă din R”, fie 


fe D*(Q) şi 2f e L2(0), j = Lyn, ou 1< p <n. Rezultă că fe Lil), 
VEF) 
unde 1 = F + iE, Dacă distribuția f are toate derivatele local în Z2(0), 


n 
atunci ? caza chiar indefinit derivabilă. Există enunțuri mult mai generale 
de acest tip; acestea se numesc teoreme de scufundare pentru că ele asigură 
scufundarea (printr-o aplicaţie liniară continuă, care in cazuri importante 
rezultă compactă) a spațiilor Sobolev în diferite spații de funcții derivabile 
sau continue Hölder. (G.G.) 

teorema de scufundare proiectivă (a unei suprafețe riemanniene compacte) 
v. divizor 

teorema de scufundare Remmert-Bishop-Narasimhan v. varietate Stein 


teorema de selecție Kuratowski — Ryll-Nardzewski Fie T o mulțime 
nevidă, 7 o c-algebră de părți ale lui T şi X un spațiu polonez. Fie F mul- 
țimea părţilor închise nevide ale lui X și F : T — F o funcţie. Se presupune 
că pentru orice mulțime deschisă G e X avem: {te T |F@) n G#8 eg. 
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În aceste condiţii există o selecție măsurabilă a familiei {F{t)}re m, i.e. o funcţie 
f:T X astfel încît: a) f-1(B)e 7 pentru orice mulțime boreliană B a 
lui X; b) f{)e F(?), pentru orice î din T. (.C.) 

teorema de separare Jordan-Brouwer Fie q; S%-1.+R% o aplicaţie continuă 
și injectivă, unde S2-1 este sfera de dimensiune n— 1, i.e. 


SPA: = {x = (a an me RP at + +a = Di 


Dacă n > 2, mulțimea R”N o(S2-1) are exact două componente conexe fiecare 
dintre ele avînd ca frontieră pe p(S%-1). ` 
(În cazul n = 2, enunţul precedent se numește teorema de separare a lui 
Jordan.) Din t.s.].B. se obţin următoarele două rezultate. 
Teorema aplicației deschise a lui Brouwer. Dacă, M și N sînt varietăţi topologice 
de aceeași dimensiune și 9:M >N o aplicaţie continuă injectivă, atunci 
p(M) este o submulțime deschisă a lui M și aplicația M —qp(M), indusă 
de ọọ, un omeomorfism, 
Teorema lui Brouwer (de invarianță a dimensiunii varietăților topologice). 
Dacă M și N sînt varietăți topologice şi e: M — N un omeomorfism, atunci 
din M = dim N. (M.J-) i 

teorema determinantului v. algebra Grassmann 

teorema Dinculeanu-Kluvanek v. măsură regulată 

teorema divergenței v. integrare pe o varietate riemanniană orientată 

teorema ergodică v. sistem dinamic 


teorema funcției inverse Fie m un număr natural, U cR” o mulțime des- 
chisă și ee U. Fie și h = (kp has s hm) : U R”? o funcție de clasă CI (ie. 


; ðh ; 
toate derivatele T sînt funcții continue pe U). Se presupune că jacobianul 


xi 
ah 
det [> w) 
öxi Eim, 18] Sm 


lui a. Mai precis, există o mulțime deschisă G c U cu aeG și o mulțime 
deschisă H c R astfel încît funcția g:G —> H, definită prin g(x) = h(x) 
pentru orice x din G, să fie bijectivă și inversa ei g1: H —-G să fie de 
clasă Ci, 

Această teoremă mai este cunoscută sub numele de teorema de inversiune 
focală sau teorema aplicației inverse. În acelaşi cadru, se presupune că avem 


este nenul. Atunci / se inversează local în jurul 


ôk 
det (= o) i 0 pentru orice x din Y. Atunci k se inver- 
x; 1SiSm; 1S7Sm 


sează local în jurul fiecărui punct x din U, i.e. pentru orice y din U există 
o mulțime deschisă Gy c U cu xeGa și o mulțime deschisă H; c R” ast- 
fel încît funcția gg : Ga — Ha, definită prin ga(î) = k(t), să fie bijectivă și 
inversa, ei gt : Ha — Gg să fie de clasă C? (Se spune în aceste condiţii că hi 
este difeomorfism local.) (7.C,) 

teorema funcțiilor implicite I. Cazul unei ecuaţii și al unei funcţii implicite 
de o variabilă. Se consideră două intervale deschise U, V ale dreptei reale 
şi două puncte ae U, be V. Fie F: U x V =R o funcţie cu derivate par- 
țiale de ordin k continue (vom scrie F (x, y) pentru xe U ṣi ye V}. Se pre- 


ze 3E Ner 

supune că: i) Avem Fia,b) = 0; ii) Avem Pe (a,b) + 0. În aceste condiții 
; y 

există două numere strict pozitive r și s astfel încit {a — r, a+ r}ce Uşi 


{b — s, b+ s) c Y, precum și o funcție +: (a —r, a +r} — (b —s, b43), 
derivabilă de k ori, cu derivata de ordin & continuă, care are proprietățile: 
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a) Avem h(a) =b; P) Pentru orice y în (a — r, a + r) avem F(x,h(x))= GQ; 
y) Derivata lui k se calculează după formula 


- aF 
K(f) = — - enmi (£ RE) 


pentru orice ¿ în (a — r, a -+ 7). PE | Pee 

II, Cazul unei ecuații și al unei funcții implicite de mai multe variabile. 
Se consideră un număr natural m > 1, o mulțime deschisă U e R” și un inter- 
val deschis V e R, precum și două puncte a = (aq, Ag, „n Am) € U şi be. 
fie F: U x V —R o funcţie cu derivate parțiale de ordin k continue (vom 
scrie F(x,y) pentru x = (Xp%y -u m) e U și ye V). Se presupune că: i) Aveni 


F(a,b) = Q; îi) Avem — (a,b) 4 0. În aceste condiții există două numere 
; ; 7 


strict pozitive v şi $ astfel încît Bia, re U (unde Bia, r) este bila de centru e 
și rază y, distanța fiind cea euclidiană) și {b — s, b + s) cvy, precum și t 
funcție A : B(a, r)—> (b —- s, b + s) cu derivate parțiale continue de ordin k, 
care are proprietățile: a) Avem k(a) = b; B) Pentru orice x în B(ar) li 
F(x, h(x)) = 0; y) Derivatele parțiale ale lui % se calculează după formula, 


ah JF / 3E l 
L A= h — (£, hlt) 
i t) P (é, AG) a ( 


entru orice £ = (tu ty -s fm) în Bla). i a în. r 
FE Cazul unui sistem de n> 1 ecuații și a n funcții implicite. Se con- 
sideră două numere naturale m,n > 4, două, mulțimi deschise U c R”, Ve R” z 
precum și două puncte a == (az: as scr dm) E U, b = (bibas ns baje V. Fie 
F= (PF Fo Fn): U x V =R” o funcție vectorială ale cărei componente 
scalare E, Py, „.. Fp au derivate parțiale de ordin k continue (vom scrie F(x,y} 
pentru x = (2p Xy oo m E U şi y = (Yp Yo s Yn) € V, deci avem PA a 
ze (F(p Xo eo #mi Yp Yz Fn) Fl, Xar os Sm; Ya ma n). en "noa 
sa ai 9 Ya ..., ynl) Se presupune că i) Avem F(ab} = 0; ii) Avem 


s n) F 
D(E Fp o Fn) (a.b) = aet (5 (a, zise + 0. 
D(Yi Yo = Yn) 2y3 194S” 


În aceste condiții există două numere strict pozitive r și s astfel încît Bla) = Hi 
B(b, she V, precum și O funcție h=(h, hes m în): B(a,r) > Bb, 9 A de na 
parţiale continue de ordin k, avind proprietățile: a) Avem hla) iz ; B) Pe ja 
orice x în Bla) avem F(x,h(x)) = 0; y) Derivatele parțiale ale componen 
lor scalare h; se calculează după formulele 


D(F Fa, Fa) 


a= - (£, R) 
êh a Dia =e Yizo KpYisb uuo Yn) s 
22 ai D(F, Fz, o Fa) 


(7, h(t)) 
D(V Fo se Ya) 


i= 1,2, n, j= La, m; pentru orice t în U; În toate cazurile fa e 
se va numi functie implicită (determinată de ecuația F(x,y) = 0 în goe e 
două cazuri şi determinată de sistemul F(x,y) = O în al treilea caz). pu em 
că am obținut funcția h prin rezolvarea ecuației F(x,y) = 0 în raport cu 
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în jurul lui (a,b). Funcţia implicită este, local, unica funcție avînd proprietăţile 
F(ab) = 0 şi F(x,h(2)) = 0 într-o' vecinătate a lui a. (7.C.) 

teorema fundamentală a algebrei v. principiul variației argumentului, 
corpul numerelor complexe 

teorema fundamentală Cauchy-Morera-Goursat v. f uncție olomorfă (de 
o variabilă complexă) 

teorema Gauss-Ostrogradski v. integrarea pe o varietate riemanniană 
orientată, formula Gauss-Ostrogradski 

teorema Gelfand-Mazur v. corp Banach 

teorema Gelfond-Naimark v. algebră Banach involutivă 

teorema gradului local v. principiul variației argumentului 

teorema graficului închis v. operator închis 

teorema Hahn-Banach Fie X un spaţiu liniar real, p o funcțională subli- 
iară pe X și fọ o funcțională liniară definită pe un subspațiu liniar Xe şi 
satisfăcînd condiția: ffx) < p(x), Vaze Xy Atunci fy se poate prelungi într-o 
funcțională, liniară f pe X astfel ca f(x) < p(x), Yre X. Din această teoremă 
rezultă că dacă X este un spațiu liniar real iar p o funcțională subliniară pe X, 
atunci pentru orice element z, al lui X există o funcțională liniară f pe X 
astfel ca f(x) = piro) și f(x) < plx), Vaze X. Tot din t.H.B. se deduce urmă- 
toarea propoziție: dacă X este un spațiu liniar real, E un clin în X, p o func- 
ţională subliniară pe X iar q o funcțională supraliniară pe E astfel ca gy) s 
< (9), Yy € E, atunci există o funcțională liniară f pe X astfel ca f(x) < p(x), 
Vas X şi g(y) < f(y), Yy € E. Dacă X este un spațiu liniar (real sau complex), 
p a seminormă pe X iar fọ o funcțională liniară definită pe un subspațiu liniar Xa 
astfel ca | fa(z) | < p(x), Vxe Xo, atunci f se poate prelungi într-o funcțională 
liniară f pe X astfel ca |f(x) | < pix), VxeX. (BC) 

teorema Hille-Yosida-Phillips v. grupuri de operatori 

teorema imaginii v. spațiu tangent 

teorema imersiei locale v. spațiu tangent S 

teorema Krein-Milman v. punct extremal (al unei mulțimi convexe) 

teorema Lebesgue-Nikodym v. teorema Radon-Nikodym, măsuri definite 
prin densități, măsuri Radon definite prin densități 

teorema Lebesgue-Radon-Nikodym v. teorema Radon-Nikodym, măsuri 
definite prin densități, măsuri Radon definite prin densități 

teorema iui Abel v. divizor, serie de puteri 

teorema lui Alexandrov v., măsură regulată 

teorema lui Baire (pentru funcţiile de prima, clasă) O funcție f : R” > R 
este de prima clasă a lui Baire dacă și numai dacă mulțimea punctelor sale 
de discontinuitate în raport cu orice mulțime închisă este o mulțime de prima 
categorie Baire. (S.M.) 

teorema lui Beppo-Levi Fie (7, T, u) un spațiu cu măsură și {Up} n un şir 
de funcții p-măsurabile (i.e. Y-măsurabile) pozitive Uş: T = R}. Se presu- 
pune că (Up) este un șir crescător şi fie U: TR, funcția limită, fe. U(t) = 


= lim Ua(t) = sup Ua(4) pentru orice tin T. Avem im (Ux dg = sup fv» du= 
kád Ei n n 
-|v du. O altă variantă este următoarea: Fie U: T >R} suma șirului 


oD 
(Un) m ie. U(t) = Ẹ) Ual) pentru orice t în T (v. și funcție de mulțime). 
câ l 

3 


Avem | U du = fon du. (I. C.) 


TEOREMA LUI BOCIINER 430 


teorema lui Bochner v. tub, înfășurătoare de olomorfie, funcție de tip 
ozitiv , as | 
P teorema lui Borel Pentru orice familie {cu}, e (N u (0))n de numere cyeR, 


există o funcție fe C“(R2) astfel încît Ta D*f(0) = ca, ae (N u 103). 
a! 


stă teoremă a fost generalizată de Whitney după cum urmează: a 
pt de prelungire a lui Whitney. Fie U o submulțime deschisi a lui Ra 
A o submulțime închisă a lui U și, pentru orice ge (N U (0) „fa o fanor 
reală continuă pe A. Pentru existența unei funcții fe CU) astfel incit 
DE JA = fa pentru toți ae (N u 404)” este necesar şi suficient ca, pentru 
orice pe N şi orice compact K c A, să avem 


— yb 
fala) = y AE g -+ o(| æ — yi”) 
eize Bl 


uniform pentru z,yeK şi |x- yl >90. 
Am folosit următoarea notație: fiind dată o funcție reală sau complexă f 
definită pe o submulțime X a lui RP, un punct qe X și un număr peN, 
se scrie f(x) = o(| x — a |?) pentru xex și | —a|— 0 dacă există o tancție 
reală pozitivă e pe X astfel încît e(x) — 0 cînd x ->a și astfel încît į f(x) |S 
< e(x) |x — a |P pentru orice xe X. {M.J-) 

teorema iui Brouwer v. teorema de separare Jordan-Brouwer 

teorema lui Day v. spații L? 

teorema lui Carathéodory v. măsură exterioară f ; 

teorema lui Cauchy pentru funcții olomorfe Fie D o mulțime deschisă 


din planul complex C, f:D-Co funcţie olomoriă pe D și à, p drumuri 


rectitficabile și bmotope în D. Atunci j Í =Í 7. În particular, dacă A este 
y 


un drum rectificabil închis, omotop cu zero în D, atunci y j=0. Dacă D 


este un domeniu simplu conex, atunci ( f = 0 pentru orice drum rectifica- 


bil și închis în D (v. și funcție olomorfă (de o variabilă complexă)). (GA.Gr.) 
teorema lui Choquet v. mulțime universală măsurabilă 
teorema lui R. Cristescu v. integrala Hellinger Ă 
teorema lui Dini v. şir de funcţii, serie de funcții , l 
teorema lui Dolbeault v. formă diferențială (pe o varietate comriexă) 
teorema lui Egorov v. tipuri de convergență folosite în teoria măsurii, 
funcţii și mulțimi măsurabile (în raport cu o măsură Radon) 
teorema lui Freudenthal v. spațiu reticulat cu unitate 
teorema lui Fubini v. măsură pe spațiu produs, măsură produs î 
teorema lui Fuchs vi punct singular (al soluției unui sistem de ecuații 
diferenţiale) i , i Ne 
teorema lui Grauert v. problema lui Levi, varietate Stein i 
teorema lui Hartogs v. funcție olomorfă (de mai multe variabile complexe} 
teorema lui Hilbert a zerourilor v. spațiu C-analitic i 
teorema lui Holmgren Fie P(,Dz) un operator diferențial liniar cu coefi- 
denji analitici într-o mulțime deschisă Q e R”. Fie E o hipersuprafață de 
clusă CI în Q, care nu este caracteristică în nici un punct față de P(x, Da) 


431 TEOREMA LUI TAYLOR 


şi care imparte Q în două părţi Q4, Q. Atunci există o vecinătate œ a lui > 
avind proprietatea că orice distribuție u, soluție a ecuației P(x, Dau = Q 
în Q, care se anulează în Q, (sau în Q) se anulează și în o. Condiţia de 
analiticitate a coeficienţilor și faptul că ŞI este necaracteristică pentru P sînt 
esenţiale. Dacă una din aceste condiții nu este verificată concluzia, teoremei 
este falsă. (G.G.) 

teorema lui Kakutani v. reducerea la integrarea pe spaţii local compacte 

teorema lui Kluvanek v. măsură vectorială 

teorema iui Knowles v, mulțimea valorilor unei măsuri vectoriale 

teorema lui Iuratowski v. operator de închidere 

teorema lui Lindelöf v. bază pentru topologia 7 

teorema lui Lindenstrauss v. proprietatea Radon-Nikodym 

teorema lui Liouville v. inegalitățile lui Cauchy 

teorema lui Luzin v. măsură regulată, funcţii şi mulțimi măsurabile (în 
raport cu o măsură Radon} 

teorema lui 5. Marcus v. atom al unei măsuri 

teorema lui Montel v. funcţie olomorfă (de o variabilă complexă) 

teorema lui Morera v, funcție olomorfă (de o variabilă complexă) 

teoreina lui Pettis v. măsură vectorială 

icorema lui Plancherel v. funcție de tip pozitiv 

tecrema lui Pontriaghin v, grupul caracterelor unui grup comutativ 

teorema lui Rademacher v. mulțime nemăsurabilă 

teorema lui Radó v, functor, suprafață riemanniană 

teorema lui de Rham v. formă diferențială (pe o varietate diferențiabilă) 

teorema lui Ribakov v. continuitate absolută 

teorema lui Rodrigues v. polinoame ortogonale 

teorema lui Rolle Fie f reală continuă pe [a,b] și derivabilă pe (a,b) și 
fie f(a) = f(b}. Există a< E< b astfel încît f'(ă) = 0 (varianta clasică). 
Fie f constructiv diferențiabilă pefa, b] și fie f(a) = f(b). Pentru orice g> 0 
există, + constructiv în [a,b] cu proprietatea |f'() | e, derivata fiind aceea. 
din definiția diferențiabilităţii constructive (varianta, constructivă). (5.M.) 

teorema lui Rouché v. principiul variaţiei argumentului 

teorema lui Sard v. spaţiu tangent 

teorema lui Sega! v. măsură localizabilă 

teorema lui Stegall v. proprietatea Radon-Nikodym 

teorema Iui Stokes v. integrare pe o varietate diferențiabilă orientată, 
integrare pe o varietate riemanniană orientată 

teorema lui Stoilow v. functor, transformare interioară, Suprafaţă rieman- 
Diană de acoperire 

teorema lui Taylor (constructivă) Fie f de (n + 1) ori diferențiabilă construc- 
tiv pe intervalul Z, Fie e o constantă pozitivă şi fie a, b puncte din Z. Există ø 
cu proprietatea min (a, b} ss c <$ max (a, b} astfel încît 


Jom (0) 
= TA 


n 


l 
|? (b — c)” (b ~ a)| < s, 


unde 


n k 
fa) P 
R = f(b) — r = b = at, 
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Dacă f este indefinit constructiv dilerențiabilă pe I= {@— c, a+c} 
g rafa 
astfel încît pentru orice 7 în (0, c), —— -~> 0 pentru n — co pe I, atunci din 
t.T. rezultă că scria Taylor $(/W(a)/n!) (x — a)" converge către f pe 
S.M.) l 

teorema lui Tictze v. Spațiu normal 

teorema lvi Tihonov v. Spațiu topologie compact 

teorema lui Tonelli v. măsură pe spațiu produs 

teorema lui Ubl v. mulțisnea valorilor unei măsuri vectoriale 

teorema lui Ulam (privind extinderea măsurilor difuze) Se consideră 
mulţimea. tuturor numerelor ordinale strict mai mici decit primul ordinai 
nenumărabil, Cardinalul acestei mmiţimi se notează cu H. Se arati că N 
este primul clement al mulțimii bincordonate a tuturor numerelor cardinale 
strict mai mari decit p cardinalul molii; nwnerelor naturale. 7 poleze 
continuului afirmă că N, =: 6, uade È este cardinalul mulţimii numerelor 
reale. Fic T o mulțime nevidă şi E un clan de părți ale hi F cu pr oprietatoa 


că pentru erice i din T avem ţie E. O măsură numărabit aditivi u : @ = R, 
se numeste măsură difuză dacă u) = 0 pentru orice £ din T. 
T.U. Dacă T este o mulţime de cardinal N atunci nu există pici o măsură finită, 
difuză și nenulă u: P(T) — R, (unde P(T) este multimea părților lui T). (7.C.} 

teorema lui Urison v. spațiu normal 

teorema lui Weierstrass v. funcţie oiomorfă pe o coroană circulară, funcție 
întreagă 

teorema lui Zorn v. mulțime ordonată; axioma alegerii 

teorema Luzin-Menșov Fie EcR măsurabilă Lebesgue și fie X o parte 
închisă a lui E astfel încît orice punct din X este punct de densitate peniru Æ. 
În aceste condiții există o mulțime perfectă P, X c PeR, pentru care orice 
punct din X este punct de densitate. (5.M.) 

teorema Mackey-Arens wv. sistem dual de spaţii liniare 

teorema mare a ini Picard v, funcție olomorfă pe o coroană circulară 

teorema Markov-ltakutani Fie X un spațiu liniar topologie separat, E o 
submulțime convexă, și compactă a lui X şi OP o inulțime de operatori afini 
şi. continui definiţi pe E cu valori în E asticl ca U,U, =: U, U,, oricare ar fi 
U, Use W. Există atunci un element ae £ astfel ca U(a) == a pentru orice 
Ue. {R.C.) 

teorema mediei v. functie olomorfă (de o variabilă complexă), funcție 
armonică 

teorema mică a lui Picard v. funcție olomorfă pe o coroană circulară 

teorema meonodromiei v. prelungire analitică 


teorema muchiei clinului, teoremă de prelungire analitică, pusă în evidență 
de Bogoliubovy în legătură cu studiul relaţiilor de dispersie. Versiunca lu: 
Bogoliubov este următoarea: Fie D} un clin deschis din R”, F, == —- pi (prin 
con se înţelege o mulţime invariantă la omotetii reale pozitive) T(P} res- 
pectiv T(I,) tuburile de bază Ti respectiv P, (ie. P(Dp) = R” x ilk, k = 1.2): 
« o mulțime deschisă din R” iar Q o vecinătate complexă a sa. Fie de asemenea 
fke ORQ n T(Tp)), k = 1, 2, două funcţii olomorfe, avînd aceleasi valori la bord: 

lim č f(s +iy)= lim f(x tiy) (convergenta fiind uniformă, în raport 
vO yer y> yera 
cu y -= 0, pe fiecare mulțime compactă din Q N T(Tp)) Atunci existi, o mu- 
tine deschisă Q’ c Q independentă de f, f, și o functie olomorfá 7 în 4% astie? 
tucit f =: fy în Q n T(E) k= 1,2, deciare loc prelungirea analitică în jurul 
„mmchici” comune pe care sint definite valorile la bord. (Un analog clasic al 
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acestui rezultat în C? este o teoremă de prelungire a lui Painlev€.) Dacă se 
consideră valori la bord mai generale, de pildă, ca distribuții, sau, mai general, 
sa hiperhuncţii, ceea ce reprezintă generalizarea, naturală și cea mai cuprin- 
zătoare, se obține un enunț analog, dar în care figurează mai multe clinuri. 
Enunţul general se datorează lui Martineau: Fie [,,, 


, T'ẹ clinuri deschise şi 

propri, e. Dyn T= Ø, unde LE este mulțimea ce se obţine din [P prin apli- 

. antipodală aiki -> (x, ič). Fie e; funcții olomorfe pe Q n T(F;) 
N 

astfel încît `y boj = 0, nnde bp; este valoarea la bord a lui q în sensul 

=l 

tiporfuncțiilor (v. hiperfuneție). Atunci există oz, olonupfe pe ON (F(IZ N 


ca: 


N 
. . ti k, > . . 
N T(Z)) pentru orice j = 1, ..., A astfel încit pj = $, Qj, p pentru orice 3 și 
qi, pe — Ọpa pentru orice j, k. În această variantă mult mai generală. 


orema admite o demoustraţie mai simplă și mai conceptuală, utilizind 
esențial legătura, între noțiunea de valoare ja bord și spectrul singular a) 
ici hiportuneţii (v. hiperfuneții). Această teoremă are importante aplicaţii 
în analiza complexă. În Jiteratnra de specialitate este cunoscută sub de- 
numirea. de teoreme «Edge ofthe Wedges {G.G.) 

teorema Poincaré-Yolterra-Radó v. funcție analitică globală 

teorema Radon-Mik oiym Se consideră T o mulțime nevidă și C un clar 
de părți ale lui T. Notăm cu I corpul numerelor reale sau complexe. 


T.R.N. (varianta. pozitivă), Fis u, m : = R, _două măsuri numărabil aditive, 
Se presupune că măsura E este localizabilă şi are proprietatea submulțimi 
finite (ceea ce se întîmplă, în particular, dacă p ceste total o-finită, v. măsură 
localizabită). Dacă x este absolut continuă în. raport cu p, atunci există c 
funcție u-măsurabilă f: PR, astfel încît pentru orice A din L(g) = 
= (Be |u(B) < co) arem echivalența: A e B(m) œ fpa este u-integrabilă, 


$, 7 ūp 


T.R.N. (varianta scalar pozitivă). Fie u : € => R, şi m : E — P măsuri numă- 
rabil aditive, Se presupune că u este AN E. şi are proprietatea, submul- 
țimuii finite și ma este absohit continuă în raport cu p (în sensul că |m | este 
absol ţ ni ' este modulul măsurii m). Atunci 
există o leo f:T =F care este Loca) u-integrabilă şi are proprietatea 


În plus, în acest caz avem în(i) 


că m(A) -$ f du pentru orice A din S(|m |). Funcţia f este p-integra- 
4 


bilă dacă şi numai dacă m este mărginilă, 

TRN. (varianta scalară}. Fie m, n: — PT măsuri numărabil aditive. Se 
presupune că, |u | este localizabilă și are proprietatea submulţimii finite 
i m este absolut continuă în raport | cu p (in sensul că |m | este absolut con- 
tinuă în raport cu | u |). Atunci există o funcție local | p. |-integrabilă / : T > r 


care are proprietatea că m(4) -f f du pentru orice A din X(im}} 
4 


á 
În general, funcția f nu este unic determinată dar dacă și altă functie g are pro- 
prietățile lni f rezultă că f(t) = gë) cu excepția unei mulțimi local | | e pneglija- 
bile. Dacă E oste algebră şi | u | este total o-finită, putem alege funcția f măsu- 

rabilă în raport cu tribul generat de 0. Funcţia f se numește derivata Radon- 
Nikodym a lui m în raport cu u. Așadar, schematic î.R.N. sc prezintă astfel: 

m << um = fu (v. continuitate absolută, măsuri definite prin densități). 
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in cazul particular cînd p este măsura Lebesgue pe un interval T c R, iar f 
este derivata Radon-Nikodym a lui m în raport cu u, se obișnuiește să se 
scrie m = fdy sau m = f(x)dx. Similar, dacă p este măsura Lebesgue n-di- 
mensională peo mulțime măsurabilă Lebesgue T c R?, scriem m = f dx sau 
en = f drda «m. dim ete. T.R.N. mai este cunoscută sub numele de teorema 
Lebeseue-Radon-Nikodym sau teorema Lebesgue-Nihkodym. (I. C.) 
teorema reziduurilor v. reziduu, suprafață riemanniană 
teorema Rieffel-Huff-Davis-Phelps v. proprietatea Radon-Nikodym 
teorema Ricmann-Roch v, divizor 
teorema Schauder-Tihonov Dacă X este un spațiu local convex separat 
îar E o submulțime convexă şi compactă a lui X, atunci orice operator 
continuu U:E — E are un punct fix, ie. există un element Xp€ E astfel 
că U(x) = xo (R.C). 
teorema Sierpiúski-Erdös v. principiul dualității fatre măsură și categorie 
teorema Stone-Weierstrass Fie T un spaţiu topologic compact şi CRIT) 
algcbra Banach a functiilor reale continue definite pe T (cu operaţiile şi norma 
obișnuite: || x || = max fl a(0)| Jte T} xe CP). Dacă, Y este o subal- 
gebră a algebrei Ch (7), care conţine funcția identic unu și care separă punc- 
telo lui T (ie. dacă ż, fe T şi ti Æ f, atunci există ye Y cu yE Æ yiia), 
atunci Închiderea lui Y coincide cu CRIT). Din această teoremă se deduce 
cá dacă Y este o subalgebră a algebrei Banach Colt) a funcțiilor complexe 
continue pe T, dacă subalgebra Y conține funcția identic unu şi separă punc- 
e lui T, iar din ye Y rezultă je Y (unde g este conjugata lui y), atunci 
siiderea lui Y coincide cu Colt). (R. C.) 
teorema submersiei locale v, spațiu tangent 
teorema valorii proprii v. teorie ergodică 
teoreme de tip Paley-Wiener, rezultate care leagă creșterea, transformatci 
Vouricr-Laplace a unei distribuții cu suport compact de mărimea suportului. 
Mai precis: 1) O funcție întreagă U(X) este transformata, Fourier-Laplace a 
anei distribuții cu suportul conţinut în bila închisă de rază R, flx] S K} 
dacă şi numai dacă există constante C și N astfel încit 


LU) | C(L] EDY eRiimzl; 


2) O funcție întreagă U este transformata, Fourier-Laplace a unei funcții 
indefinit derivabile cu suportul în bila, {fix |< R} dacă şi numai dacă 
pentru fiecare întreg k există o constantă Cy astfel încit 


LUE | S C + GE elm g], 


În cele de mai sus am numit transformată Fourier-Laplace a unei distri- 
buţii « cu suport compact, prelungirea analitică la întreg C? a transtformatei 
Fourier a lui u, definită de 4(£) = ug(e—i < s, E>), Enunțarile de mai sus pot 
îi precizate utilizînd funcția de sprijin a unei muițimi convexe compacte şi 
caracterizind cu ajutorul său creşterea transformatei Fourier-Luplace a unei 
distribuții avind suportul conținut în mulțimea convexă respectivă. Sub forma 
prezentată, enunțurile aparțin lui I. Schwartz. Enunţul original al lui Paley- 
Wiener se referea doar la caracterizarea, transformatei Fourier-Laplace a 
unei funcții de pătrat integrabil cu suportul compact din R. (G.G.) 

teoremele A și B aie lui Cartan v. varietate Stein 

teoremele de aproximare ale lui Weierstrass Dacă f este o funcțic reală, 
continuă pe intervalul real [a, b] închis și mărginit, atunci există un şir (Pa) 
de funcții polinomiale care converge pe Ja, b] uniform către Í (prima teoremă 
Je aproximare a Ini Weierstyass). O Cemenstratie constructivă a acestei teo- 
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reme, in sensul obținerii efective a unor polinoame Pa cu proprietatea indicată 
a fos: obținută, de S. Bernstein. Polinoamele sale au expresia 


Bala) = $ CRU — xika) 


ideratiile făcîndu-se pe intervalul [0, 1]. O generalizare a teoremei ivi 
ip a fost obținută de M. H. Stone (v. teorema d ea 
Dacă f este o funcție continuă pe intervalul [0 27)] şi (0) al | Ca ia 
există un şir {Ta} de funcţii polinomiale trigonometrice care Da A unda 
pe [0,21] către funcția f (a doua teoremă de aproxima? a lui $$ 
(Un polinom trigonometric Tnx) de ordin n are forma 


a . Ea „e 
-t + ay cos x + ba sin t. + ap cosx + ba sin x.) 
2 


Dintre toate polinoamele trigonometrice de ordin n, cel care dă cea pa buna 
aproximare în medie pătratică a unei funcții f integrabil Pe E am 
: , ii 

este polinomul Fourier Fa(x) de ordin pal lui f pe I y 
coeficienți sînt dați de formulele lui Fourier: a = N f(x) cos îz dx, 

27 ; ; 
b = =E | fi sinixdx, sisu. (S. M.) 

T Jo 


bi 


i i ri ? tamentul raportului & 
t ele lui I/Hopital caracterizează comportar 1 c i 
două Junii derivabile f şi g intr-un punct în cate f și g i E A IS 
i infini i i două funcții reale să 
zero sau una tinde la infinit, Fie f și g ancții r A 
derivabile pe intervalul Z = (a, b), g'(x) 4 0 pe I. Fie Mı el a 
în lim f(x) = lim g(x) =0 pentru z—b. Fie H, ipoteza lim lg(a) | F 
= + œ pentru x- b. Dacă este îndeplinită una oarecare dintre ipotezele 
H, și H,, atunci 


; '{x) 
Bi a as aa Baa ap e 
ee a a a ela). se ala) 


Rezultă de aici că: Dacă raportul f'(x)/g'(2) are urit m b, anui mpera 
imită î si cele două limite sînt egale. Aceast: afir- 
sa Ai dna inta che i I/H6pital, care se enunță de obicei 
ie conține teoremeie clasice ale lui L’Hôpital, c se enunţ obi 
pl ear cum are loc ipoteza H sau ipoteza H,. in varianta člasiçă, 
H este înlocuită cu ipoteza mai restrictivă: lim giz) = lim f) F To 
entru x = b. Reciprocat. L'H. nu este valabilă; din faptul că is pd ji 
kre limită în b nu rezultă că raportul f'/g' are limită în b. Teoreme simi are 
se pot da pentru limita la dreapta în a. Uneori, pentu die Alea dia 
i i a mai mu 
i ii limitei raportului f(x)/g(x) este necesară aphcarca de 
Pi aer at pâna a sie a un număr natural n n care fn cina 
ivate d i e lui igi tul considerat are limită; va- 
ivatelor de ordinul n ale lui f și g în punc C iimik S 
til acestei limite va fi și valoarea limitei raportului fie. Ex.: fi) = a R - 
— x2 cos x, g(x) = 22 — sin? x; limita raportului fjg în origine este egală ca 
zero. În alte cazuri, se poate întimpla ca raportul derivatelor de iu 
să nu aibă limită, pentru nici un număr natural n; m această uta EB, 
icabi i i ii le definite pe intervalul rea) . 
nu este aplicabilă, Fie f și g două funcții rea. F E i 
si fie a Sa punct interior lui Z. Dacă f(a) = g(a) = 0 şi dacă derivatele 
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dreapta f 


si pf le lui i ei cir 
ŞI ga ale lui f şi g există, 
raportul 


e ei ua ui sint finite în a şi g (e) 0, atunci 
g admite tă la dreapta î iar a stă limită 
lajala Si unită a dreapta în a Ar această limită este egală cu 
{8a}. EA Jir) = a? pentru x rațional, f(z) = 0 pentru x irațional 
44%) == sin x. Raportul f/g are în origine limita egală cu 0. (S. M.) i 
teoria disiriluţiilor v. distributie 
i n potentialului, domeniu fundamental al analizei matematice născut 
TRES emele ma matice ridicate de studiul legii gravitatiei a lni Newton 
p care este legată de numele lui Laplace, Lagrange, Poisson, Green si Gauss. 
pc ri tii Și CE. Gauss se datorează denumirea de potențial ' Ganss a 
fos nople APTE o fra Pe E oN 3 i : i q 
o: gi a ad, 4 remarcat că metodele t.p, se pot aplica la o serie de alte 
probleme ale fizicii matematice, Fi ; i i 4 
pa KA en fricii matematice. Fie Q = Qt un domeniu relativ compact 
RH, GO = S o varietate fără frontieră, si Q= = RIN (Q+ y S). Fie apoi 


= mm e AICI cop 
ai 2x] 

Următoarele integrale, consi- 

fundamental în teoria potenti- 


ELI 3 
solu di a ey E O an ” : LA x ` 
soluția fundamentală a operatorului lui Laplace Au = J A 


- 2al? P([2) este aria sferei unitate în R». 
derate ca functii de zen, joacá un rol 
alului: 


[zi 


e()Etz, y) dy: \ uE y) asiy | vo) E 1549) 
N s {y} s (y) any T(x, y) dS(y). 
Ele se numesc, re 


i se pectiy, potentialul de volum (de densitate 9), potențialul de 
apt y, T OTE Toa > 6 PPE 3 s z gi 
simplu strat (de densitate u) și potentialul de dublu strat {đe densitate v); aici 
ie Not N Del sar atit tai 2 i 
ny este normala exterioară la 5, iar F — derivarea după normala exterioară 
Cy î 
T. ~- . yoa 
importanța acestor potențiale constă în faptul că prin intermediul lor se pot 
reprezenta, soluțiile problemei lui Dirichlet (sau ale problemei lui Neumann) 
pentru ecuația lui Laplace (sau ecuația lui Poisson). Dacă & este o funcție 
de clasă C? pe O e zi 4 C? i e 
ii clasă C? pe Q, cu AQ varietate de clasă C?, atunci are loc formula hai 
areen: 


l xeQ=0Qt, 
unde g(x) = 1/2, xe ðQ, 
0, xe 9. 


i.e. saltul la trecerea prin S a potențialului de dublu strat. 
-dacă funcția ® este armonică, 


SSE. 2 
reprezintă — — E(x, y) dS, 
20 ny 


i În particular, 
se obține reprozentarea lui Ọ ca o sumă de 
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potenţiale de simplu si dublu sira 


nā ca densit reg- 
pectiv v(p) =- — u(y) Punctul central al teoriei (clasice) a potențialului 
îl constituie studiul problemelor Dirichlet si Nenmmenn (v. proier kui 


Dirichict, problema lui Negrmeonn Dacă metoda potentiselor (de. cñuntarea so- 
laiici sub formä de potențial») poate furni cazul domeniilor cu 
frontieră seguiată, penmi dæmenii mai "genera, lucra nn mai este 
posibil după cum au arătat S. Zaremba, EI, Lebesgue. Studial existenței 
şi unicităţii soluției problemei În Dirichlet pentia domenii cât mai generale 
a fost efectuar ca ake metode, < at dei lantă fiind meteân Perron- 
Astfel ] dacă (dc R” este un domeniu 

compact arliirar, jar ọ nofie continvă arbitrară pe GQ, atenci 
tă o (unică) solutie generalizată J7(2) a problemei jni Dirichlet. Mai go- 


Lo Wiener a 


ral, M. Brelot a arălat că o condiţie ne și saficientă pen- 
uu ca o funcție măsurabilă ve ZQ să fie rezolubilă (ie. să existe 
Hg) este ca o să fie intearubilă bi raport cu misura armonică pe gi. Soluţia 
generalizată Holy) nu are proprictatea că lim Helx) = o(9) pentru orice 
oi 5n 


are lce se numesc regulate, Se 


pe N. Acele puncte peutru care cpalii 
poate arăta, că. mulțimea punctelor regulate este densă în pQ și, mei mult, 
punctele neregulate sint. de capacitate exterioară zero, De metoda lui Perron- 
Wisner sînt legate şi funcţiile subarmenice introduse de F. Riesz, Dorvoltarea 
ip. şi introducerea. unei. serii de concepte, cum sint capacitatea, functile 
subarmonice și cele superarmonice cic,, am condus la constituirea unei not 
ramuri a t.p., teoria abstractă (sau axiomatică) a potențialului ce studiază 
cadrul cel mai general în care poate area loc o teorio rezonabilă a poker- 
talalni. Noţiunea centrală a acestei teorii este csa de spaţiu armonic. Un spații 
armonic este un spațiu local compact X înzestrat cu un fascicol F avind urină 
toarele proprietăți: 1} F(U} este format din funcții u: U ~» R (I deschis arbi- 
irar în X); 2) Dacă U c V a X sînt mulțimi deschise, restricția, cricărci 
țiuni din F(V) la U aparține lui F(U); 3) Pentru orice U mulțime deschisă, 
FIU} este un spaitu vectorial de funcţii continue pe U; 4) F este nedegenerat, 
de. pentru orice xe X există în vecinătatea lui v o fancţie u gin fascioot 
vengá în punctul s. Un astic) de fascicol se numeşte armonic, Pentru ca 
ul să, fie arm se cer fudepliniie preprictăţi suplimentare de câtre 
fascicolului Astfel, în ceca ce priveste convergenta, trebuie să fie 

ă, în funcţie de axiomaticii» utilizate, una din proprietăţile uzine 

q lumi Daver, Dacă un şir local mărginit 


Esi 


ji 
fntoplit A 
toare: 5) Droprietaita 
úe funcții din F, cr 


aparţine fascicoh wietateg de cenaevacuță a li Doob. Dacă functia 
limită v este fin densă ca aparține fascicobalui); 57%) Tro- 
prielatea de convergentă a lui Brelot. Di ta v a unui şir crescător de functi 
din F pe o mulţime deschisă este tă într-un punct x, atunci v aparține 
fascicolutai, Dacă fascicolal F pe X are proprietatea că pentru orice mulțime 
deschisă U, F(U) este un con convex de funcţii inferior scmiconiiuue se spune 
că F este un fascicol Riperarmonie; fascicol! U — FIU) N (— F(U)) este în 
st caz armonic. Existenţa, unui fascicol hiperarmonic pe X permite utilizarea 


metodei Perron pentru a se cbțive sainţia, generalizată a problemei lui Dirichlet 
În plus, trebuie să aibă loc: 6) Axioma rezolubilității. Există o bază de mulțimi 
deschise în Æ pentru care pentru, orice funcție f cu suport compact pe 
gU există în F(U) o soluţie generalizată (în sensul Perron-Wicner) a problemet 


"lui Dirichlet pe U cu data f pe âU; 7) Axioma majorantei, Dacă o funcție 
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înferior semicontinuă u pe U verifică, pentru orice mulțime V relativ compactă. 
Ve U condiţia 


sup (Pe F(U), v(x) $ u(x), xe 2V) = u Su pe V, 


atunci we F(U). Un spaţiu cu aceste proprietăți (sau proprietăţi analoage, 
eventual slăbite) permite construirea unci t.p. Spațiul X = R” şi F fascicolul 
funcțiilor armonice este un spațiu armonic. De asemenea, X = R” şi F fas- 
civolal soluțiilor ecuațici căldurii este un spațiu armonic. Ecuațiile eliptice 
degonerate furnizează alte exemple de spaţii armonice. Există legături pro- 
funde între t.p. și teoria probabilităților, puse în evidenţă pentru prima dată 
de Hant. În teoria axiomatică a potențialului școala românească a adus 
contribuții remarcabile. (G. G.) 

teorie ergodică Fie (X, D, m) un spațiu cu măsură. O aplicație măsurabilă 
T: X >X, ie. THAjey pentru orice A e $}, se numeste transformare carve 
conservă măsura (pe scurt, tem.) dacă pentru orice A e X avem m(T-HA}) = 
= (A). O tem. bijectivä cu proprietatea că și T-t este t.m.c. se numeste 
transjormare invertibilä care conservă măsura (pe scurt, tican.) Pentru orice 
T tem. şi orice 1gp co se pune în evidență operatorul liniar și izometric 


U: 1.?(m) > L.P(0n) care acţionează prin Uri) Pa Dacă T este ti.c.m. 
1 u 2, atunci Um este un operator unitar în spațiul Hilbert L2(50). Pentru 
orice ticam, T şi orice nurvăr natnral n notăm To To..oT = T” (compunere 
de a ori). Seriera TO = lg, unde lyi X >X, (a) = x pentru. orice x 
din X. Vom spune că y este Punct recurent velativ la E şi T dacă există, 
n natural astfel încit T”(x)e E. 

Teorema de recurentă a lui Poincaré (varianta abstractă). Dacă măsura m este 
finită și Fe există o muițime m-neglijabilă M astfel incât orice x din 
ZN M este punct recurent relativ la E şi T (se presupune cå T este t.c.m.). 
Teorema de recurentă a lui Poincaré (varianta topologică). Dacă X este o 
multime deschisă și mărginită, inclusă în RE, iar T: X — X este un homeo- 
morfism, atunci există o mulțime A de prima categorie Baire și de măsură 
Lebesgue nulă astfel încît orice punct x din ANA este recurent relativ la T 
şi orice vecinătate deschisă V e X a lui y. 

Dacă m(.X) = işi Be cu m(£) > 0, putem considera mulțimea, M de mai 
Sus (varianta. abstractă) si definim ngi A — R prin up(x) = œ dacă ze E NM 
ug(%)= cel mai mic număr natural # cu proprietatea T(x)eE dacă ze ENM 
și np(x) = 0 dacă xE. 

Teorema de vecurenţă a lui Kac. Dacă m(ă) = 1 şi T este ergodică, (7. mai 


Bai 
şi 


departe) atunci ng este m-integrabilă și avem í nr(x) dm{x) = 1 


Teorema ergodică medie (varianta abstractă). Se consideră un spațiu Hilbert 

H și U: H — HI o izometrie. Fie P: H -+ H proiectorul pe subspațiul închis 

Y = (ze Hi U(x) = x}. Atunci, pentru orice element x din H, avem 
1 n=l f 

lim 3( Ut (x) == P(x). 

n on 0 

În consecință, cu notațiile de la început, avem 

Teorema ergodică medie. Fie T t.c.m. Pentru orice fe 22(m), există 
1 a 


iim — y fo Ti = z în L'òm) și funcția g este invariantă la T (i.e. g = 


i= 


= go T m-a.p.t.}. 


439 TIPURI DE CONVERGENȚĂ ÎN TEORIA MĂSURIA 


Teorema ergodică individuală. Fie T t.c.m. Pentru orice fe L'(m), 
1 n—i 
lim — 9, fo Tis): = f* (x) 
n A To 


. . ` : * re » E 
există m-aproape pentru orice x din X. În plus, funcția f* este și ea im 


Pl(m) şi f* este invariantă la T. Dacă m este. finită, rezultă că 
n—1 
A y fo Tt —> f* in 2m), deci în particular avem 
n i=0 n 


(p dm = (s dm. 


Jx 

Dacă T este t.c.m. și A € 5, vom spune că A este invariantă la T dacă TA) A 
x A (ie. mulțimea T-I(A) AA este m-neglijabilă). Prin definiție, o tem, 

se numește transformare ergodică (sau transformare metric tranzitivă) nae = Em 
echivalența: A este invariantă la T dacă şi numai dacă m(4) =n sau 
m(XNA) = 0, O tem. T care nu este „crgodică, se numeşte E age its d 
decompozabilă. Așadar, aceasta. înscamnă că există 4,Be z cu n Aa ZA 
AUVB=X şi m(A)> 0, m(B) > 0, astfel încât A si B siut mu timi inva 
riante la 7. Se arată că o t.e.m. T este ergodică dacă şt numai dacă siugu- 
rele funcții măsurabile invariante la T sînt funcțiile constante ma pit: a 
T ergodică, putem preciza rezultatul din teorema ergodică individuală. în 


acest caz, dacă m este și finită, rezultă că f este epală m-ap.t. cu 


Și dm, iar dacă m{(X) = œ, atunci f* = 0 m-apit, 
m(x) . sy . x: SI 
Teorema valorii proprii. Se presupune că m este finită. Fie T t.e.m. iai 
T este ergodică dacă și numai dacă 1 este valoare proprie simplă pentra 
operatorul unitar Up: 12(m) — Lpa}. Dacă T este ergodică, toate valorile 
pesoni ale lui Up sint simple şi ele formează un subgrup al grupului multi- 
icati eCcilzi= |. A dci 
ii je k = 2 a = iale măsurabile Lebesgue ale lui R, m = măsura 
Lebesgue. Aplicația (care este 7.î.c.m.) TIR>R T{x) = x+ 1 nu este 
crgodică 2 X=; B = părțile lui Z, m = măsura, cardinal dată de 
m(t) == ] pentru orice i€ Z). Aplicația =: st ce a i na edr 
= i 4 1, este ergodică. 3° X = (zel zl=l, -= A, = IB] 
: î imi ă € ale lui R? identificat 
Be), unde % sînt mulțimile măsurabile intii a E ui N ip 
cu C. Măsura probabilistică 1: J, —[0, 1] se definește prin m(A) = = > 
i J; Te 2 Ca ui pg 
unde ? este măsura Lebesgue pe R şi U(E) =: A. Am notat U: [o, 2r] X, 
U(t) = c", Aplicația (care este t.icm.) Te: X > X se defineşte prin Tele) = 
= ca. Aici ce X este fixat. Se arată că Te este ergodică dacă şi numai dacă 
există n natural astfel încit c” = 1, (7. C.) S i "i 
ci tipuri de convergenţă folosite în teoria măsurii Vom considera un spațiu 
cu măsură (T, 7, p). Prin X vom nota: a) sau un spațiu Banach normat cu 
norma x — |], în particular X = R (sau C) normat cu modulul obișnuit; 
A . Sr aa $ tin w Ps = > 00). De 
b) sau dreapta reală încheiată R (se admite că | — oœ | = | oo | = 
e Se să considera un şir generalizat de funcţii măsurabile notat 
Faja A (sau mai simplu, (f3)8 dacă nu mai specificăm mulțimea, dirijată de 
ia dea A), unde fa: T = X pentru orice 8în A. În particular, se ai con 
sidera şiruri de funcții {fa} ney (sau (/n) n), mind A = N. În fine, iie ṣi f: T — 
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o funcție u-măsurabilă. Vom spune că șirul generalizat { Jò} conucrge la f u-a. pt. 

(este un șir generalizat convergent la f u-a.p.t. sam este un șir generalizat conver- 

genl la f apt. în vapori cu u) dacă: există o mulțime u-neglijabilă M c T 

cu proprietatea că pentru orice z din TN M aver fèlt) —> f(t). În cazul cind 
è 


H este o probabilitate, spunem că (Ja) converge la f aproape sigur. Vom spune 
Si {Jajscste un șir generalizat Cauchy (sau fundamental) apd. în raport cu 
p dacă există o mulțime neglijabilă M e T cu proprietatea, că peutru orice 
> 0 si pentru orice £ din TNM există 5, din A astfel încât pentru orice 
„8 din A, 82 Su si 87 > a să avem 


Ldi arte) | < e (sau | fa) — fa) | < e). 


e 
€ 
D7 
(Si 


raport cu i (implicație valabilă cînd f este finită, în cazul X = R). Daca, 
4 este probabilitate vom spune că Dels este Cauchy (fundamental) aproape 
sigur. Vom spune că şirul generalizat fala converge la J în u-măsură (este un 
sir generalizat convergent la f în u-măsură) dacă pentru orice număr strict 20) 
ziliv a avem u(d (a, 5))— 0, unde 4 (a, 5) =E TI | fs) — HE) | za) (san, 
5 
, 


echivalent, Aa, 3) = eT] 736) — 700 |> a). Dacă u esie probabilitate, 
spunem că {Js} converge la f în probabilitate. Dacă, (7) < œ avem impli- 
caja (ralubilă pentru şiruri de functii): (an converge la f p-a.p-t.=> (fan 
converge la f în p-măsură. Vom spune cå {fa} este Cauchy {sau fundamental} 
în măsură, dacă pentru orice a strict pozitiv și pentru orice e strict pozitiv 
există ò(a, e) în A astfel încit pentru orice 5 și 8 în A, 8’ > Sla, e) și ò” > 
= òla, e) să, avem (ze 7 | |Jo(0) — fort) | > a) < s; ticcare din inegali- 
tăţile stricte poate fi înlocuită cu una nostrictă, Avem implicaţia: ifa)a con- 
verge la f în M-măsută => {fèts este fundamental în u-măsură. În cazul cind 
u este probabilitate, vom spune că, 1/8) este Cauchy ( fundamental) în proba- 
vilitate. Avem şi implicațiile (valabile pentru şiruri de funcții): 1) (fan funda- 
mental in p-măsură => există o funcție măsurabil f: TX astel încât 
Una converge la f în -măsură (teorema de completitudine a Lui futi) i 2) (fana 
convergent la f în -măsură =æ există un subşir (0297 al lui (fn) convergent 
ta pap. Se spune ca {fs}s converge la f u-aproape uniform (este un sir 
generalizat convergent la f u-a broape uniform, sau (73)3 converge la Í p-asimptotic, 
san (fa) este un șir generalizat convergent la f p-asimplotic) dacă, peniru orice 
e > 0 există o mulțime u-măsurabilă, F cu proprietatea, că u(F) < e şi astfel 
îucit {fs}s converge în f uniform pe INF. Ultima expresie înseamnă pentru, 
orice A> 0 există (k) în A astfel încit pentru orice ò > (h) şi orice £ în 
TNE avem | fat) — J) |< k. În această definiție presupunem că fs şi f 
sînt funcții finite p-a.p.t. Avem următoarele implicații (valabile pentru şiruri 
de funcții): 1) {/n}n convergent la, f u-aproape uniform => {fn}n convergent 
ia f u-a.pit.; 2) Dacă presupunem în plus că p(T) << o, atunci: (nn conver- 
sent la f p-a.put. => (fala convergent la f u-aproape uniform (teorema lui 
Egorov); 3) {fn}n convergent la f u-aproape uniform =>{fn}n convergont la f în 
p-măsură. Vom spune că, (fala este un șir generalizat Cauchy u-aproape uni- 
form (fundamental aproape uniform) dacă, pentru orice e > 0 există o mul- 
time u-măsurabilă F cu proprietatea că u(F) = e și astfel încît (f5)a este 
uniform Cauchy pe TNF (ie pentru orice h> 0 există 3(2) în 
A astfel încît pentru orice 3 și 5” în A, 5 > (h), 5% > 3(h) şi pentru orice 
2 în TNE avem | for(t) — fan(t) | < h). Se presupune că fs sînt finite u-ap.t. 
Avem implicațiile: 1) (/a)8 convergent u-aproape uniform la J= {fs} funda- 
mental -aproape uniform; 2) { Jn}n Şir de funcții fundamental în u-măsură=> 


Avem implicația: {Js} couvergent mapt. la f= {fs} fundamental in 
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=> există un subşir (fn) fundamental u-aproape uniform. Pentra conver, 
gența în medie de ordin p (i.e. convergența în Piu) sau în LP(u) (7. spatii 
LP, spații PP(u) şi L?(u) (în raport cu o măsură Radon)). (7. C.) 

tonou v. spaţiu tonelat t aN 

topologia convergenței compacte v. spuțin local convex, topologii de con 
vergentă uniformă K i S en 

topologia convergenței mărginite v. topologii de convergenta noora 

topologia convergenței punctuale v. tonologii de convergenţă, uni iei 

topologia convergenței simple v. topologia vagă, topologii de convergență 
Pe aa convergenței uniforme v. topologii de convergenţă uniformă, 
spațiul funcțiilor continue cu suport compart i : 

topologia definită de o muițime de seminerme v. spațiu local convex 

opologia discretă v. tepologie | 

eta generatä de o e i de părți, topologia pentru ai a ue 
time de părți este o subbază. Fie X o mulţime şi «4 o mulțime de pi t te 
lui X. Fie %9 mulţimea întersecțiilor finite de mulțimi din A 7 opolbg/a, gene 
rată de gl este topologia pentru care +% este o bază de mulțimi esse. l opa 
logia t este generată de multimea ef dacă şi numai dacă t este cea mai pupi 
fină topologie (pe X) în care mulțimile din „A sînt deschise. (Gh. Gr.) 

topologia indiscretă v. topologie 

topologia inferioară a ivi R (R) v. funcţie semicontinuă , 

topologia local plină arociată v. spațiu liniar ordonat tepologic ie: 

topelogia local solidă asociată v. spațiu liniar reticulat topologie 

topologia lui Mackey v. sistem dual de spații liniare e 

topologia (0)-mărginirii (pe un spaţiu liniar ordonat X) cea, mai led 
pologie local convexă pe X, pentru care orice mulțime (0)-mărginită es e pi 
uinită topologice. O bază de vecinătăți ale originii pentru t.(0) m. este mulțime 
"tuturor submulțimilor E c X cars sînt echilibrate, convexe ṣi care au pr pon 
tatea: pentru orice submulțime (0) mărginită, d e X există un număr e > i 
astfel ca e4 c E. Dacă X este un spațiu liniar dirijat arhimedian în care 
există un element axial n, atunci functionala lni Minkowski asociată seg- 
mentului (în sensul ordinei) [— v, u} este o normă care defineşte t. (0) m. pea X 
în particular t.(0) m. este, în acest caz, local plină. Dacă X este pa p 
liniar reticulat, atunci t (0) m. pe X este local solidă si este cea mai i pe 
logic pe X care este, în același timp, local convexă și iocal solidă, „Dac Îi ia 
spațiu liniar reticulat arhimedian X există elemente axiale, atunci sony a ea 
cu regulator pentru șiruri de elemente din X coincide cu couvergența n A rea 
Dacă X este un spațiu reticulat local convex care este bornologic (ea. para 
local convex), atunci pentra ca tovologia sa să coincidă cu t.(0) 10. este 
și suficient ca orice semino:mi solidă pe X să fie mărginită pe orice submulținzs 
topologie mărginită a lui X. (R. C.) 

topologia normei v. spațiu tiniar normat 

topologia obișnuită a lui R v. topologie 

topologia obișnuită a lui R” v. topologie produs, distanță 

topologia slabă v., sistem dual de spaţii liniare, conjugatul unui spațiu local 
convex 

topologia slăbită v. sistem dual de spații liniare 

topologia superioară a lui R (R) v. funcție semicontinuă 

topologia tare v. sistem dual de spaţii liniare 


topologia trivială v. topologie 


3 
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topologia vagă Fie T un spațiu local compact, K(T) spațiul făncţiilor 
continue cu suport compact pe T și 9/((7) spaţiul vectorial al măsurilor Radon 
pe T. Pe spațiul OJ((7) se consideră topologia local convexă separată, 
a( (7), K(7)) care se numește t.v. (sau topologia convergenței simple) pe spațiu! 
M{T). Un sistem fundamental de vecinătăți ale Iui 0 în t, v. este dat de mul- 
timile. de forma 


V (fus Ja -ofni 5) = {pe KT) | Jelfa] ss, i= 1,2, m), 


unde f; sînt în K(T) şi e > 0. Aplicația f— ez este un homeomorfism al luă 
T pe le, |te T} cu topologia indusă de t.v, Aici e; este măsura Dirac concen- 
tată în t. (.C.) 

topologie Fie X o mulțime și F o familie de părţi ale Ini X avind proprie 
tăţile: i) X, Be; ii) Intersecţia, oricăror denă elemente din 7 este un 
element din F; iii) Reuniunea oricărei familii de elemente din 7 este um 
element din J. Se spune că 7 penerează pe X o structură topologică t, pe 
scurt o t, Unii autori numesc t. pe X orice familie F cu proprietățile î)-—iii), 
O pereche (X, 7) în care X este o mulțime iar x o t. pe X se numeste spalin 
togelogic. Dacă nu există posibilitatea unci confuzii, nu se mai precizează 
t. şi se spune spațiul topologice X. Orice element din familia F se numeşte mul- 
țime deschisă în topologia = (sau multime t-deschisă) iar dacă nu există posie 
bilitatea unei confuzii, mulțime deschisă. O mulțime V a spațiului topologie % 
se numește vecinătaie a punctului x e X dacă există o mulțime deschisă G 
astfel ca xeG e V. Mai general, V este o vecinătate a mulțimii A eX 
dacă există o mulțime deschisă G astfel ca A e G c V. O submulțime G a 
spațiului topologic X este deschisă dacă și numai dacă este vecinătate pentre 
fiecare punct al său, Fie 7, și t, două t. pe mulțimea X. Dacă orice multime 
va-deschisă, este 7a-doschisă se spune că t. t, este mai fină decit t. =, sau că 
q, este mai puțin fină decit t, şi se notează ty S Ty. Se spune, de asemenea, 
că 7, este mai slabă decit t, sau că 7, este mai tare decît m. Relaţia intro- 
dusă este o relație de ordine pe mulțimea t. (v. şi compararea tepolopiilor). 
T. în care familia mulțimilor deschise este {X, Ø} se numeşte t. indiscrelă sau 
t, trivială pe X. T, generată de P(X), unde P{X) este familia tuturor păr- 
tior lui X, se numește t. discretă pe X. Familia renniunilor de intervale: 
deschise ale lui R generează o topologie pe R, numită t. obișnuită alui R. 
(Gh. Gr.) 

topologie cît Fie (X, =) un spațiu topologic, R o relaţie de echivalență pe 
X, p aplicaţia canonică definită pe X cu valori în X/R. Se numeşte t.c. 
cea mai tare topologie pe X/R în care aplicația, q este continuă, Pentru, 
această topologie se utilizează notația, %. Spațiul topologie (X/R, 3) se numeşte 
spațiu topologic cît. Dacă F este familia de mulţimi deschise din X, atunci 
F = {GIG c XIR, p71(G}e 7} este familia mulțimilor deschise în t.c. O 
mulțime A a lui X se numește saturată în raport cu relația de echivalență. 
R dacă pentrú orice xe A clasa de echivalență a lui y este inclusă în A. 
Atunci Y = fẹ(D) | D deschisă și saturată în X}. Relatia de echivalentă R se 
numește închisă dacă mulțimea {(x, y) | xRy} este închisă în X x X înzestrat 
cu topologia produs. Dacă X este separat, pọ este deschisă iar R este în- 
chisă, atunci (X/R, £) este un spațiu topologie separat. Fie Y un spațiu tepo- 
logic şi f: XJR — Y. Aplicația f este continuă dacă şi numai dacă fo q este 
continuă. Ex.: 1° Fie X un spațiu liniar, p o seminormă pe X, v topologia 
generată de această seminormă, N = p“1(0). Fie pe X relația de echivalență 
Nyx —vyeN. T.c. ps X/N este generată de norma ||ă|l = p(x), ze, 
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ze XIN. 20 Fie X = [0, 2r] cu topologia indusă din R şi pe X relaţia de 
echivalență 


R = f{x, x) | xe (0,27) } U {(0; 27)}. 


Spațiul topologic cît X/R este homeomorf cu {z| ze, |z| = 1} înzestrată 


su topologia indusă din C. 3° Fie X un spațiu liniar normat, Y un sub- 


spațiu închis în X și x ~ y e x — yey. T.c. pe X/Y este generată de 
norma! & || = înt {hx irez} ze X/Y. (Gh. Gr.) WS 

topologie compatibilă cu dualitatea v. sistem dual de spații liniare 

topologie (o)-continuă v. spațiu liniar ordonat topologic 

topologie (w)-continuă v. spațiu liniar reticulat topologie 

topologie finală v. topologie inductivă, EX ȘI 

topologie inductivă Fie X o mulțime, YXijrer o familie de spaţii topolo- 
gice si pentru fiecare ie T fie fi : X; = X. Se numeste tii. (sau topologie finală) 
ge tă de familia (fier cea mai fină topologie pe X in care toate apli- 
caţiile fi stat continue. Dacă se notează cu J; familia mulțimilor deschise 
din Xi, atunci F = {G |fit(g)eT:, Vie! este familia mulțimilor deschise 
în ti. generată de ffiher. În particular, dacă (Y, 7) este un spaţiu topologic 
zi f: Of = X, atunci tii. generată de f se numește imaginea topologiei 7 prin 
funcția f. Topologia cît este nn exempla de astfel de topologie. O funcţie 
g definită pe spațiul X înzestrat cu t.i. generată de îf;)ie r cu valori într-un 
spațiu topologic, este continuă dacă și numai dacă toate funcţiile go fi sint 
continue. (Gh. Gr.) p a i r: 

topologie indusă Tie (X, r) un spațiu topologice ṣi 7 familia mulțimilor 
deschise din X. Fie Y c X. Topologia dati pe Y de familia de mulțimi 
Tag = {Y N Dl|DeY) se numește t.i. pe Y de topologia 7 și se notează 
toj Se mai spune că TY este zestricția topologiei = la Y sau urma topologiei 
pe Y. Orice element din Jay se numește mulțime deschisă în Y. Orice 
submulțime a lui Y, închisă în toy, se numește mulțime închisă în Y sau tojn- 
chisă,. Fie A c Y. Mulțimea A eşte rap-inchisă dacă și numai dacă există 
Fe, F închisă, astfel încît A =F A Y. Punctul ye Y este punct de 
acumulare al lui A în topologia toy dacă și numai dacă y este punct de acu- 
mulare al lui A în topologia 7. Închiderea lui A în ty este intersecția 
dintre Y şi închiderea lui A în X. (Gh. Gr.) 

topologie inițială v. topologie proiectivă 

topologie liniară v. spațiu liniar  topologic 

topologie local convexă v. spațiu local convex | 

topologie local plină v. spaţiu liniar ordonat topologic 

topologie local solidă v. spaţiu liniar reticulat topologic 


topologie produs Fie (X7jeg o familie de spaţii topologice și X = ŢI Xy 


jeJ 
produsul cartezian al mulțimilor Xz. Fie pr;: X — X7 numită aplicația de 
proiectie pe Xp funcția definită prin pry(x) = x}, unde x = (204 eg. Se nu- 
mește t. p. cea mai puțin fină topologie pe X în care toate aplicaţiile pry sînt 
continue. Mulțimea X cu t. p. se numește spațiul topologic produs (al spaţiilor 
Xp. Fie J; familia mulțimilor deschise din Xz. Familia G =! lipr;!(D)| De 
ej 
e 77) este o subbază a t. p. Familia D = (E | E = TI G}, Ge, dle], 


jel 
I finită, astfel încît Gy = Xz dacă j 1) este o bază pentru t.p. Se spune că 
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elementele lui sint muljisni deschise elementare în t.p. Aplicațiile pr; sint 


deschise. Spațiul tapologic produs X este separat dacă şi numai dacă toate 


spațiile X; sînt separate. Orice produs de spații topologice cvasicompacte: 
(compacte) este un spațiu topologic cvasicompact (compact) (fcorema lui 
Tihonov). Fie (aajoca un sir generalizat în X şi ze X. Şirul fx} ca con- 
verge către x dacă și numai dacă {pry{xs)}s ea converge către pry(x) pentru 
once jej. Un produs ramäărabil de spații topologice semimetrizabile este 
un spațiu topologie semimetrizabil, Fie Y un spațiu topologic. O aplicaţie f 
definită pe Y au valori în spațiul topologice produs X este continuă dacă și 


numai dacă teate aplicaţiile przo f sînt continue. Fie A — Jd; e TI 4. 


= . jef jej 
Atunci A = [] 4; Fie spațiile topologice X, --., Xa și spațiul topologie produs 
n jeJ 
X= J] Xj Tie x= (xp. za) X şi pentru ficcare aş fie Ysgo bază de 
j=l 


n 
vecinătăţi a ui xg. Famihad [| Vel Vie Brr Y este atunci o bază de vecină- 
i=} 
tăți a hui s Ex I Tie R cu topologia obişnuită și ne. Dacă în RY s-a 
considerat t.p. se spune că R a fost înzestrat cu topologia obișnuită. Familia. 
produselor carteziene de # intervale deschise din R constituie o bază pentru 
t. p. în R?. Orice normă pe RY generează topologia obișnuită a lui R”, Analog 
sæ vorbeşte despre topologia obișnuită a lui (7 dacă pe C s-a considerat 
topologia obișnuită. 2° Fie Xy un spațiu topologie si Xj = Xy pentru orice 
jeJ. Pentru spațiul produs X = |] X; se utilizează notația XI. Un 
jeJ 
sir {/3}]seA de elemente din spațiul topologio produs X converge către 
feX dacă și numai dacă fe(x) = f(x) pentru orice xeX. Tp. se mai mi 
ineşie în acest caz topologia convergenței punctuale, (Gh. Gr.) 
icpologie proiectivă Tie X o mulțime, (Xez o familie de spații topolo- 
gice şi pentru fiecare ie, fi: XX. Se numeste tp. (sau topologie ini- 
jială) generată de familia {fj ez cea mai puțin fină topologie pe X în care 
toate funcțiile fe sint continue. Dacă se votează cu Jq familia mulțimilor 
deschise din Xa, atunci {7 HGi) (Cie 7, de) este o subbază pentru t.p. 
generată de familia {fikez În particular, dacă (Y, v) este un spațiu topalogic 
și fX — Y, atunci t.p. generată de f este topologia în care familia mulți- 
milor deschise este {J -1(G) | G deschisă în Y}. Această topologie se mai numeşte 
și preimaginea topologici ~ prin funcția f. În cazul în care X = [] Xi iar 
iel 

pr; este aplicația de proiecție pe Xg, topologia generată de familia {priez 
este topologia produs pe X. O funcţie g definită pe un spațiu topologie “A 
cu valori în X înzestrat cu t. p. generată de {fijic; este continuă dacă si numai 
dacă toate funcțiile f og sînt continue. Dacă toate spaţiile X; sînt separate 
şi dacă pentru orice puncte distincte x, ye X există de astfel ca fila) Æ 
# fuly), atunci t.p. generată de {fi}hie r este separată, (GA. Gr.) 

topologie unifermizabilă v., structură uniformă. 

topologii de cenvergență uniformă (într-un spaţiu de operatori) Fie X o 
mulțime nevidă, oarecare și Y un spaţiu liniar topologic. Fie F(X, Y) mul- 
țimea tuturor funcțiilor care aplică X în Y. Mulțimea F(X, Y) este un spațiu 
liniar în raport cu operațiile: (U, + Ufa) = Ua) + Val); GU) = 
= AU {x), xe X, unde U,, Ua, U e F(X, Y) iar} aparţine corpului sealarilor 
ivi Y. Fie Q un subspațiu liniar al spațiului F(X, Y) și Yl o mulțime de sub- 
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multimi ale ni X astfel ca U(4) să fie mărginită în Y oricare ar ti Ue 9 și 

A e OH. Fie ) o bază de vecinătăţi echilibrate ale originii în spațiul Y și pentru 

orice A e Y şi W e W să punem H (A, W) = {U e G | U{4) = W}. Mulțimea 
n 


tuturor mulțimilor de forma f) H(4:, Wi) formează o bază de vecinătăţi ale 
i=l 
originii pentru o topologie liniară 7("70) în spațiul Ş, numită topolugia conver- 


gentei uniforme pe OH. Dacă mulțimea “E este dirijată față de incluziune, atunci 


o bază, de vecinătăți ale originii peniru topologia 7(“0) este sistemul HA, W) | 
Ace, Wed. Dacă Y este mulținea tuturor părților finite ale lui X, 
atunci r(Y) ss numeste topologia convergenței simple sau topologia convergentes 
punciuale, Să presupunem acum că si X este uu spațiu liniar topologic cu ace- 
laşi corp al scalarilor ca Y și fie L(Y, Y) mulțimea operatorilor liniari şi con- 
tiuui carc-aptică X în Y. Malţiinea (X, Y) este un subspatiu liniar al spațiului 
E(X, Y} Pentu orice mulțime QZ de submulţimi mărginite ale lui X se poate 
considera în LIX, Y) topologia t( W) a o mvergenţei uniforme pe Yl. Dacă Ml 
este mulțimea tuluror submulpimilor mărginite ale lui X, atunci t(9%) se na- 
meşte topologia convergenței mărginite, Dacă Ml este mulțimea, tuturor sub- 
mulținilor compacte (resp. total mărginite), atuuci =(070) se numește topologia 
convevgentei compacte (resp. topologia convergente total mărginite). Dacă spațiul Y 
este locul convex, atunci pentru orice multime X de submulțimi mărginite ale 
ini X topologia (07) este local conve că P este o mulțime de seminorme 
care defineşte topologia lui Y şi dacă tru orice pe P şi A e M se pune 
se obtine o seminormă pe 


este separat iar Ep este închiderea multimii Æ în spațiul F(X, Y) inzestrat cu 
topologia convergenței simple, atunci Æp este o mulțime egal continuă 
de operatori, Dacă X şi Y sînt spații local convexe iar X este tonelat, 
atunci orice submulțime a lui P(X, Y) care este mărginită in topologia conver- 
genci simpe este egal continuă. {P.C.) 

tepos, o categorie € cu următoarele proprietăți: 1) € este cartezian închisă, 
i.e. are produse fibrate, obiect final e și, peniru orice obiect X din C, func- 
torul Y i-> Y X X de la £ la € admite un adjunct la dreapta; 2) € admite un 
subobiect generic, î.e. există un obicct o e Ê și un morfism e — œ cu proprie 
tatea că, pentru orice monomorfism X — S din C, există un unic morfism 
S a œ astfel încît X = SXge ca obiecte peste S. Noţiunea de t. a fost in- 
trodusă de Grothendieck și ulterior lărgită de Lawhere. (M. 7.) 

traiectorie a unui sistem dinamic, imaginea unei soluții x a sistemului 
dinamic definit de x’ = f(x). Pentru un grup de transformări cu un parametru, 

; i : A i i A 

traiectoria (orbita) nnui punct p este mulțimea {Ti(p)| fe R}. (A. H.) 

traiectorie care trece printr-un punct v. sistem dinamic 

transcendentele lui Painlevé, funcții analitice globale care apar ca integrale 
ale uncia oarecare diu următoarele ecuații ale lui Painlevé: 


1) w” = Gu + z, 


2) w” = 2w? -+ zw -+ a, 
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a w? 5 
3) W = Faa + e2(auw2 -}- b) -F să (a + z] > unde a, bc, dec si b 
sau d #0, j 


N ai 
4 w p a 4 4 awt £, 


2w 2 R 
n „| i 1 w’ (w — 1)2 B 
5 2 Es 
) w w FE a : DEE [æ+ E] 
pryž gp ein, 
z w— 1 
t i 1 1 1 1 1 
6) w Sal t awt 
2 r ra] l-t- 
+ wp teo Dwa Sg 
e 22 — 12 x <A detina 
Ae E Mel) ]: 
(w — 12 (w — a f’ 


unde a, B, y, 5eC. Notăm că, integralele ecuațiilor 1)—4) sînt funcții mero- 
morfe pe C, în timp ce integralele ecuației 5) au puncte critice transcendente 
in z = 0 și z = oo, iar integralele ecuației 6) au puncte critice transcendente 
in z= 0, z= 1 ṣi z= œ. (M.J.) 

„transformare canonică, o transformare Ọ: R?” R?” (R2n considerat ca 
spaţiu fazelor: R” XR" = T*(R2)) care invariază parantezele Poisson. Dacă O 
este canonică, atunci (și numai atunci) jacobianul transformării este o apli- 


i -I 0 

I fiind matricea identitate din R”). T.c. care joacă un rol important in mecanica 
anahtică, generează în mod natural operatori integrali Fourier. (G. G.) 

_7 transformare conformă Fie D și Q două domenii din planul complex C 
Se numește t.c. (sau reprezentare conformă sau izomorfism analitic) a lui D 
pe Q orice funcție olomorfă și bijectivă definită pe D cu valori în Q. Familia 
t.c. ale unui domeniu D pe el însuși formează grup față de operaţia, de compu- 
nere a funcțiilor. Acest grup se va numi grupul conform al domeniului D. 
Grupul contorin al planului complex C este format din toate functiile de forma 
Îi) = az + B, a, BEC, a #0. Grupul conform al discului B = {z | la] < r} 
r?{z — a) 


cație simplectică (4 este simplectică dacă A'JA = ], unde J -[ |: 


este format din toate funcțiile de forma f(z) = A 


= —, unde ae B iar 
7*— ză 


[A| = 1. Dacă D este un domeniu simplu conex, D # C ṣi A = fz] k< 1}, 
e y t.c. a lui D pe A (teorema de reprezentare conformă a lui Riemann). 

.Gr. 

transformare decompozabilă v. teorie ergodică 

transformare interioară, noțiune fundamentală în teoria topologică a 
funcțiilor de o variabilă complexă, introdusă de matematicianul român 
S. Stoilow. Dacă M și S sînt suprafețe topologice, o t.i. de la M la S este o apli- 
caţie e: M — S cu proprietățile următoare: a) q este continuă; b) q este des- 
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chisă, d.e. multimea p(U) este deschisă în S pentru orice mulțime deschisă U 
în M; c) q este O-dimensională în sensul că fibrele lui q sînt 0-dimensionale, 
s.e. pentru orice punct seS fiecare componentă conexă a fibrei q-l(s) se 
reduce la un punct. 

Teorema lui Stoilow. Fie dată aplicaţia e: M — S, unde M este o suprafață 
topologică și S sfera lui Riemann. Condiţiile următoare sint echivalente: 
i) peste ot.i.; ii) Există o structură de suprafață ricmanniană abstractă pe M 
astfel încît q să devină o aplicație olomoriă; iii) Există o funcție analitică 
giobală f şi o factorizare 


k T 
p =xzro h: M —> R —— S, 


unde (R, x) este suprafața riemanniană a lui f şi $ un oọomeomorfism. 
Accastă teoremă a lui Stoilow furnizează o solutie pentru problema caracteri- 
zării topologice a funcțiilor analitice, cunoscută sub oumele de problema lui 
Brouwer. În cazul cînd suprafaţa topologică M este de gen zero, teorema 
tui Stoilow se poate enunta astfel: O aplicație ọ: M — S este o fi. dacă 
și numai dacă e admite o factorizare 


h T 
9 = roh: M —> R —— 5, 


gunde R este o submulțime deschisă a lui S, m o aplicatie olomorfă neconstantä 
şi k uu omeomorfism. (M. J.) 

transformare metrică tranzitivä v. teorie ergođică 

transformare normală (în spații euclidiene), transformare T bijectivă a 
unui domeniu dintr-un plan Our într-un domeniu dintr-un plan Oxy, dată de 
functii x = f(a, v), y = glu, v) continue, cu derivate parţiale de primul și al 
doilea, ordin continue astfel încît jacobianul transformării T nu se anulează 
în nici un punct din interiorul domeniului considerat în planul Ouv. Intervine 
în teorema de schimbare de variabile la integrala dublă. Extensie la spații 
de dimensiune superioară. (5. M.) 

transformare omogtafică, funcție compiexă de forma f(2) = EEF 

cz 

unde a, b, c, deC, ad—bc #0 (dacă ad = bc functia f este constantă). 
Sin.: funcție omografică sau transformare Möbius. Se prelungeşte la C astfel: 


a d 3 
dacă c Æ 0, f(c0) = l — 5) = œ; dacă c = 0, f[oo) = œ. Orice t.o. 
c [și 


este o bijecţie de la la Ù. Orice t.o. se poate obține compunind următoarele 
funcţii: (2) za, acC (translație); o(2) == rz unde re, (omotetie 
de centru zero); r(z) = ei0z, O eO, 2r) (rotație). Se pot folosi şi: s(2) = 3 


(simetrie față de axa reală); iz) = — (inversiune de ceniru zero și modul 1). 
z 


~ 
Compunerea a două t.o. este tot o t.o. Dacă A este un cerc În C, atunci f(A) 
~ : Ă ES A 
este un cerc în Č, pentru orice funcție omografică f (dreptele se consideră 
cercuri cu centrul co și rază 00). Dacă Zj, Za; Za, Za e C, distincte două cîte două, 


Za — 4 „44 — îi P 
4 ——— se numeşte raport anarmonic al numerelor z,, Zg, 23 Za 


atunci 
Zg — Za Z4 — Za 

i se notează (2,, Za, Za, Za). Orice t.o. invariază raportul anarmonic, în sensul 

că: (f) feh Jh a) = Up Za, Za za) Pentru orice trei puncte distincte 
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Zu Ze Za EC şi orice alte trei puncte distincte Vi, Vo, V EC, există şi este unic 
o to. f, astfel ca f{zz) = vj pentru orice fe 1,2, 3} iar f verifică ecuaţia, 


N. 
[tă 


a Z- ži 23 — 2 


Vu Ž— Z% Z= Zi 


Dacă pentru wet are loc Je) == w, se spune că w este punct fix al t.o, f. 


Punctele fixe ale t.o. f sint soluțiile (în C) ale ecuaţiei ez? + (d — az — 5 = Ofa), 
Ecuația precedentă are cel mult două rădă 


Ey ep yy 3 . 
cină în C. Dacă o t.o. are punct fix 
amie în U ca se nrineste paraholică. Dacă c= 0 se spune că t.o. are pe o 


ca punct fix, celălalt punct: fix fiind — 
d —- a 

se spune că to. are punct fix dublu la œo. În acest caz f(z) = 

și f se consideră parabolică. | t.o. f arc cel puțin troi puncte fi xe, dHisiinete 

două cîte două, atunci ca es identitatea si deci dacă două t.o. coincid în cel 

Pafin trei puncte sînt identice. Dacă to. are două puncte fixe distincte 2 

ȘI z, atunci 


dacă a Æ d. Dacă c= Osia d 


Z-k A 


EA em. MEE Aa ata 
J) — z U— Za @ — CZy 
m tă a — cz AA š š 
Numărul X(f) = = Se numește multiplicatorul lui f şi este æ 1 pentru 
a — Ezy 


to. neparabolice, În funcţie de k(f), t.o. ncparabolice se clasifică astfel: te. f 
se numește hiperbolică dacă R(PeR,, a) ti eliptică dacă |k{f) = 1 și 


k(f) e R; loxodromică dacă ZU Æ Isi R(f) ER. {Identitatea este, prin defi- 
niție, o t.o. parabolică.) (Gh. Gr.) 


transformarea Fourier (în R”) Fie u: R” Co funcţie integrabilă în raport 
cu măsura Lebesgue mm. Transformata Fourier a funcției u este functia 
F{u): R” — C, definită prin 


F(u)(x) = (2r)? f e-i<z, Pu(y) dmy), 


unde, dacă y = (o Za cy Xa) Y = (Vp Ya es Yn) sînt în R”, <x, y= 
n 


= y Xe este produsul scalar obişnuit. Notăm că integrala de mai sus 
k=l 

există. Unii autori scriu Fu în loc de F(u). Uneori se defineste transformata, 

Fourier prin 


F(u)(a) = | cri<ă y> ul) dm(y). 


Transformata Fourier inversă a lui u este fu ncția F-(u): R? — C, definită prin 


F-(u)(x) = (mel? | cica, u(y) dm{y). 
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x se crai 7 
O funcție u: R” C se numește rapid descrescătoare la infinit dack e A 
lasă C* şi are proprietatea că pentru orice număr natural % și pentru o 
CNL s 


numere întregi pozitive ay dp, ..., n avem 
atag tan | 
sup (1 -+ |] )E r A Ta (a) | < 0. 
xe e Ixl 2ăn 


E i funcție 
ta ET 2 de x = (fp Xa -o Xn) Orice t 
Aici x = y rol e H Xi e {x - e a 
ii Poll el la infinit este m-integrabilă. Doar cu a ) E elit 
vectorial al tuturor funcțiilor rapid descrescătoare a in it în o$ 
xi > eT litli? este în S(R”). Pentru orice u € SR?) avem F(u) e S(R”) şi A ll 
e S(R2). Pentru orice aj, 8g, ap numere întregi pozitive și orice funcpe 
u de clasă, C* vom scrie 


a ab 
PERLI ET A Xn! 


Pta iny = 


De asemenea, pentru orice număr complex c şi orice a Go, --:, da întregi pozitive 
vom defini funcția (cJ) Lt% a RA a C prin 
(CJ) DID ese (e aaa Xp) ea Oa be Forza ai a Ah 

Atunci, pentru orice 4 şi v din S(RP) avem relaţiile: 

a) DD enota u) = FU — iJ eE 5 u); 

a) DE Aaron p-fy) = FI L ne y); 

D) F(Dar 22 n» an y) = (i ine2 m tnu); 

b) FDL t2 ny) = (ie Ea = E- (u); 

c) F(u +v) = (2r) F (u)F (v); 

c’) F-(u x v) = (2922 F-(u)F-(o); 

d) F(uv) = (27)? F(u} + F{v); 

d) I-(uv) = (2r) ™ F-(u) « F-(o}; 

c) F(E-(u)) = u; 

e) F-(F(u)) = u. 

Pentru o prezentare în cadru abstract (v. transformarea Fourier 


ăsuri Radon)), (Z. C.} , . l 
ici taner ne A pa (pentru măsuri Radon) Fie G un grup local compact 


s, oie i 
şi comutativ cu unitate e. Vom nota cu G grupul Girar terelt lul G ED Ki 
spațiul vectorial al măsurilor Radon mărginite pe G, ai uv ae am, 
pe G. Pentru orice m din O /G), transformata Fourier a luim este funcția f: 


(pentru 


definită, prin fi(u) = \ u(x) dm(x). Aplicația m — se numeşte t.F. În parti- 


cular, dacă fe Li(u) și m == fu. (v. măsură Radon definită prin densități) 
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transformata, Fourier a funcției f este transformata, Fourier a măsurii Radon m 
şi se notează prin f. Cu alte cuvinte, Î.6 >C, fti = ţ u(x) f(x) duir} Re- 


marcăm că dacă f și J’ coincid p-a.p.t., atunci f şi F coincid, deci putem spun 

că f este transformata Fourier a lui f din Li(y). Se arată că entr ori i à 
m din O(G), îi este o funcție mărginită (avem [Milu] < m ij Sente jansa 
din G) şi uniform continuă (peniru orice e > 0 există o vecinătate Va lui 2 


a A pi . a D a [3 . . 
pu N ale oricare ar îi u din G și oricare ar fi v din V avem Jiu) — M (vu) < e; 
e caracterul identic egal cu ! pe G). Pentru orice f din Luu) avem 


» = lim (ee ] = i 
IFA i (YPP, unde fă = fef sf e. + (de n ori). Pentru cele re 
e pg S4 spații PP (u) şi L? (a) (în raport cu o măsură Radon). Să 
i am P = {fe L” (pif este funcție de tip pozitiv) (v. funcție de tip pozitiv) 
e arată că spațiul vectorial generat de Lif) N P, pe care îl vom nota prin 
c5(u), este dens în L(y). Fie atunci, luînd clasele de echivalență, de egalitate 
e alpi S(p) z {iJe S(u)) = L2(u). Rezultă că S(u) este dens în L(a). 
e arată că există o măsură Haar y, convenabilă pe Ĉ, cu proprietatea ele 
toare: pentru orice funcție f din S(u) rezultă că fe L1(y) și avem pentru g- 
aproape orice din G cgalitatea 


a 


fix) = (u J(u) dy(u) (Jormula de inversiune a lui Fourier}. 


Cu acelcaşi notații, avem și 
Tcorema lui Tiancherel. Există o bijecție liniară, şi izomctrică V: L?{p) — L2(y) 


~ X 


a proprietatea că pentru orice Tin S(u) avem V(f) = f (= clasa transformatei 
Fourier f calculată în Z?{v)). Ex.: Vom lua G = R?” cu structura de jud aditiv 
şi măsura Lebesgue drept măsură Haar. Se știe că G este ižormotf eu R” {v 
grupul caracterelor unui grup comutativ). Atunci, dacă f: R? >C este inie: 
grabilă Lebesgue, transformata sa Fourier poate fi definită, luînd un număr 
real nenul a fixat, după cum urmează: ' 


a A A g 
f:G>C, (7 = freno dx = foec y> f(x)dx. 


Identificind pe G cu R” vom considera transformata Fourier a lui f definită 
pe R”, deci 


Îi R” >C, fm = | chca, Y> f(x} dx. 


Pentru a = 1, se obține 
JiR” =C, fi) = (ieor di, 
iar pentru a = — 1 se obține 


ER? >C, A) = | ios dë. 
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A .. > 
de calcul, se consideră transformata Fourier f a unei funcții nte- 


Din rațiuni e 
UC ca fiind definită prin f :R? oC, 


grabile Lebesgue fi RP 
(m) = (2r) "ie [eta ro di. (7.C.) 


în coordonate polare v. integrală multiplă 

transformarea în coordonate sferice v. integrală multiplă 

transformarea Laplace, operator liniar ce constituie un iustrument de 
bază în calculul funcţional. Fie £ mulțimea funcțiilor f: R — C avind propri- 
etăţilc: i) (2) = 0 dacă? < 0; ii) Pe orice interval mărginit din 10, 00) funcţia f 
are cel mult un număr finit de puncte de discontinuitate; îii) Există M, 
1 > O astfel ca |/(£)| s Me% pentru orice t > 0. Cu operaţiile algebrice definite 
punctual, £ este spațiu vectorial peste C și conţine, spre exemplu, funcțiile 
mărginite şi continue pe [0, 00) sau funcţiile de forma t“, et, tex > = 1) 


00 
pe [0, 00). Pentru fe L, funcţia Q(z) =f e-z! f(2) dż, se numește transfor- 
9 


matu Laplace a funcției f. Aplicatia f — b se numește tL. Funcţia È este 
definită şi olomoriă pe semiplanul (Re z> î) e C (unde à este cel din îii)), 
ceea ce, mai puţin precis, se exprimă prin: „definită pentru Re z suficient 
de mare“. Se notează O = L(f) sau f+ 0 sau f.— 0. Analogia unor pro- 
prietăți cu cele ale transformate) Fouricr rezultă din observația că P(s) 
este transformata Fourier a funcției fije T” (2 == a -+ i8’). Formulcle urmă- 
toare sint valabile pentru Re z suficient de marc: 


1) (5 ar) (2) = § LUN), eet, heL: 
j=1 j=l 
2) LU) = e-32L(f)(2), unde pentru s> 0, fii) = Jt s) 


3) Dacă a> 0, fe şi glt) = Jlot), atunci L(e)2) = (Ha) Leia); 
4) L(f)tz) = 2LU)2) — zf00); 


t 
5) a Jo) as) = (1/2) LNE); 


6) LEAR) = -LY (2). (Gh. Gr.) 


transformarea operatorilor diferențiali Cu ajutorul operatorilor integrali 
a celor microdiferențiali se pot reduce operatorii diferenţiali (sau, 
orme standard fără a afecta rezo- 
ularitate ale soluțiilor. Un rezultat 


transformarea 


Fourier sau 
mai general, psendodiferențiali) la anumite f 


jubilitatea lor locală sau proprietățile de reg 
important în această direcție este 

Teorema lui Egorov. Fie a € S? = SQ, un simbol eliptic, o transformare cano- 
nică (v. transformare canonică), iar Fo, respectiv Fa = (Fq)* operatorii 
integrali Fourier asociați lui a şi D. Se presupune că dA: (2, AE) = (An), 
1 > 0, şi că pentru |El = 1, O este o perturbare suficient de mică a operatorului 
identic. Dacă p(y, n) este un simbol din 5%, atunci Și (x, D)=F g- op(y, D)o Fo, 
unde simbolul lui p aparține de asemenea lui S™ și se poate alege a(x, Ẹ) astfel 
încât F(x, E) = po (x, 5) modulo sm, 

Această teoremă are importante aplicații, Astfel, de exemplu, dacă simbolul 
plx, E) este de tip principal (t.e. simbolul principal f(x, É) al lui pl, E) 
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are proprietatea Că Pm(z, E) =0, E Z0, implică grad pm{7, E) £ 0) şi real, 
atunci, local, există o transtormare canonică, ca mai sus, astfel ca p(x, E) = Tu 


Aceasta înseamnă că local studiul operatorului de tip principal p(x, D) s-a 


tă ð i: 
redus la cel al operatorului simplu -——. Operatorii integrali Fourier utilizați 


în această reducere fiind eliptici proprietățile de regularitate ale operatorului 
inițial p(x, D) se păstrează. O astfel de reducere nu poate fi realizată în general 
prin operatori pseudoditerențiali. Rezultate mai puternice se obţin în cazul 
operatorilor cu coeficienți analitici, mai precis, în cazul €-modulelor (v. ope- 
ratori microdiferenţiali). Ca o ilustrare a acestui fapt, fie P(x, D) şi Q(x, D} 
doi operatori pseudodiferențiaii de ordin m, cu aceeași parte principală, și 
astfel ca vectorul gradir, £) P(x, E) să nu fie paralel cu vectorul (0, n). Atunci, 
local, există operatori microditerențiali de ordin finit, inversabili, R(x, D} 
și S(x, D) astfel ca P(x, D) R(x, D) = S(x, D) Q(x, D) (enunț cu totul analog 
teoremei lui Egorov), Mai general, pentru E-module admisibile (fe. E-module 
M care local sînt de forma ER er Te, M fiina un E/-modul, unde cu €7 s-a 


notat tascicolul operatorilor microdiferențiali de ordin finit) ce verifică unele 
condiții naturale privind varietatea caracteristică char A =V și pentru 
care forma, Levi generalizată, are signatură constantă, (2, p) (Dacă V este dat 
de ecuaţiile fi =... = Ja = 0, forma Leyi generalizată, este, prin definiţie, 
forma L(£) = X Ui În) (a, în) EEE, unde Ti În) este paranteza Poisson 
igj, hd 

a funcţiilor fi, fe, are loc următorul rezultat. 

Teorema Sato-Kaskiwara-Kawai. Un sistem M, ca mai sus, este micro ocal 
izomorf cu un sumand direct al unei sume directe de sisteme Mo care în veci- 
nătatea punctului (x, îm) = (0, 0,...,0, î)eiS*Q are forma următoare: 


2 
u=0, jud (operator de tip de Rham) 
VEZ] 
2 í 
( +i 2 =, k= 1, S 
Dra drak 
(operator de tip Cauchy- Riemann) y 
[ eE a ju =o, 1 dq 
Cr aha Xk 
(operator de tip Lewy-Mizchata), 
2 k 2 
(i -nan ) u=0, I=gq+ Lasp +g, 
Drosu 2xn i 


unde 7=2 codim V — codim (AF), s = codim (Va P)— codim V — (p +q). 
În acest mod, prin transformări analoage transformărilor canonice, numite de 
Sato transformări cuantizate de contact (unei astfel de transformări i se aso- 
ciază în mod natural un operator microdiferențial), orice E-modul admisibil 
se reduce în esență la aceste tipuri; are deci loc o teoremă, de structură locală 
a sistemelor supradeterminate generale, în cadrul analitic, (G.G.) 

transformata Fourier a unei funcţii v, transformarea Fourier (pentru 
măsuri Radon), transformarea Fourier (în R”) 


| 
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transformata Fourier a unei măsuri v. transformarea Fourier (pentru 
măsuri Radon) , 

transformata Fourier inversă a unei funcţii v, transformarea Fourier 
{in R”) 

translator v. operator regulat 

translație v. transformare omografică 

trib v. clasă de mulțimi 

trib ereditar v. clasă de mulțimi 

trivializare locală v. fibrat vectorial Ă | 

tub Dacă ù% este o mulțime deschisă în RO, t. de bază œ în CP este, prin 
“definiție, mulțimea, deschisă Q = (ze Ch | Rezeu), unde, pentru z = 
= (Zp «m Za) € CA, se pune Rez = (Rez,,..., Re zn). O teoremă importantă 
«despre t. datorată lui Bochner afirmă următoarele: Fie Q un t. deschis în C 
cu bază œ coneză și fie Q t. de bază co (6) (unde co (w) este înfășurătoarea 
convexă a lui œ). Atunci pentru orice funcție olomorfă f pe Q există o funcție 


olomorfă F pe Q astfel încît F = f pe Q. O aplicație interesantă a teoremei lui 
Bochner este următoarea: Fie P o funcţie întreagă în C” A= {ţeER”] 
-P(§ + in) O pentru orice pe RT), unde E + in = (Éi + iho- En + nn). 


e 
-Atunci toate componentele conexe ale mulțimii A sînt convexe. (M.J.) 


Í, 


U, V, W 


ultrafiltru (pe mulțimea X), filtru X avind proprietatea următoare: oricare 
ar fi filtrul F pe X astfel încît Uc F rezultă F = U. Un fitru F este u. dacă 
şi numai dacă este element maximal al mulțimii filtrelor {pe A) organizată 
ca mulțime ordonată co relația de incluziune. Pentru orice filtru F cxistă 92 
un u. astfel incit Fa W. Fie xe X. Familia de părți Ur ={U i Uc X, xel} 
este un u. pe X. Un filtru F pe X este u. dacă și numai dacă una din următoa- 
relc afirmații este satisfäcută: i) A cX și A N [4 pentru orice Fe F=A €F; 
ii) AcX=A sau XNA aparține lui F. Fief: X — Y o aplicație surjectivă 
şi Y un v. pe X. Atunci {f(U) |U e ¥} este un u. pe Y. Dacă{xslse a 
este un șir generalizat universal în X, atunci 


{U | UcX există Be astfel ca {xg | V ză)cUj 


este un u. pe X. (Ghħ.Gr.)} 
unitate aproximativă pentru convoluție v. algebră grupală 
unitate tare v. spațiu reticulat cu unitate 
urma unei topologii v. topologie indusă 


valoare absolută (pe un corp h), orice funcţie f definită pe K cu valori 
reale pozitive, avînd proprietățile: i) f(x) = 0 < x = 0; îi) f(xy) = JAO) 
pentru orice x, ye K; îii) f(x + y)sJ{x) + f(y) pentru orice x, ye K. Se 


notează de obicei f(x) = |x|. Aplicația d(x, y) = |x — y| este o distanță pe KW.. 
Perechea (K, | |), unde X este un corp iar | | o v.a. pe K se numește corp 
valuat, (K, | |) se numește corp valuat discret dacă |x| = 1 pentru xz0 


şi mediscrel în caz contrar. (Gh.Gr.) 

valoare critică v. spațiu tangent 

valoare lacunară v. spaţiu tangent 

valoare proprie v. număr propriu 

valoare regulată v. spațiu tangent 

valoarea principală (a unei integrale improprii) Fie f: R — R integrabilă, 
Riemann pe orice interval compact. Dacă există şi este finită limita. 
Le, 
fo) ax șia 


— 


M 3 
lim | j{x)dx, această limită se numește v.p. a integralei 
Mo J-M 
se notează 


M % 
lim | fix} dx = vp. | jix) dx. 
M> J-M 
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Dacă f:[a, b]N {o} este integrabilă Riemann pe orice interval Icfa, b? 
şi dacă, există şi este finită i feel tel 


c—g d 
lim (| fia) da + | (+) as) . 
£>0 | Ja ete -> 


. . b 
această limită se numeşte v.p, a integralei improprii | /(4) d și se notează 
4 


: c—e b b 
lim (í (m) dx + | d, fix) d) s= i fa) dx.  (Gh.Gr.) 


£—0 | „a e a 


variabilă aleatoare v. funcție măsurabilă în raport cu o măsură 

variabilă aleatoare normal distribuită v. integrala stochastică 

variabilă aleatoare normală v. integrala stochastică 

variabile aleatoare independente v. integrala stochastică 

variația relativă la o diviziune Fie f:[a bl => R și fie A o diviziune 
XC A Lo SRC fin Se < a=b a lui [a,b]. Variația Va) a 

n 

funcției f relativă la diviziunea A este y [Uli — (aria) |. Prin trecerea la 

[a . $ » . ` i=l 
o diviziune mai fină variația creşte. (S.M.) 
„Variația totală (a unei funcții f: [a,b] — R), supremumul mulțimii varia- 
jiilor lui f relative la diferite diviziuni ale lui [a, b]. Se notează var f(t) 

t e [a, b] 
b 


sau Vf. Vt. este finită numai în cazul funcțiilor cu variație mărginită, 


a 
Fiind dată o turictie 7 derivabilă cu derivata integrabilă Riemann, v.t. a 
iui f pe fa, b] este | IF ix)! da. {S.M.) 
8 


variație; cvasivariaţie; semivariație Vom considera o măsură aditivă 
m: sf — X, unde sd este clan de părţi ale lui T și X este spațiu Banach. Func- 
tici de mulțime m i se ataşează în mod canonic: . 
__ D) Cvasivariaţia Ini m este funcția de mulțime Și: PT) >R definită prin 
î(A4)=sup( ||m(8)|| |B e d, Be A). Este clar că m este măsură local mărginită, 
dacă şi numai dacă m este măsură cu cvasivariaţie finită, i.e. făita)< co pentru 
orice A e s. Similar, m este măsură mărginită dacă și numai dacă m este măsură, 
cu cvasivariație mărginită, ie. A(T) < co. Cvasivariația are proprietățile: 
(Ø) = 0, i este funcție de mulțime crescătoare iar restricția, lui Îi la A 
este finit subaditivă. Dacă m este măsură vectorială (deci numărabil adi- 
tivă) și dacă A este semitrib, atunci restricția lui Fla st este numărabil sub- 


aditivă și M(An) — 0 pentru orice șir descrescător TA n)a de mulțimi Ape 
ka i 


cn proprietatea că f) An = O. 
n=} 
2) Variația lui m este funcția de mulțime fă: PIT) >R, definită prin 


mA) = ariy "m(4 i tA dica i) 


ie 
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Am notat prin F(4) mulțimea tuturor familiilor finite (43); ep de mulțimă 
matual disjuncte A; e sl cu proprietatea că Apc A pentru orice i în F. Dacă 
A e di, atunci 


(4) = spf Y ma 


se 


{Malere F(A) si SA: 


icl 


Restricția lui j7 la s4 se notează cu |m] şi se numește modulul măsurii m. Pentru 
orice Ac T numim F(A) variația lui m pe A, iar mM(T) se numește variația 
totală a lui m. Noţiunile coincid cu cele definite la măsuri reale extinse. Dacă 
in(7) < oo spunem că măsura m este măsură cu variație mărginită, iar dacă 
La] < vo, pentru orice A e sl, spunem că m este măsură cu variație finită. 
O măsură aditivă cu variaţie mărginită este s-aditivă. Se arată că m este finit 
aditivă pe st, clasa locală generată de sf. (v. clasă de mulțimi), în sensul că 
(Aa) = y, In(4.), pentru orice familie finită (A; ep de mulțimi mutual 


ie ; 
ser 
disjuncte A; e Ap Dacă m este numărabil aditivă, atunci fi este numărabil 


O to 
aclitivă pe sa (ie. a| U 42) = yX FilAn) pentru orice şir (Apa de mulțimi 
u=l n=l 

mutual disjuncte, An € 43). Se arată că fi este cea mai mică dintre funcțiile 
de mulțime u:“2(7) — MR, care are proprietățile: u este crescătoare, finit 
superaditiză şi verifică inegalitatea ||m(A)!|su(A4) pentru orice A e. 
Dacă m: sd — Ry este măsură aditivă pozitivă, atunci Fâ(4) = m(A4) pentru 
orice Ae si și avem f(A) = ta) pentru orice AcT. Dacă m: AR 
este măsură reală aditivă, atunci pentru orice AcT avem ?i(4)s mAs 
<2Bi(A4), iar dacă m: d — C este măsură complexă aditivă avem %i(4)=s 
S7R(1)s45i(4) pentru orice AcT. Rezultă că dacă d este semitrib și 
m: d — R (san C) este măsură scalară, atunci m este cu variație finită, iar 
dacă of este trib, atunci m este cu variație mărginită, 

3) Pentru a defini secmivariaţia unei măsuri vom considera trei spaţii 
Banach X, E şi F astfel încît X —> (E, F) ={V: E — F | V este liniară și 
continuă}, vom considera că, există o aplicație liniară și izometrică h: X — 
>P{E, F) (se spune că X se scufundă în P(E, F)). De exemplu, spațiul Banach X 
{iind dat, avem: a) X e> X” = R(X’, T), unde T este R (sau C). Aici k este 
scufundarea canonică, h(a) = x”, unde x”(x’) = x(x) pentru orice x’ din X’; 
b) Xe (T, X). Aici k este izomorfismui canonic dat de k(x) = V, unde 
V(a) = ax pentru orice g din T. În aceste condiții p p : P(T) >R}, 

4 


| EMAD o ||| dhere Fra și {ahere BF), 
jie/ 


unde F(A) a fost definită la variație și BF este mulțimea, tuturor familiilor 

finite de elemente x; e E cu |ix;]| 1. Aceeaşi remarcă asupra familiei {4i}, 

în cazul cînd A e £, ca, cea făcută la variație. Funcţia Pyp p se numește semi- 
E, 


variația măsurii m (relativ la scufundarea X e> (E, F)), Se pot demonstra 
inegalitățile valabile pentru orice Ac T și orice spații Banach E, F astfel 


incit X e> L(E, PF): i) ip x (4) <ie pA) Sf pl) = mA); ii) (A) < 
Sr, p(4): îii) ir, (a)să). Dacă m: A — X > LE, T) = E’, atunci 
Tig, p(4) = ñA) pentru orice AcT. Dacă m:d > X e L(E, F), vom 
considera un subspațiu normant HM al lui F’ (te. HoF’ este un subspațiu 


Pip, p(4) = a 


457 VARIETATE ANALITICĂ COMPLEXĂ 


vectoriâl și pentru orice ye F avem ||y|i = sup{ |y {yi y eH și iyis o} 
Pentru orice ye H vom considera seat finit aditivă my : st—E' dată prin 
my A) = x, unde x(x) = y (m{(4}){x)} pentru orice A e d şi xe E. Se arată 
big că fip, x(4) = sup(Rp(4) ae eH, jiy |. În cazul particular cînd 

=T și F = X, deci Xeo £L(T, X), vom lua H=X” și, folosind izomorfismul 
E LT, T) și T, vom identifica, pentru orice y "ex! , măsura mg, definită 
mai sus, cu măsură scalară xom: di — dată prin (z'om)(4)== + (m(A)), 
ultima, relaţie răminind valabilă și pentru s'om în loc de my. Se arată 
că, mp F este finit subaditivă pe sl}, clasa locală generată de A (ie. 


Mg, r( U as Y rg, p(A4.) pentru orice familie finită (44; ‘de mulțimi 
iel iel i p: l ; f 
Aic d: Dacă m este numărabil aditivă, atunci p p este numărabil subadi- 


kuei [=] 
tivă pe sa (e Mg p ( UA -) 3, Tig plán) pentru orice șir (Aa) de mulțimi 
i n=l nl 

An e 3). Dacă fip p(4)<oo pentru orice Ae d spunem că m este măsură cu 
semivariaţie finită (relativ la scufundarea X > P(E,F)), iar dacă ™p p(T) < œ, 
spunem că m este măsură cu semivaviaţie mărginiiă (relativ la scufundarea 
A Z(E, F)). 

Teorema de mărginire a lui Nikodym. Fie gt un trib de părți ale mulțimii nevide 
T şi X un spațiu Banach. Considerăm o familie (ms); ez de măsuri- vectoriale 
aditive și mărginite m;: A — X. Dacă pentru orice A e af avem sup mi(4)|| < 

iel 


<%, rezultă că sup FT) < oo (echivalent cu faptul că sup (Bis y(T) < 00). 
iel „y 


tel 

(7.C.) 

varietate abeliană v. latice de perioade 

varietate analitică complexă, noţiune fundamentală a analizei complexe 
pluridimensionale care se obține printr-un procedeu de localizare operat în 
categoria avind ca obiecte mulțimile deschise în spaţii numerice C?, 30, și 
ca morfisme aplicațiile olomorie. Fie M un spațiu topologic separat. O hartă 
complexă (de dimensiune n) pe M este o aplicație a = (2, =u ia): Ug = C” 
avind ca domeniu Ugy o submulțime deschisă a lui M, ca imagine (Ug) o sub- 
mulțime deschisă a lui C” și astfel încit aplicația U« — (Ug) indusă de g să 
fie un omeomorfisin. O structură complexă sau o structură C-analitică pe M 
este o mulțime si de hărți complexe pe M satisfăcînd condiţiile următoare; 
1) Toate hărțile a e at au aceeași dimensiune; 2) Pentru orice pereche de hărți 
a, de sd, aplicația de tranziție Bogt: a{(Ug N Up) > B(Ua N Ug) este olo- 
morfă, deci un izomorfism analitic; 3) Domeniile hărților xe sf formează o 
acoperire a mulțimii M; 4) Dacă B este o hartă complexă pe M şi dacă apli- 
cația Boat :al(Ua N Ug) —AUa N Ug) este un izomorfism analitic pentru 
orice x € gf, atunci Be d. O mulțime d, de hărți complexe pe M 'satisfăcing 
condițiile 1)— 3) se numește ailas complex sau atlas C-analitic pe M. Pentru orice 
atlas complex glo pe M, există o unică structură complexă A pe M astfel incit 
Aac; astfel o structură complexă pe M se poate defini (și se definește) 
prin indicarea unui atlas complex. O v.a.c. (sau, simplu, varietate complexă) 
este un spațiu topologic separat M înzestrat cu o structură complexă sim: 
se folosește uneori notația explicită (M, dl) pentru a indica v.a:c. (v. Spațiu 
inelat pentru o definiție alternativă în termeni de fascicole). Fie (W, tm) 
o v.a.c.; hărțile a e gly se numesc hărți locale sau hărți structurale ale lui M ; 
orice atlas de dm se numește atlas structural al lui M. Dimensiunea unei 
varietăți complexe M este, prin definiție, dimensiunea hărților locale ale lui M. 
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Dacă v.a.c. (M, sim) este de dimensiune n, M este o varietate topologică de 
dimensiune 2#, numită varietatea topologică subiacentă (sau spatiul iopelogic 
subiacent) lui M. Fie U o mulțime deschisă a lui M; o funcţie complexă f 
definită pe U se numeşte olomorfă sau C-analitică dacă funcţia foa”! este olo- 
morfă pe mulțimea, deschisă g(Ug)eC" pentru orice hartă a € st astfel încît 
UacU; de fapt, este suficient ca această condiție să fie îndeplinită numai 
pentru o familie dată de hărți a € sta ale căror domenii acoperă pe U. Mul- 
țimea tuturor funcțiilor olomorie pe U se notează prin O(U); uneori se folo- 
sește notația alternativă A(U) pentru G(U). Înzestrată cu operațiile uzuale 
de adunare și înmulțire, mulțimea O(U) este un inel (comutativ și unitar) 
care conţine pe C ca subinel, i.e. O(U) este o C-algebră. Dacă f este o funcție 
olomoriă pe U și dacă f(x)Æ0 pentru orice ze U, atunci funcția 1jf este olo- 
morfă pe U. Pentru orice punct ae M, limita inductivă Oma: = lim . O(U) 
— 


3 U=tUa 
este o C-algebră locală cu corp rezidual izomorf cu C (pentru socuri de 
C-algebră). Elementele lui Om, a se numesc germeni în a de funcţii olomorie 
definite pe vecinătăți deschise ale lui a; dacă ae U și fe O(U), se notează 
prin fa germenul definit de f în punctul a. Oricărei hărți complexe‘ g = 
= (Zp n Za): UC? pe un spațiu topologic i se asociază harta reală % = (ži 
Vy -o Xn, Ya): U > R??, unde z; = x4 + xp, f = 1, ..., 2. Dacă (M, olm) este o 
v.a.c. mulțimea {a | x e sim) este un C*-atlas pe M, deci defineşte o C*¥-structură 
diferențiabilä gty(k) pe M pentru orice ze€N U (00, w}. Se spune că (M, stu(k)) 
este varietate diferențiabilă de clasă CE subiacentă varietății complexe (M, om). 
Rezultă că, pentru orice submulțime deschisă U a lui M, orice punct ae M 
şi orice ReNu (co), sînt bine definite algebrele reale C#(U, C) și Că, a(€), 
şi spațiile tangente 7 (M)a şi Te (M)a. Dacă varietatea complexă A este de di- 
mensiune n, spațiul tangent T(M)a este un spațiu vectorial real de dimensiune 
2n, iar spațiul tangent complex To(M)a un spațiu vectorial complex de 
dimensiune 27. Notăm de asemenea că spațiul tangent complex To(M)e admite 
o descompunere directă canonică în două subspații vectoriale complexe de 
dimensiune =: spațiul tangent olomori T'(M)a și spațiul tangent antiotomori 
T”(M)a (v. spațiu tangent olomorf). Fie M și N două v.a.c. O aplicație 
Q: M — N. se numeşte olomorjă sau C-analitică sau, simplu, analitică dacă, 
pentru orice punct ge M, există o hartă locală.g: U — C” pe M si o hartă 
locală B: V Ch pe N astfel incita e U, a(U)c V șiaplicaţia Bopoarl : a(U)— 
— C” să fie olomorfă (v. funcție olomorfă - (de mai multe variabile com- 
plexe)). Varietățile complexe și aplicațiile olomorfe formează o. categorie; 
izomorfismele acestei categorii se numesc izomorfisme analitice (mai. precis 
izomorfisme C-analitice). Notăm că dacă varietățile complexe M si N au 
aceeași dimensiune, orice aplicație olomorfă bijectivă ọ : M = este un 
izomorfism analitic. Varietățile complexe conexe de dimensiune # = 1 se 
numesc suprafete viemanniene abstracte sau, simplu,. suprafețe viemanniene, 
iar izomorlismele analitice între suprafeţe riemanniene se mai numesc repre- 
zentări conforme. Noţiunea de izomorfism analitic permite în particuiar defi- 
nirea unci relații de echivalență în mulțimea tuturor structurilor complexe 
pe o varietate topologică M : două structuri complexe sf! și si” pe.M se 
numesc echivalente dacă există un izomorfism analitic k: (M, )—> (M, A”). 
Una din marile probleme ale analizei complexe este descrierea mulțimii claselor 
de echivâlenţă de structuri complexe existente pe o varietate topologică 
compactă. Ex.: 1° Spaţiul numeric Č? are o structură complexă canonică, și 
anume definită de harta « = idom 2% Dacă M este o varictate complexă, orice 
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submulțime deschisă U a lui M este o varietate complexă, și anume cu struc- 
tura complexă dy: = {gE stu] UacU} 3° Subvașietate complexă. Fie M 
o varietate complexă de dimensiune n şi p un întreg astfel încit Ospsrn. 
O submulțime M’ a lui M se numește subvarictate complexă de dimensiune p 
a lui M dacă, pentru orice punct ¢ € M’, există o hartă locală a = (z; ---, Zn} 
pe M astfel incit ae Ua și 


AM NU = {x€ Ua! zp) = 0, = 2nl2) =- 0). . fa} 


Dacă W este o subvarietate complexă a lui M, orice hartă a cu proprietatea 
(=) induce o hartă complexă g’: M’ N Ua — CP pe M’, iar mulțimea hărților 
a” astfel obținute formează un atlas complex pe M’, deci definesc o structură 
complexă pe M’. 4 Trodusul direct. Dacă M şi N sînt v.a.c., există o unică 
structură complexă pe produsul direct topologice MXN astfel încît pentru 
orice hartă a € stu și orice hartă Be dy, aplicația æ x B să fie o hartă locală 
pe Ax. Se spune că v.a.c. MXN astfel definită este produsul direct 
al varietăților M şi N. 5° Sfera topologică S? = (xp) e R? ] 2f + ri + 
-+ a3 = 1} admite o structură complexă. Mai mult, orice două structuri 
complexe pe S? sint echivalente (teorema de yeprezentare conformă a lui Riemann 
în cazul eliptic). 6° Existența unei structuri complexe pe un produs direct 
MxN de varietăți topologice nu implică existența de structuri complexe 
pe factori.. De pildă, varietatea produs S! x S2P*1, p întreg mai mare decit 
zero, are structuri complexe, în timp ce S! și SEP" nu admit structuri 
complexe fiind de dimensiune imipară. 7° Varietăți de acoperire. Fie M şi N 
două varietăți topologice şi z: M — N o aplicaţie continuă cu proprietatea 
că orice punct be N are o vecinătate deschisă V astfel încît aplicația 
n| U U= Y să fie un omeomorfism pentru orice componentă conexă U a lui 
x-1(V), deci perechea (M, =) este o varietate de acoperire peste A (v. omotopie). 
Dacă N este o varietate complexă, există o unică structură complexă pe M 
astfel încit să fie o aplicație olomorfă. (M.7.) i 
varietate analitică reală, o pereche (M, el), unde M este un spațiu topo- 
logic separat şi si o structură analitică reală pe M. Sin.: varietate R-analitică, 
Prin structură analitică (sau structură R-analitică) pe R se înțelege o mulțime si 
de hărți reale pe M (v. varietate diferențiabilă) cu proprietățile următoare: 
1) Toate hărțile ge gl au aceeași dimensiune; 2) Pentru orice pereche de 
hărți a, Be st, aplicația de tranziţie Boa : (Ug N Ug) — R(Uaf Bp) este 
R-anatitică; 3) M = UUa: 4) Dacă B este o hartă reală pe M și aplicaţia 
aE si $ 
de tranziție Bog! este un izomorfism R-analitic pentru orice g € si, atunci 
Re d. O mulțime sf de hărți reale pe M satisfăcind condiţiile 1)— 3) se numește 
atlas R-analitic pe M. Pentru orice atlas R-analitic Ap pe M există o unică 
structură R-analitică pe M astfel încit Aac di. Astfel o Structură R-analitică 
pe M se. poate defini (și se defineşte) prin indicarea unui atlas R-analitic. 
Dacă (M, sh) este o va.r., hărțile- e of se numesc hărji locale sau hărţi stuc 
turale ale lui M; de asemenea, orice atlas Ag st se numește atlas structura? 
al lui M. Dacă (M,s4) este o va.r există o unică C”-structură stair pe M 
astfel încît Ac Aar; se spune că (M, stai) este varietatea diferențiabilă de 
clasă C? subiacentă lui (M, sA). Multe din varietățile diferenţiahile uzuale sint, 
în fapt, subiacente unor varietăţi R-analitice. De pildă, varietatea R”, sfera S”, 
spațiul proiectiv P?(R) sînt în acest sens v.a.r. De asemenea, în același sens, 
produsul direct a două v.a.r. este o va.r. Fie (47,24) o v.a.r. O funcție reală f 
pe M se numește R-analitică dacă foq-t este o funcție R-analitică pe mul- 
țimea o(Ug) pentru orice ge st; de altfel, este suficient ca această condiție 
să fie îndeplinită de hărțile -a dintr-un atlas 'structural al lui AZ. Funcţiile 
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R-analitice pe M sint de clasă C” (pentru structura, glair) si formeăză mn inel 
care conține: constantele reale (deci o R-algcbră). Date două var, (M, d) 
şi (X/B), o aplicație p : M => N se numește R-analitică dacă, pentru orice 
punct ae M, există ged și pe B astfel încît ac Uy, giUa)e Up şi 
aplicația fo poat :a(Uo) — P(Up) să fie R-analitică. Var. şi aplicațiile 
R-analitice formează o categorie; izomortismele acestei categorii se numesc 
izomortisme R-analitice. Pentru ca o aplicație ọ: M — N să fie un izo- 
morfism R-analitic este necesar și suficient ca ọ să fie bijeciivă și atit m cât 
şi gl să fie aplicaţii R-analitice, (MJA : PIR a AA 
varietate caracteristică Fie :? un operator diferențial liniar scalar, definit 
pe .o mulțime deschisă Q din R”, sau, mai general, pe o varietate diferen- 
tiabilä A, și fic simbolul său principal p(x, E). Atunci char 7 = (la, Be 
e T*H(Q)N {0}, pla, E) == 0) se numeşte v.c. a operatorului P. Denumirea de 
varietate trebuie înțeleasă în scusul geometriei algebrice, char 7 putind avea 
singularități. O suprafață (x) = e în O este caracteristică în punctul Xy dacă 
(ao, grad glxo)) = 0 si p(ag) = c. Se poate da o definiție analoagă: îu cazul 
operatorilor liniar generali. Pe de altă parte, în cazul operatorilor diferențiali 
cu coeficienţi analitici, sau, într-o prezentare intrinsecă cu ajutorul noţiunii 
de D-modul, v.c. i se poate da altă definiţie; anume dacă M este un D-modul 
coerent (toiul se petrece pe CP sau, mai general,-pe o varietate analitică com- 
plexă), D fiind fascicolul operatorilor diferențiali liniari cu coeficienți analitici, 
există cel puţin local -o filtrare a lui Y (iupusă unor. condiții suplimentare 
naturale); se poate deci considera graduatul asociat, gr SM, care este un 
gr D-modul coerent (aici gr D este graduatul asociat filtrării pe D date de ordin). 
Tie acum Z anulatorul Ini gr 4, care este un ideal coereut im.gr@. Se defi- 
nește V = char “A ca fiind varietatea zerourilor lui Z; cum gr D se identifică 
cu fascicolul funcțiilor olomorfe pe fibratul cotangent, şi polinomiale pe fibre, 
rezultă că V este o submulțime analitică a fibratului cotangent stabilă faţă 
de omotetiile fibrei. O definiţie echivalentă este următoarea: se fiind. proiecția 
canonică a fibratului cotangent pe bază, € fascicolul operatorilor microdiferen- 


ţiali pe fibratul cotangent, fascicolul X= x a-l )[) este E-modul 


coerent, şi char W = supp (0). Aceste formulări algebrice permit numeroase 
interpretări și generalizări și se datorează în esenţă lui M. Sato şi M. Kashiwara, 
Noţiunea clasică de caracteristică a fost introdusă de Cauchy. Pentru operatori 
pseudodiferențiali, v.c. se definește astfel: Dacă P este un operator” pseudo- 
diferențial de ordin m, p simbolul său definit pe mulțimea deschisă X din R”, 
punctul (x, 6) e XX RENI) = T*XN {0} este caracteristic (pentru I) dacă 
lim p(x, t£) 0. Mulțimea punctelor caracteristice formează v.e. Această 
t>- W 
definiție este invariantă la dìifeomorfisme, deci noțiunea de v.c. se poate defini 
şi pentru operatori pteudoditerențiali pe varietăți. Importanța noțiunii de v.c. 
constă în faptul că proprietățile operatorului diferențial (sau -modulului) 
se exprimă în general în termeni legaţi de v.c. (G.G.) di 
varietate complexă v. varietate analitică complexă 
varietate diferențiabilă, un spațiu topologice separat înzestrat cu o structură 
diferențiabilă. O asemenca structură se definește fie în termeni de fascicole 
(v. Spațiu inelat), fie cu ajutorul unui atlas, że. prin indicarea, hărților locale ale 
varietății; explicităm aici cea de a doua modalitate în cazul cet mai important, 
și anume cazul C”. Fie M un spaţiu topologic separat. O hartă reală pe M 
este o aplicație a — (x, n Xa): Ua > RP, unde U, este o submulțime des- 
chisă a lui M, a(Uq) o submulțime deschisă a lui R”, iar aplicația de la Ug la 
«&(Ua), indusă de a, un omeomorfism; Uy se numește domeniul lui x, a(Ua) 
imaginea lui g, iar n dimensiunea hărții x. Un atlas pe M este o mulțime si de 
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hărți. ale lui. M. care satisface condițiile următoare: 1) Domeniile hărților 
ae si acoperă -pe AI;: 2) Pentru orice cuplu de hărți g, pe si astfel incit 
Ua N Up, hărțile a și $ sînt C“-compatibile, t.e. aplicația de tranziție 
Bo a:a(Ua N Up) — SUa N Up este un Co -diteomoriism ; 3) Există un întreg 
n>0 cu proprietatea că toate hărțile ge sd sint de dimensiune 4 (acest n 
se numeşte dimensiunca atlasului g4). Se numeşte atlas maximal (sau siruciură 
difevențiabilă) pe M un element maximal în mulțimea, ordonată prin incluziune, 
a tuturoi atlăselor lui M. Pentru definirea unei structuri diferențiabile pe M 
este suficient să indicăm un atlas 4; în fapt, există atunci o unică structură 
diferențiabilă X astfel incit de să. O structură diferențiabită pe M poate fi 
interpretată, de asemenea, ca fiind o clasă de echivalență de atlase pe M: 
două atlase 4 și W pe AJ se numesc echivalente dacă mulțimea s4 U W este un 


atlas, ceca ce revine la faptul că = D. O v.d. este un cuplu (M, Asa), unde M 
este un spațiu topologis separat și say un atlas maximal pe AT. Dacă (M, sim} 
este o v.d., spațiul topologice M este ovarietate topologică, numită varietatea 
topologică: subiaceniä lui (M, Am) Dacăg = (xp n Xn) € stu, a se numeste 
hartă locală a bai M, iar n-uplul format din componentele x}, ..., xp ale lui M 
se numeşte sistem de coordonate locale pe M; orice atlas ste dy se numeşte 
atlas. siruciural al lui M. Notaţia (47, sim) pentru o v.d. este folosită numai în 
situaţii cînd absenţa indicării atlasului maximal slay poate duce la confuzii, 
De regulă, o v.d, este indicată prin aceeași literă M, la fel ca varietatea topologică 
subiacentă, Dimensiunea unei v.d. M, notată dim M, se defineşte ca fiind 
dimensiunea atlasului gelag și este cgulă cn dimensiunea “arietății topologice 
subiacente;. dacă dim M = n se spune că M este o vd. n-dimensională, 
Ex.: 1° Sfatiul numeric R” este o v.d. n-dimensională cu structura derati 
de atlasul d = fidgri unde id pan este identitatea lui R”; componente e 
Xp sis, Xn ale acestei hărți, z.e. proiecţiile canonice ale lui R”, se numesc in acest 
context coordonate carteziene pe RP. O hartă locală a lui R” este o aplicație 
a: U = R?” astfel încît U și a(1!) să fie submulţimi deschise ale lui R”, iar apli- 
cația de la U la g(U), indusă de g, un C“-feomnoriism. 2° Sfera Sh (x = 
=> (Xie, a) RAHI x? -p te aag = 1 este o v.d. n-dimensiovală, și anume 
cu structura dilerenţiabilă definită de atlasul 21 = fa, Bi, unde a 2 SNO, .-- 
a 0, D} RE, 3: SNO, 0, — 1) o R? sint aplicațiile definite prin 


ala) {tir -s Xn) 2" B= Goon Xn) ; 
L— Xpy T Yn 


a se numește proiecția stercografică din polul nord eny: = (0, , O, 1), iar B 
proiecțiă aa din polul sud en = (0, -.-, 0, ~ 1), ale sferei S”. 3 Spațiul 
proiectiv real PR? = P"(R) are o structură canonică de v.d. n-dimensională. Prin 
definiţie, P? este mulțimea tuturor dreptelor lui R”! care trec prin origine, 
ie. P”: (R27IN40)) ~, unde ~ este relația de echivalență definită prin 
x ~ y dacă (3j e RN {0} astfel încât y = tx. Fiex : RPN (0) > PR gplicap a 
canonică, i.e. aplicația care duce punctul x = (xp en Xa eR N{0} în 
clasa Iui de echivalență, notată [xg: zi: -.. : Xp]. Topologia lui P” este topologia 
cît, ie. o submulțime U a lui P? este deschisă dacă și numai dacă mulțimea 
z (U) este deschisă în R+, Pentru fiecare ie (0, 1,...,n, fie Uz: = [et 
Xii aut An] EPP| x140} și ag: Us > R” aplicația definită prin 


7 - Xo Xi- Kizi Xa] 
„ile: Xii ei an = [ca a I 
` xi zi xi xi 


Mulțimea: <£ : = (og, «.-: am) este un atlas pe P” care definește structura 
diferențiabilă a lui P”, Dacă M este o v.d. n-dimensională, orice submulțime 
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deschisă U a lui M este de asemenea o v.d. u-dimensională, și anume cu 
atlasul maximal gly: == fa e slm] Uac U}. O submulțime Sa lui M se 
numește subvarietate diferenţiabilă a lui M dacă există un întreg p, 


Ospsn, și, pentru orice punct aeS, o hartă locală = {Xyu ame Xa): 
:U — R” a lui M astfel încit ae şi 
UNS =ţseUl xpp(s} =- = xa{s) = 0}. (*) 


S este atunci o v.d, p-dimensională, gfs fiind unicul atlas maximal pe Scu 
proprietatea că aş e sis pentru orice hartă locală a e sfa satistăciud condiția 
(+), unde as: U NS — RP este aplicația definită prin as(s) = {a(s}, „.., 2p(5)) 
pentru se U AS. Subvarietățile p-dimensionale ale lui RP se numesc curbe 
în cazul p = 1, suprafețe dacă p= 2 şi hipersuprafețe cind p =n —l. De 
pildă, $” este o hipersuprafaţă în RAH, Produsul direct a două v.d. (17, Ayr) 
și (AN, gin) este v.d. (MI X N, Aaaa), unde M x N este produsul direct topologie 
al spatiilor M și N, iar glẹøryy unicul atlas maximal pe MXN care conține 
hărțile de forma a x B cu x € Am și Be sly; notăm că dim MxN = dim M + 
+ dim N, De exemplu, dacă p - q = n, atunci RPX RI = RE, produs direct 
de v.d. Torul real n-dimensional Tp se definește ca fiind v.d, TP: = Six x S1 
(de n ori), produsul direct a z v.d. egale cu S1, Fie M şi N două v.d, O aplicație 
pi: Al — N se numește aplicație diferențiabilă (de clasă C”) dacă pentru orice 
punct a eM, există o hartă g € dag şi o hartă 3 e dy astfel încît a eUu, @(Ua) = 
<Ug şi aplicația Boot: a((/a) —> B(Up) să ție de clasă C”. Se notează 
prin C*(V, N) mulțimea tuturor aplicațiilor diferențiabile (de clasă C”) de 
la M la N. Vd. și aplicaţiile diferenţiabile formează o categorie, categoria v.d. 
(de clasă C*). Izomortismele acestei categorii se numesc difeomor fisme (sau 
C™-difeomorfisme). De exemplu, pentru orice hartă ge Au, aplicaţia x’: U a (U), 
indusă de g, este un difeomorfism. Prin analogie cu cele de mai sus, se 
poate defini categoria v.d. de clasă C” (CY-varietăţi) pentru orice reN și, 
de asemenea, categoria varietăților analitice reale (Co-varietăți). Dacă M 
şi N sînt două Cf-varietăţi, se notează prin CE(AM, N) mulțimea tuturor apli- 
caţiilor diferenţiabile de clasă CE de la M la N. Multimea N:=N ut.) 
se ordonează prin relația de ordine a lui N şi relația v < co < œ pentru orice 
veN. Dacă (M, stm) este o C?-rarietate şi k un element al mulţimii N astfel 
încit kr, există un unic Cf-atlas maximal Am(F) cu proprietatea că sime 
< Am(h):; de exemplu, stul) = Am. Cuplul (M, glylk)) coste o CE-varietate, 
numită Ci-varielatca subiacentă a Croratietății (AZ, Sg). Cînd se vorbeşte de 
o CE-sulrarietate S a unei CT-vatrietăţi M se înțelege că S este o subvarietate 
diferențiabilă a C¥-varictății subiacente lui M. În mod similar, dacă M și N 
sînt CE-varietăţi, prin aplicație diferențiabilă de clasă CE de Ja M la N se înțelege 
o aplicaţie diferențiabilă de clasă CE de la CE-varietatea subiacentă lui M la 
Ci-rarietatea subiacentă lui N etc. V.d. introduse mai sus sint finit-dimensio- 
male, i.e. modelate pe spaţii euclidiene. În mod analog se pot defini v.d. bana- 
chiene, in particular, v.d. hilbertiene. Condiţia ca spaţiul topologic subiacent 
unei v.d. să fie separat este uneori omisă în definiția v.d., în special în cazul 
unor problematici cu caracter local. Pe de altă parte, în studiul global al v.d. 
acestea se presupun, de regulă, paracompacte și conexe. (M.7.) 

varietate diferențiabilă orientabilă v. orientare (a unei varietăți diferen- 
ţiabile) 

varietate diferențiabilă orientată v. orientare (a unei varietăți diferenţiabile) 

varietate liniară Fie X un spaţiu liniar și [ corpul scalarilor (t.e. T = R 
sau ©). Pentru orice elemente x,yeX să punem D(x,y) = Ox + (L— î)yiiel). 
O submulțime E a lui X se numește v.l. dacă din x,yeE rezultă, 
D(x,y)<E. Pentru două elemente distincte x, ye X mulțimea D(x, y) se 
numește dreapta determinată de x şi y. O v.l, conține odată cu două elemente 
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distincte şi dreapta. determinată de acestea; de aceea o vl este numită şi 
multime plană. O submulțime E a spaţiului X este o v.l. dacă şi numai dacă 
pentru orice element ae E mulţimea E — a este un subspațiu liniar al lui X, 
Se numeşte kiperplan o v.l. H cu H#X şi care este maximală, t.e. are pro- 
prietatea, că din HcE, unde E este o v.l. rezultă sau H = E sau E=ă. 
O submulțime H a lui X este un hiperplan dacă și numai dacă există un 
hipersubspaţiu G și un element ae X astfel ca H =G + a. De asemenea, 
o submulțime H a lui X este un hiperplan dacă și numai dacă se reprezintă 
sub forma H = {xe X | f(x) == à} unde f este o funcțională, liniară, nenulă 
definită pe X iar >e I. Fie acum X un spațiu liniar real (deci F = R). Fie H 
un hiperpian reprezentat sub forma precedentă și să notăm 


H, = (ae X If), H = (ae X |f) >r} 


Dacă 4 este o submulțime a lui X și dacă sau 4c H, sau A cH, se spune 
că mulțimea A se află de aceeași parte a hiperplanului H. Dacă A și B sint 
două submulțimi ale spaţiului X și dacă A €H, şi BeH, atunci se spune 
că H separă A de B. Fie E o submulțime convexă a lui X. Dacă mulțimea E 
se află de aceeași parte a hiperplanului H şi dacă HNE#Ø, atunci Hi se 
numește hiperplan de sprijin pentru mulțimea E. Dacă p este o funcțională 
subliniară pe X şi 0O<ueR, atunci oricare ar fi punctul frontieră al mul- 
imi convexe E = {xe X j p(x)}< p} există un hiperplan de sprijin pentra E 
care trece prin xp (ice. x€ E). Această afirmație este o consecință a teoremei 
Hahn-Banach. (R.C.) 

varietate olomorf-convexă v. varietate Stein 

varietate proiectivă v. spaţiul proiectiv complex | 

varietate riemanniană, o varietate diferențiabilă M înzestrată cu o metrică 
riemanniană. Dacă varietatea M este de clasă CT, prin metrică riemanniană 
pe M se înțelege o familie S = {Sr}, e yp unde Se = (-.. Da este un produs 
scalar pa spațiul tangent T(M)z, satisfăcind condiția următoare: Pentru 
orice punct ae M, există o hartă locală g = (xp -o Xa) pe M, astfel incit 


Ei s ð 8 
aeU, și funcțiile giz : Ua > R, definite prin gyfe) = ( — (2), — wY , 
dai GES] z 
să fis de clasă C-t, i j= l,o Cu notația de mai sus rezultă că 


n 
Si Uz, = X, gij d; Q day, în sensul că, pentru orice xe U și orice pereche 


i, j=1 
de vectori u, ve T(M)a, 
n 
Sz(u, v) = Cu a y gig( X) Uitje 
i, j=l 
n 
Ex: 1° Dacă xpe Xp Sint coordonatele carteziene pe R7, S = ax: G dr; 
i=l 

este o metrică riemanniană pe varietatea M -= RP, numită metrica euclidiană. 
2° Dacă M’ este o altă varietate iliferențiabilă de clasă C” şi ee CT(M, M'} o 
imersie, atunci pentru orice metrică riemanniauă S pe M’, avem o metrică 
S pe M, definită prin 


Sa(u, v) -- Sal? a u, Pug v), xe M, u, ve T(M)z. 
Se spune că metrica riemanniană S pe M astfel definită este îmaginea inversă 


prin imersia q a metricii riemannieue 5. 3° Pe orice varietate diferenţiabilă 
paracompactă M există metric ricininnicuc. (Demonstrația se face folosind o 
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partiție a unităţii.) Fie M.o v.r. ṣi y :[a, b] -+ -M un drum de clasă Ct pe A. 
Lungimea lui y se delinește prin 


lung (y): =, Vor) (o di, 
unde y(t) e Ti Ago este vectorul viteză 2 drumului y în punctul t ie 


Y) = 


unei hărți locale g = (x, --, Xn) a lui M, rezultă 


hang (7) -È V. 5 EuD ) Yil) yal) de, 
K S i 


4 3=l 
unde pi: = xjoy si y; este derivata funcţiei vii = Lt În acord cu 
această definitie a lungimii, se utilizează pentru o metrică riemanniană notația 
clasică ds? în loc de S; ds se numește elementul de lungime pe M. (M.J 
varietate Stein, o varietate complexă W cn bază numărabilă satisfăcină 
condițiile următoare: a) AM este olomorf-conuenă, ie, pentru orice mulțime 
compactă Re O, nmlţimea A = {xe M| | f(x) isssup |/| pentra orice feO( MI) 
K 


; 0) |. Dacă imaginea lui y este conținută în domenin] U aj 
Ye 


este de asemenea compactă; B) Funcţiile olomorfe globale pe M separă 
punctele hui M, ie., pentru orice pereche de rile în be M astfel incit 
ab, există o funcție fe O(M) astiel incit ffa) #fib); Pentru orice punct 
ae M se poate găsi un sisiem de coordonate er în vecinătatea lui a 
format din functii olomorie globale, i.e. există fp oc, n € O(M) și o vecinătate 
deschisă U a lui a în M astfel încît aplicația g: — f| U : U — CO” să fie o. 
hartă locală a lui M, unde f = (fi, -n fal Ex.: 1° Orice suprafaţă riemanniană 
necoinpactă este o v.S.; în particular orice submulțime deschisă a planului 
complex C este o v.S. 20 O mulţime deschisă Q a lui C” este o v.S. dacă și 
numai dacă Q este un domeniu de oloimoriie. 3° Dacă M și N sint v.S., pro- 
dusul direct MY x N este de asemenea o v.5. 4° Orice sulyrarictate complexă, 
închisă a unei v.5. este o v.5. 5° Dacă W este o varietate complexă oarecare, 
submulţimile de: > ale Imi M ce sînt v.5. formează 


io bază a hat M 
stabilă la intersecția finită. Notăm că varietățile compacte nu sint v.S. De 
asemenea, pentru n>2, CIN {0} nu este o v.S. (v. teorema de prelungire a lut 
Hartogs). Dintre icoremele mari ale teoriei v.$. menţionăm aici următoarele: 
Teorema 1 (teoremele A și B ale lui H. Cartan). Dacă M este o vS. si F 
nn fascicol coerent pe M, atunci: A) Pentru orice xe M, fibra Fg este generată 
ca Öm, smodul de germeni în + definiți de secțiunile giobale ale lui F; 
B) HI(M, F)=0 pentru g> | (v. coomologia fascicolelor). 

Notăm că teorema B caracterizează v.S. Mai exact, dacă M este o varietate 
complexă cu bază numărabilă și dacă teorema B are loc pentru orice ideal coe- 
rent 9 al lui Om astfel încit fascicolul cît Omi9 să aibă suport discret, atunci 
M este o v.5. 

Teorema 2 (de caracterizare, a lui H. Granert). O varietate complexă M este 


o v.S. dacă și numai dacă satisface condițiile următoare: co) Mulțimea cempo-= 


nentelor conexe ale lui M este cel mult numärabilä; c) M este olomorf-con- 
vexă; cp) Pentru orice punct ae M există un număr natural p și o aplicație 
olomorfă f : M — CP astfel incit a să fie punct izolat în fibra f-1(f(a)). În par- 
ticular rezultă că f) este o condiție superiluă în definiția v.S. 

Teorema 3 (de scufundare Remmert-Bishop- -Narasimhan). Orice v.S. de dimen- 
siune n admite o scufundare olomorfă închisă în (221 (şi reciproc, v. Ex. 4°). 
Teorema 4 (soluţia problemei Levi, a lui Grauert). O varietate complexă M 
este o v.5. dacă şi numai dacă admite o funcție de exhaustiune ge CM) 
strict plurisubarmonică.. 
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(O funcție reală contiună pọ pe M se numeşte Turce de arne a hui. M 
dacă, pentru orice număr real c, mulțimea Me: == {xe M le(2) «< c} este 
relativ compactă.) 
Teorema 5 (H. Cartan). Pe o„v.S. M, ecuația 2u = f are o soţie ue. P (My 
pentru orice formă diferențială fe éP (4) astfel încît &f = 0, p, 90. 
În cazul M = Q o mulţime deschisă în C?, reciproca teoremei 5 este de ase- 
menea adevărată. Notăm de asemenea că pe o v.S. orice problemă Cousin 
aditivă şi orice problemă Poincaré au soluţii și că pe o v.S. M astfel incit 
H?(M, 2) = 0 orice problemă Cousin multiplicativă are soluție (7. funcție 
meromorfă (pc o varietate complesă)). Menţionăm în fine 
Principiul lui Oka. Pe o v.8. obstrucţia la existența de soluții olomorfe globale 
pentru probleme care admit soluţii olomorfe lac ale este pur topologică, i.e. o 
asemenea problemă admite o soluție olomoriă globală dacă şi numai dacă ea. 
admite o soluție topologică globală. Un exemplu este 
Teorema lui Grauert. Doi fibraţi vectoriali olomorii pe o v.5. sînt analitic 
izomorfi dacă şi numai dacă ei sînt topologice izomorii. (M.J) 

varietate topologică, un spațiu topologio separat M astfel încit există 
neN şi, pentru orice punct a € M, o vecinătate deschisă U a lui a în M care 
este omeomortă cu R”, Numărul natural ș care apare în această definiție se 
numește dimensiunea lui M şi se notează dim M; o v.t. de dimensiune n se 
mai numește v.t. p-dimensională. Dimensiunea unei v.t. este un invariant 
topologic al varietăţii (v. teorema de separare Jordan-Brouwer). Notin că pentru 
o v.t. conexă M condiţiile următoare sint echivalente; i) M este paracom- 
pactă; îi) M este numărabilă la infinit; iii) M are o bază numărabilă de mwil- 
timi deschise; iv) M este un spaţiu topologic metrizabil. O v.t. conexă de 
dimensiune 2 se numeşte suprafață topologică. (M.].) 

varietatea lui Jacobi v. divizor 

vecinătate a unei mulțimi v. topologie 

vecinătate a unui punct v. topologie 

vecinătate la dreapta (la stînga) v. derivata Fréchet laterală 

vector aleator n-dimensional v. măsură gaussiană (în RR?) 

vector aleator normal distribuit v. măsură gaussiană (în M”) 

vector propriu v. număr propriu 

vector tangent antiolomorf v. spațiu tangent olomort 

vector tangent complex v. spatiu tangent complex 

vector tangent exterior v. domeniu 

vector tangent interior v. domeniu 

vector tangent la o varietate v. spațiu tangent 

vector tangent olomorf v. spațiu tungent olomorf 

vector viteză v. spațiu tangent 


wronskian, funcție a cărei valoare înlr-nn punct este determinantut 
matricii avînd drept coloane valorile în acel punct ale unor soluţii ale unui 
sistem liniar de ecnaţii diferențiale, W. este soluție a ecuației diferențiale 
liniare definită de funcția fi-> Tr A(), unde Tr A este urma matricii Æ 
egală cu suma clemenielor de pe diagonala matricii. (4.H.) 


zerourile unei funcţii olomorfe Fie D o mulțime deschisă în ©, f : D „Co 
funcţie olomorfă și aeD astfel ca f(a) = 0. Dacă există o vecinătate V a 
lui a astfel încît f(7)20 pentru orice ze VN {a}, atunci f admite în jurul 
lui a o dezvoltare în serie Taylor de forma 


(++) 


fi) = y caz — a)” cu cp#0, p>l. 


næb 


Numărul p se numeşte ordinul zeroului a şi se notează oœ(f,a). ln caz contrar 
există o vecinătate a lui a în care f ia numai valoarea zero și în acest caz, 
prin definiție, ordinul zeroului a este + 00. Dacă D este un domeniu, 
A = {ae D] f(a) = 0), A, = int 4 şi A, este mulțimea formată din punctele 
izolate ale lui A, atunci 4, = O sau Ap = Ø, O funcţie olomoriă pe un domeniu 
şi care nu este funcţia nulă are deci numai zerouri izolate, Mulțimea z.f.o- 
şi neidentic nule pe un domeniu este o mulțime finită sau numărabilă. Dacă f 
și g sint funcții olomorfe pe același domeniu D şi dacă sint egale pe o mulțime 
care are cel puţin un punct de acumulare în D, atunci f(z)=ga(2) pentru orice 
ze D (teorema de identitate a funcțiilor olomorfe). Dacă D este un domeniu, 
J:D — C o funcție olomorfă, C un domeniu mărginit astfel ca G c D, ordinul 
functiei f relativ la domeniul G este 4+oo dacă f este funcția nulă şi 
w(f, 2) dacă f nu este funcția nulă. Se notează w(f,G). Fie aeD şi r>0 
a EG, fin)=0 
astfel ca Bia, r) = (z|z—a|smeD. Fie 9B(a,r) drumul ta + re 
že[0, 1]. Dacă f nu se anulează pe suportul drumului 2Bi(a, r) atunci: 


ari 
, 


olf; Ba, r)) = £ - (Gh.Gr.) 


2ri j 
Bia, r) 


zonoform v. măsură conică 
zonvid y. mulțimea valorilor unei măsuri 


„Bănică, 


. Bourbaki, N. 
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